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1. 

Neues  Verfahren  der  Fourierschen  Entwickelung 
der  doppelperiodischen  Functionen. 


Von 

Herrn  Dr.  6.  Mohrmann 

io  FriedUnd. 


Mit  den  Fonrierschen  Entwicklnngen  der  doppelperiodiBcben 
FnncUonon  dritter  Art  bat  Herr  Krause  und  eine  Anzabl  seiner 
ScbOier  sieb  eingebend  beschäftigt.  Die  Hanptresultate  dieser  Unter- 
snebungen  finden  sieb  in  einer  Reibe  von  Abbandlangen  in  den 
„Matbem.  Annalen“  niedergelegt*).  Wenn  der  Verfasser  dieses, 
gleichfalls  ein  ScbOler  des  Herrn  Prof.  Krause,  hier  noch  einmal 
auf  das  Problem  zurUckkommt,  so  geschieht  es,  um  zu  zeigen,  dass 
die  Rnsnltate,  welche  bereits  gefunden  sind,  auch  auf  einem  anderen 
Wege  gefunden  werden  können.  U.  z.  dürfte  dieser  Weg  sich  be- 
sonders deshalb  empfehlen,  weil  die  Entwicklung  der  Reihen  so  nur 
die  Hälfte  der  Rechnungen  erfordert,  welche  in  den  erwähnten  Ar- 
beiten nötig  sind.  Nämlich  in  den  Arbeiten  des  Herrn  Krause  wird 
das  ganze  Problem  zarilckgeführt  auf  die  Behandlung  zweier  Func- 
tionen, nämlich  der  Functionen 

öo(m»-|-ma,  mr) 

/ <L  und 

^o(r  — g) 

5-,  (»— i)S-j(me,  mi) 


(la) 

(lb) 


I)  Vgl.  ,Mathem.  Annalen“  Band  30,  pag.  41S  ff.  nnd  pag.  516  fF.; 
Band  SZ,  pag.  331  ff.;  Band  33,  pag.  108  ff.;  Band  39,  pag.  977  ff. 

arck.  d.  Matk.  a.  Fkjri.  S.  Belka,  T.  III.  l 


Digitized  by  Google 


2 


Mohrmann:  Ntuts  Vtr fahren  der  Fouriereehen 


Jede  dieser  Primfnnctioneo  wird  nnn  für  sich,  die  eine  ganz  unab- 
hängig von  der  anderen,  in  eine  trigonometrische  Reihe  entwickelt. 
Es  soll  jetzt  im  folgenden  gezeigt  werden,  dass  bei  Zagrundelegong 
zweier  andern  Primfnnctionen  die  Doppelarbeit  nicht  nötig  ist, 
sondern  dass  die  für  die  eine  Function  gefundenen  Resultate  dnrch 
ein  einfaches  Verfahren  direct  anf  die  zweite  übertragen  werden 
können,  dass  also  „die  trigonometrischen  Entwickelungen  aller  doppel- 
„periodischen  Functionen  dritter  Art  anf  die  Betrachtung  einer 
„einzigen  Primfunction  znrückgefahrt  werden  können.“  Diese 
letztere  Primfunction  in  mannigfaltigst  möglicher  Weise  zn  ent- 
wickeln, wird  nicht  unwichtig  sein  mit  Rücksicht  anf  die  mannig- 
' fachen  Formen , in  denen  die  trigonometrischen  Reihen  nnserer 
Fnnctionen  in  praxi  gebraucht  werden,  z.  B.  bei  zahlentheoretischen 
Untersuchungen. 


I.  Ableitung  der  Primfunctionen. 


Es  müssen  hier  einige  Bemerkungen  über  doppelperiodische 
Fnnctionen  zweiter  Art  voransgeschickt  werden.  Eine  jede  solche 
Function  kann  bekanntlich  dargestellt  werden  in  der  Form 


(2) 


_ («-<»»)  ■ • .^o(»— ««) 

— P%)  • • 


Man  erweitere  jetzt  diesen  Bruch  mit  der  Grösse 


i M 

wobei  h.  eine  ganz  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet. 

Dann  wird  der  Nenner  von  F(x)  die  Gestalt  annehmen; 

k»  . do(i*-  Xßi,kr)  . ißm,ir) 

WO  k jene  Constante  bedeutet,  die  in  der  Formel 


ßaj  . . . — ßa^ 

=.  k . »g(kz  — kßa,,^T) 


anftritt.  Der  Zähler  von  F(a)  hat  durch  die  vorgenommene  Ope- 
ration die  Gestalt  angenommen 


0=1 
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Aber  jedes  einzelne  Teilprodoct,  welches  unter  dem  Zeichen  II 
vorkommt,  ist  eine  ganze  Tbetafunction  vom  Grade  il  und  kann 
mit  leichter  Muhe  verwandelt  werden  in 


j-i 

^ . e— (^5  -|_  }_au  — kt,  Ix) 

k=  « 

wobei  aa  eine  aus  den  Grössen  «o  und  ßa  linear  zusammengesetzte 
Grösse  ist  und  die  Bestimmung  der  c»!“)  sich  mit  leichtester  Muhe 
bewerkstelligen  lässt’).  Jedenfalls  ergiebt  sich  aus  dem  bisherigen 
ohne  weiteres,  dass  die  F uuction  F(t),  von  unwesentlichen  Factoren 
abgesehen  gleichwertig  ist  einer  Summe  von  m ■ il  Functionen  (p(z) 
von  der  Form 


kr)  ■ ^t)  ■ ■ ■ Ar) 

ir)  . »^{kz-kß^,  kr).  . . 3^^(kz^kß„„  kr) 

wo  die  A leicht  zu  bestimmende  Constante  sind.  Andererseits  aber 
kann  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  dass  eine  Function  <p(z),  wie 
schon  Hermite  gefunden  hat,  unter  der  Voraussetzung,  dass  alle  ß 
im  Nenner  von  einander  verschieden  sind,  sich  durch  eine  Summe 

“ »o(kz-kBz,  At) 
a=l  “ &n(kz  — kßa,  kr) 

darstellen  lässt,  wobei  die  Ca  und  Ba  in  einfachster  Weise  zu  be- 
stimmen sind.  Hiermit  ergiebt  sich  folgendes  Schlussresultat: 

„Die  Function  F(z)  in  (2)  kann,  von  unwesentlichen  Factoren 
„wiederum  abgesehen,  durch  eine  Summe  von  Functionen 

d^kz  — kBg,  Ai) 

»alkz-kßa,  kr)  - ■■  ■ 

„dargestellt  werden.“ 

Wie  die  Bestimmung  der  Factoren,  mit  denen  die  einzelnen 
Summanden  (3)  behaftet  sind,  sich  am  praktischsten  ansfuhren  lässt, 
and  wie  die  Anzahl  der  Summanden  (3)  durch  Zusammenfassung 
einzelner  sich  verringern  lässt,  sind  Fragen,  die  von  Interesse  sind, 
weil  sie  über  die  praktische  Anwendbarkeit  der  unten  folgenden 
Methode  entscheiden.  Aber  über  den  Rahmen  dieser  Arbeit  würde 
die  ausführliche  Beantwortung  dieser  Fragen  hinausgohen. 


I)  Vergl.  „Math.  Annalen“  XXX,  pag.  518. 

1* 
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Wenden  wir  nns  jetzt  den  doppelperiodischen  Functionen 
dritter  Art  zu,  so  können  die  sämtlichen  Functionen  dieser  Art 
bekanntlich  als  Quotienten  zweier  Producte  von  Thetafnnctionen 
dargestellt  werden'),  haben  also  die  Form:  (von  einem  unwesent- 
lichen Factor  abgesehen) 

, »0 (»— «I ) <>(i  (»  — «i)  • • • »0 («  — Oy) 

wobei  ft  ^ 0 sein  kann,  d.  b.,  wo  die  Zahl  der  Knllstellen  in 

einem  Periodenparallelogramm  ^ die  Zahl  der  Pole  sein  kann. 

Es  soll  ferner,  wie  in  den  Erause’scben  Arbeiten,  noch  angenommen 
werden,  dass  die  ß im  Nenner  von  F(z)  sämtlich  von  einander  ver- 
schieden sind,  indem  far  den  entgegengesetzten  Fall  auf  eine  Arbeit 
des  Herrn  Appell ')  verwiesen  wird. 

1)  fl  > 0,  oder  (t  = m, 
wenn  m eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 

Es  werde  statt  der  in  Rede  stehenden  Function  F(z)  die  Function 
ip(z)  ■—  F(z)  . — mß,  mr) 

betrachtet,  wo  ß eine  ganz  beliebig  gewählte  Constante  bedeutet. 
Die  Function  t|/(z)  ist,  wie  man  ohne  weiteres  einsieht,  eine  doppel- 
periodische  Function  zweiter  Art,  kann  also  nach  dem  obigen,  wenn 
die  beliebige  Zahl  H =•  m angenommen  wird,  ersetzt  werden  durch 
eine  Reihe  von  Summanden  von  der  Form 

9'o(mz  — mBg,  mr) 

" ■ #o(his  —mßa,  ™v) 

Hieraus  folgt,  dass  die  Function  F(*)  linear  in  eine  Summe  von 
Primfunctionen  zerlegt  werden  kann  von  der  Form 

Ä'q  (mz  — mBg,  mr) 

Vf  j (mz  — m ßg,  mz)  . (mz  — mß,  mr) 

oder,  was  auf  dasselbe  hinausläuft:  lu  dem  Falle  ft  > 0 kann  unser 
ganzes  Problem  darauf  reducirt  werden,  die  Function 


1)  Vgl.  z.  B.  Appell  „Sar  les  fonctions  donblement  pdriodiques  de  troi- 
eibme  espbee.“  Annalet  de  l’EcoIe  Norm.  Snpdr.  llltae  gdrie,  tomee  I.  11^ 
oder  die  Doetordissertation  dea  Verfasser«,  Kostock  1889,  pag.  10. 

9)  Vgl.  Appell  a.  s,  0. 
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(5a) 


^0  («  — a) 
#o(»  — *)  • *o(») 


in  trigonometrische  Reihen  zn  entwickeln.  Daher  soll  dio  Function 
die  erste  Primfunction  genannt  werden. 


2)  ft  < 0,  oder  = —m. 

In  diesem  Falle  möge  statt  der  Function  F(z)  in  (4)  die  Function 


pif)  . 

— mx) 

betrachtet  werden.  Dieselbe  ist  wieder  eine  doppelperiodiscbe  Func- 
tion zweiter  Art.  Ebenso,  wie  vorhin,  ergiebt  sich,  dass  F(a)  in 
eine  Summe  von  Functionen  zerlegt  werden  kann  von  der  Gestalt 


— 7)1  Ba,  77iz)  . &(,(7Ht — m/5,  mi) 

— m|5<r,  mr) 

Hieraus  folgt  leicht,  dass  als  zweite  Primfunction  die  Function 


(bb) 


g)  . 9„(t—b) 


angesehen  werden  kann.  Es  soll  jetzt  von  den  beiden  Primfnnctionen 
in  (5a)  und  (5b),  die  etwas  einfacher  sind,  als  die  in  (la)  und  (Ib) 
angegebenen  Eranse’schen , zuerst  die  Function  P,  («)  behandelt 
werden  und  dann  gezeigt  werden,  dass  die  Entwickelung  von  P,(e) 
sich  auf  diejenige  von  Pj(z)  znrttckfOhren  lässt. 


II.  Erste  trigonometrische  Entwickelung  von  P,  (<). 

Weil  die  Function  Pi(*)  nur  ein  Speciaifall  der  Krause’schen 
Primfunction  (Ib)  ist,  so  müssen  natürlich  alle  Resultate,  die  Herr 
Krause  für  seine  Primfunction  gefunden  hat  *),  auf  P,  («)  sich  durch 
Specialisirung  ohne  weiteres  übertragen  lassen.  Es  soll  hier  die 
trigonometrische  Entwickelung  von  P^{z)  nach  einer  Methode  ge- 
geben werden,  die  sich  in  den  Kranse’schen  Arbeiten  noch  nicht 
findet.  Diese  Methode  beruht  auf  den  Untersuchungen  von  Herrn 
Appell  am  mehrfach  angegebenen  Orte,  dürfte  sich  aber  vor  jenen 
Untersuchungen  durch  grössere  Allgemeinheit  anszeichnen. 

In  der  Ebene  einer  Variablen  x denke  man  sich  ein  Paralle- 


0 ^Matb.  Annalen“  XXXV,  pag.  577  ff. 
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logramm  consfruirt  auf  folgende  Weise:  Man  ziehe  die  Linie  (0,  r), 
[wobei  T,  wie  schon  vorhin,  nach  Jacobischer  Bezeichnung  den  Para- 
meter der  Tbetafnnctionen  bcdcntct]  und  zn  dieser  Linie  zwei 
Parallele  durch  die  Punkte  — -f-};  ferner  ziehe  man  durch  die 

Punkte  4-nr  und  — nr  (n  eine  ganze  Zahl)  Parallele  zur  reellen 
Axe  der  a--Ebene.  2 möge  jetzt  ein  ganz  beliebiger,  aber  fester 
Punkt  im  Innern  des  eben  deiinirten  Parallelogramms  sein,  während 
Kd  einen  beliebigen,  aber  festen  Punkt  der  Linie  (— J,  -fi)  bezeich- 
nen möge.  Endlich  möge  noch  angenommen  werden , worin  eine 
wesentliche  Beschränkung  nicht  besteht,  dass  auf  den  durch  —nt 
und  -f-tiT  gezogenen  Parallelen  ein  singulärer  Punkt  von  P,  (2 — *) 
nicht  liegt.  Nach  diesen  Festsetzungen  bilde  mau  sich  jetzt  eine 
Function  P(»),  die  folgende  Eigentamlichkeiten  besitzt; 

1)  P(x-f  1)  = Jl(z). 

2)  a:  — 0 sei  für  P(x)  eine  ausserwesentlicho  Singularität  er- 
ster Ordnung,  sei  das  Residuum  von  H (x)  für  i — 0. 

3)  Ausser  x = 0 habe  P(x)  im  Innern  nnseres  Parallelogram- 
mes  keinen  weiteren  singulären  Punkt. 

4)  P (xo  + nt)  möge,  wenn  » über  alle  Grenzen  hinans  wächst 
dem  absoluten  Betrage  nach  immer  unterhalb  einer  endlichen  Grenze 
bleiben,  oder  es  möge  doch  wenigstens 

. 5»*  . P(a:„i;nx) 

mit  wachsendem  n nnendlich  klein  werden. 


Nach  erfolgter  Auswahl  einer  solchen  Function  R(x)  bilde  man 


(6) 


. P(x)  . dx 


erstreckt  über  den  Umfang  nnseres  Parallelogramms.  Da  P,(2— x). 
P(x),  wie  sofort  zu  ersehen,  die  Periode  1 hat,  so  werden  sich  die 
Integrale  längs  der  beiden  Seiten  {— i -nx,  — i-|-nT)  und  (-Hi— «x, 
-j-i-l-"r)  gegenseitig  fortheben.  Ferner  wird  die  Function  Pj(x—x). 
P(x)  in  dem  Punkte  den  Wert  annehmen 


(7) 


^o(x-3-o-Hmx  — g) 


-Xo-l-nx  — i)  . (2  - x„ -f- HX) 


(-1)" 


■ <l"'  ■ F,  (2  — x„) 


P(xo— hx) 
fi(xo  — nx) 
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Aber  dieser  Ansdrack  wird  vermöge  der  vierten  VoraDSsetzang  über 
Jt(x)  mit  vrachsendem  n dem  absolnten  Betrage  nach  kleiner  als  eine 
beliebig  kleine  Grösse  gemacht  werden  können.  Da  der  Ausdrnck 

(7)  aber  nichts  anderes  ist,  als  ein  Element  des  Integrals  (6)  längs 
der  Seite  ( — i— nt,  +i — nt),  so  folgt,  dass  mit  nnendlich  grossem 
n das  Integral  längs  dieser  Seite  nnendlich  klein  wird.  Ganz  das- 
selbe gilt  von  der  Seite  ( — i+nt,  -|-i-J-nt).  Es  ergiebt  sieb,  dass 
das  ganze  Integral  (6)  mit  nnendlich  grossem  n sich  der  Nnll  be- 
liebig nähert. 

Dasselbe  Integral  ist  aber  auch  gleich  2n>mal  der  Summe  der 
Residnen  von  P,(a — x).  R(x)  in  Bezug  auf  alle  Pole  im  Innern 
des  Parallelogramms.  Also  muss  die  Summe  dieser  Residuen  auch 
gleich  nnll  sein.  Wir  haben  nun  folgende  Pole  zu  betrachten: 

1)  z = 0.  Das  Residuum  von  R(x)  ist  hier  R^,  also  das  ge- 
samte Residuum 

(8)  Ho-PM 


2)  X = 2 — (n-|- J)  t [»  ■= — w • • • -f-®] 

Das  Residuum  von  P,(z—x)  in  Bezog  auf  diesen  Punkt  wird 

0~l~(”~l~  j)v) 

“ ■ »■  • (-1)"  • 9-'"+»’*  • 

- .(-l)"  . . g(n+i)«  . (9) 

Also  wird  das  Residuum  von  P,(t — x) . R{x): 

* . 2(«+S)’  . P(2-(«-f  i)t)  (10) 

»l‘  . (6) 

3)  X ■=  2 — 4 — (n-f-4)  V [«=■—£».  . . +®] 

In  Bezug  auf  diesen  Pol  wird  das  Residuum  von  P^^z-x) 

#0  (4  — “ "tlüÜL?  

“ { (^i)» (4 -f  (n  + i ) 

i(  -l)"-^»i(o  - i)  ■ 

“ “ ■ .V 

Also  wird  das  Residuum  von  P,(2— x)  . R(x) 

, 2(»+D*  . R(z—i  -(n-H)t)  (12) 

Sf'  ■ »,(4) 


b/  COOglC 
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Indem  jetzt  die  Somme  der  Aosdrttcke  (8) , (10) , (13)  gleich  0 ge- 
setzt wird,  ergiebt  sich  das  Besoltat 


-Ä, 


to  • A(»)  — (j) 


-f-“ 

»^(a)  Z (_X)n,(2i.-l)ni(«-»)  . gCH+J)*  . «(,-(„  -|-i)t) 

I f»= — » I 

I "f"  ® 

L|-»j(a— i Z (— l)“-*  . *(*»+>)»•"  . 9(»+l)‘  , 

I — oo 


(13) 


Hiermit  wäre  eine  trigonometrische  Entwickelong  für  die  Function 
PM  gefunden,  wenn  es  gelingen  sollte,  wirklich  trigonometrische 
Functionen  R(x)  anfznfinden,  die  den  oben  angegebenen  Bedingungen 
genügen.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  eine  ganze  Beihe  von  Func- 
tionen den  Bedingungen  genfigt,  z.  B.  die  Functionen 


1 e*"*' 

1 — ginix'  1 — «Stiut’  X _ gSitiJ  **•  *• 


Um  z.  B.  mit  den  Resultaten  des  Herrn  Krause  in  Uebereinstim- 
mnng  zu  kommen  >),  wähle  man 

^TltX  J 

Po  — zr^i 

Zugleich  aber  sieht  man,  dass  die  eingefährte  Fnnction  R{ac) 
nichts  anders  ist,  als  das  Fnnctionselemenl,  aus  dem  die  sogenannten 
„Restfnnctionen“ ‘)  des  Herrn  Krause  sich  in  einfacher  Weise  her- 
leiten lassen.  Endlich  lehren  die  obigen  Betrachtungen,  dass  es  anf 
die  mannigfachste  Weise  möglich  ist,  eine  Fnnction  R(«)  zu  wählen, 
also  auch  trigonometrische  Entwickelungen  von  i’j(s)  zu  geben. 


UI,  Zweite  trigonometrische  Entwickelung  von  P|  (s). 

Man  weiss  ans  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale,  dass  man 
ansetzen  darf: 


I)  Tgl.  nMothem.  Annalen“  XX’SV,  pag.  S7S  ff, 
S)  Vgl.  ,Mathem.  Annalen“  XXZ,  pag.  SSO,  { S. 
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+* 

Pl  (*)  — £ «2,  . 
n= — 00 

WO  dann 

+i 

bin  — J ■P|(«)  • «-*■*“  . di 

-i 

ist  Letzteres  Integral  wird  folgendermassen  gelöst:  Man  bilde  das 
Integral 

J* P,  (»)«-*»'"•  . d» 

erstreckt  über  den  Umfang  des  Parallelogramms 
(-1,  +1.  +*->•»,  -i-rr) 


Das  Integral  längs  der  Seite  (+J  — r»,  — J-rt)  gebt  dnrcb  die 
Snbstitntion  «— rr  an  Stelle  von  « Aber  in 


-i 


j'  9*«' . P,  (*  — rt)  . 

+i 


d% 


-i 


— . j ^ — r~  . . gr'dinr  _ pj  (i)  . , d, 

+i 


D.  h.  die  Fnnction  nnter  dem  Integralzeichen  wird  mit  wachsendem 
r dem  absoluten  Betrage  nach  beliebig  klein  gemacht  werden  können. 
Es  folgt  genau,  wie  oben,  dass  das  ganze  Integral 


g-inittl  . rf. 


für  r — 00  den  Wert 


/ P,  (»)  . e-2»:"*  . </» 

-i 


annimmt,  also  gleich  bin  wird.  Andererseits  aber  ist  dasselbe  Inte- 
gral gleich  der  Summe  der  Residuen  von  P,(»)  mnltipli- 

drt  mit  — 2»>  (das  Minuszeichen  wegen  der  Richtung,  in  der  die 
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Krcisintegrale  am  die  Pole  zn  nehmen  sind).  Nnn  sind  die  Residuen 
von  Pj(«)  bereits  bekannt  Vgl.  die  Ansdrttcke  (9)  und  (11).  Folg- 
lich wird  das  geschlossene  Integral 


nm  den  Pol 


J'  l\{z)  . 

» = — ('•-h  })t 


(14)  2«  ^*M;(— D'  . . «(--+1)’  , 

Vj  tf,(Ä) 


Für  den  Pol 


a -=  A— (r-f  J)v 


wird  unser  Integral  genau  so  gefunden,  und  zwar 


(15)  ^ . (— l)-^  . . gflD*  . g(2r+D»  . «-2«"* 

. ir](o; 

Indem  man  über  die  Ansdrttcke  (14)  und  (15)  die  Summe  nach  r 
von  0 bis  -j-oD  nimmt,  erhält  mau  die  gesuchte  Formel  fttr  unsere 
Coefficienten: 

(16)  4a«  “ äV”.  »t(b)  ■ 

' .^.QO 

0,(a)  Z (— l)>-«-(2>-+l)(o-»Vii  . g(rH)H(2'-+i:» 
r-0 

00 

4-if|(4  — o)  £ ( — !)'■  . . g(r+|)»+(2r+I)M  , (.-2Mni> 

\ 0 

Für  4 — i ergiebt  sich  hieraus  genau  dieselbe  Formel,  die  Herr 
Krause  gefunden  hat '). 

Es  ist  ttbrigens  leicht  zu  zeigen,  dass  die  so  gefundene  trigono- 
metrische Entwickelung  auf  die  obige  in  (13)  gefundene  ohne  Mühe 
zurttckgefttbrt  werden  kann. 


0 Vgl.  „Mathtm.  Annalen''  XXXV,  pag.  585,  Formel  (7),  worin  sich 

2> 

jedoch  ein  Druckfehler  findet,  indem  rechte  vom  Qleichheitszeichen  — ^-7 
statt  St  sn  Seiten  iitf 
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IT.  Trigonometrische  Entwickelung  von  Pj(z). 
Indem  man  in  (13)  die  Function 


fSnii  1 

1 gänii’  -^0  “■ 

annimmt,  erhält  man  folgende  Formel,  wenn  noch  beide  Seiten  der 
Gleichung  mit  multiplicirt  werden: 


(17) 


^„(*  — o)  . »,(i) 


i)  . Ue) 

U«)  ■ -S»  (- 
— 06 


•1)». 


'27t 

»7  • 

-6) 


„2«^  1—  c2;in 


. "t"“®  ,(2H+l)/7ia  „(«+!)’ 

l+^,(i-a)  . 2:,,  (-1)-.  . ' 


^7ri6  ^ 


Wenn  in  dieser  Formel  die  Constanto  i s — jä  angenommen 
wird,  was  ohne  weiteres  erlaubt  ist,  und  wenn  ferner  der  Symmetrie 
wegen  far  a noch  a geschrieben  wird,  so  erhält  man  folgende  Formel ; 


(18) 


»oi^-te)  ■ »lU—ß) 


»o(ß)  . #o(*) 

-]-co 

l^,(«) . 2:..  (-1)" . 

— 00 


2n 

e<2"tl)>ii(«+/S)  . g<n  + !)’  , e-(2n— l)a  ii| 


„2m+1 — ^iniM 


+® 

f+»,(z-«-^)2:„  ( -1) 

— 00 


e-'iniß  . g2ii  1 iZ-l 


Aber  ans  dieser  Gleichung  wird  sich  unmittelbar  die  Entwick- 
lung von  Pj(s)  ergeben,  wenn  man  nur  J — ^ an  Stelle  von  ß setzt. 

Das  Resultat  wirklich  hierherzusctzen , ist  wenig  von  Interesse. 
Hiermit  ist  denn  auch  die  Entwickelung  von  ^^(z)  gefunden,  u.  zw. 
ohne  dass  irgend  welche  neuen  Rechnungen  nötig  gewesen  wären. 

Zugleich  aber  zeigt  die  P'ormel  (18),  dass  die  zweite  2^n  einen  von 

— 00 

0 ganz  unabhängigen  Wert  bat,  also  eine  Constanto  ist,  wie  es 
nach  den  Untersncbungen  von  Herrn  Krause  auch  der  Fall  sein 
muss.  Nach  dieser  Methode  haben  wir  aber  fUr  diese  Constante 
gleich  eine  Darstellung  und  zwar  die  Form 
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+eo 

£n  (-1)» 
— 00 


g(S«  + l))tl<I  . g(S»+I)* 
. g2»+l_l 


gefanden,  während  bei  Herrn  Eranse  die  Beetimninng  der  Constante 
noch  eine  neue  Recbnnng  erfordert. 

Es  verdient  flbrigens  noch  bemerkt  zn  werden,  dass  man  bei 
Zngmndelegnng  der  Formel  (16)  für  die  Coefficienten  der  trigono- 
metrischen Entwicklnng  von  P,(:)  za  einer  andern,  wenigstens  der 
Form  nach  von  Gleicbnng  (18)  verschiedenen  trigonometrischen 
Entwicklung  von 

- g)  ■ - ß) 

gekommen  wäre,  die  sich  jedoch  sehr  leicht  anf  die  Form  in  (18) 
zorackfuhren  lässt. 


T.  ScblosHbemerkang,  betreffend  die  doppelperiodlsehen  Fanetlonen 
zweiter  und  erster  Art. 

Es  kann  nicht  verhehlt  werden,  dass  die  Zagmndelegnng  der 
beiden  Primfanctionen  (4a)  und  (Ib),  möge  sie  auch  im  übrigen  nicht 
so  praktisch  sein,  wie  die  oben  entwickelte  Methode,  doch  den  einen 
Vorteil  bietet,  dass  aus  der  Entwicklung  der  Function  (la),  wenn 
n>  — 1 gesetzt  wird , direct  die  Entwicklung  der  Primfunction  der 
doppelperiodiscben  Functionen  zweiter  Art  gewonnen  werden  kann, 
was  bei  Zugrundelegung  der  Primfanctionen  Pi{z)  und  P|(z)  dem 
Verfasser  nicht  gelangen  ist,  auch  wol  schwerlich  angeht.  Indessen 
sind  die  doppelperiodischen  Fnnctionen  zweiter  Art,  oder,  worauf  es 
hier  nur  ankommt,  deren  Primfanctionen 

^(' + ") 

auf  sehr  einfache  Weise  trigonometrisch  zu  entwickeln.  Es  möge 
hier  eine  Methode  ihrer  Entwicklung  gegeben  werden,  welche  sich 
auch  unmittelbar  auf  die  gemeinen  elliptischen  Functionen  anwenden 
lässt  und  vor  den  gewöhnlich  in  den  Lehrbüchern  der  Theorie  der 
elliptischen  Fnnctionen  ’)  gegebenen  Methoden  eich  durch  grosse 
Kürze  auszeichnet. 


1)  So  I.  B.  io  den  Lehrbüchern  von  Kftnigaberger  und  von  Briot  und 
Bonqncl,  die  dem  Verfseier  momenun  allein  lar  Hand  sin.1. 
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Man  kann  ansetzen 


wobei 


■»!)(«+«) 


+*’ 

— Zn  «m  . c2»»>« 
— ® 


am 


^o(*) 


e~2mit  . * 


ist  Zar  Berechnung  dieses  Integrals  bilde  man  das  Integral 

erstreckt  Ober  den  Umfang  des  Parallelogramms 
(~ii  +4i  +i+^>  ~i+*) 

„aber  nicht,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  Ober  den  Umfang  eines 
„anendlich  langen  Parallelogramms  erstreckt“.  Das  Integral  (19) 
zerfällt  in  4 Teile,  entrprechend  den  4 Parallelogrammseiten.  Man 
sieht  sofort,  dass  die  den  Seiten 


(+i)  +J+0  ““<1  (~4i  — §+■') 

entsprechenden  Teilintegrale  sich  gegenseitig  zerstören.  Also  wird 
das  gesamte  Integral  gleich 


W)  / 

-i 


+1 


-J+» 

+ f ^ 

+i+* 


#o(«) 


+£}  .-2, 


dt 


In  dem  letzten  Integral  möge  gesetzt  werden;  dann  geht 

es  Ober  in 


-i 


r . e-Zw'Nf  . dy 

_ e-2>i.(a  f m,)  . r . dy 

i 

— — . am 


Der  ganze  Ansdrnck  (20)  geht  also  Ober  in 

(21)  [1  _«-2«i)it(a4«r)J„„, 
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Andererseits  ist  aber  das  Integral  (19)  gleich  dem  geschlossenen 
Integrale  um  den  Pnnkt  den  einzigen  Unstetigkeitspunkt  von 

»o(=)  ■ 

in  dem  Parallelogramm.  Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  sieht,  das 
Residnnm  unserer  Fnnction  im  Punkte  ' = ^ gleich 


Aber  ans  der  Relation 

— i (-2u  + s)  nt 

ergiebt  sich  zunächst,  dass 

(“+2)  “ 

- i (20  + 5)  ni 

ist,  und  dann  durch  Differentiation 


also 


' (“+Ö 


-i(2«  + 0 ni 


■ rs-i'c«)— («)j 

j ■ 2 


W (2)  — ' ' * ^ 

Der  Ausdruck  (22)  kann  also  auch  geschrieben  werden 


I (a)  . e 


-j(2a  + |)  ni 


»tf/  . e 


— J • 9 ni 


Folglich  wird  das  gesuchte  geschlossene  Integral  nm  den  Pankt 


Digitized  by  Google 


1^1  H 


Eniwiclctlung  dtr  doppelp9riodi$chen  Functionen. 


15 


2üi  . . «-(n+wrlTT. 

”1 

Und  dieser  Änsdnick  mnss  gleich  (21)  sein,  d.  b.  fOr  am  selbst  findet 
sich 

— 9 ■ «-(«+mOai  ^ »,(a)  1 

a,n  ai  . j — a. 

Es  ergiebt  sich  also 

^^0  0 “) ^i(a) 

~ m— 0)8'“’' (“+”**) 
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II. 

Ueber  einige  Sätze  aus  der  elementaren 
Raumgeometrie. 

Von 

Heinrich  Seipp 

in  Nienburg  *.  d,  Weier. 


Da  die  im  folgenden  (unter  II.  nnd  III.)  angestellten  ranm- 
geometriscben  Betrachtungen  sich  auf  gewisse  entsprechende  plani- 
metrische  Sätze  stützen,  so  sind  diese  den  ersteron  (nnter  I.)  vor- 
ansgeschickt. 

Definitionen.  Unter  einem  convexen  ebenen  Vieleck 
wird  ein  solches  verstanden,  welches  nur  concave  oder  ans- 
springende  Winkel  hat.  — Als  convexe  Ecke  wird  eine  solche 
bezeichnet,  welche  nnr  concave  oder  ansspringende  Flft- 
chenwinkel  nnd  ebensolche  Kantenwinkel  hat,  oder  welche  mit 
einer  jeden,  sämtliche  Kanten  treffenden,  Ebene  als  Scbnittfigur 
ein  convexes  Vieleck  ergibt  — Ein  convexes  Polyeder 
heisse  ein  solches,  welches  nnr  convexe  Ecken  nnd  demgemäss 
nnr  convexe  Vielecke  als  Begrenznngsflächen  besitzt,  oder  welches 
mit  irgend  einer,  nicht  bloss  einen  Eckpunkt  enthaltenden.  Ebene 
als  Schnittfignr  ein  conve  xes  Vieleck  (nnter  Umständen  auch 
ein  Dreieck)  ergibt. 

I. 

Es  seien  in  der  Fignr : o,  6,  c,  d,  «,  f nnd  o',  4',  e‘,  d',  / ', 

g',  4'  die  Seiten  zweieri  convexen  Vielecke  ABCDEF  oder 
i nnd  A’B'  C'D'  E' F'G’  H'  oder  o,  von  welchen  das  letztere  das 
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erstere  vollständig  nmscbliesst,  so  dass  also  keinerlei  Ueber- 
sebneidungen  von  Seiten  der  beiden  Polygone  noch  auch  der  fort- 
gesetzt gedachten  Seilen  eines  nnd  desselben  Vielecks  statt- 
linden.  Man  verlängere  die  Seiten  des  umscblossenen  oder  „inneren“ 
Vielecks  i einseitig  {jede  über  den  mit  der  folgenden  Seite  gemein- 
samen Eckpunkte  hinaus)  bis  zum  Schnitt  mit  dem  Umfang  des 
„änsseren“  Polygons  a.  Die  dabei  sich  ergebenden  Verlängerungs- 
Strecken  der  Seiten  a,  b,  c,  d,  e,  f eison  bezüglich  a„  b,,  c, , f/,. 
e,,  /■,.  Durch  ihre  Endpunkte  L,  M,  N,  P,  Q,  R werden  die  Seiten 
b\  c',  e , g',  h'  des  äusseren  Vielecks  a in  Teilstrecken  zerlegt, 
welche  der  Reihe  nach  mit  «i'  und  a^‘,  /<,'  und  b^‘,  e^'  und  cj',  <>,' 
nnd  «j‘,  ff,'  nnd  g^,  und  A,'  bezeichnet  sein  mögen.  Der  von 
den  beiden  Vielecken  begrenzte  ringartige  Teil  der  Ebene  wird  durch 
die  beschriebene  Constructiou  in  ebensovicle  couve.xo  Vielecke  ge- 
teilt, als  das  innere  Polygon  Seiten  bat  (im  vorliegenden  Beispiel  in 
C)  und  es  lässt  sich  auf  jedes  dieser  Teilvielecke  der  bekannte  Satz 
(1)  anweudon:  „Eine  Seite  eines  jeden  (nicht  nur  eines  convexen 
Vielecks,  auch  die  grösste  Seite,  ist  stets  kleinor  als  die 
Summe  der  übrigen  Seiten“.  Mithin  ergeben  sich  die  folgen- 
den Ungleichungen: 

fl  + > “ + Oi 

+ + > t<-l- J, 

'■i  + ^s'+Z'+Si'  >■  ’l  + ili 
*1  +As'  + «i'  > /■+/, 

Werden  dieselben  addirt  nnd  im  Ergebniss  die  gleichen  Grössen 
(<hi  «1  • . . fl)  beiderseits  des  Zeichens  gestrichen , die  zu 
Seiten  (a‘,  i',  c'  . . . h')  des  änsseren  Vielecks  sich  ergänzenden 
Grössen  {«,'  und  a,',  i,'  und  1^,  c,'  nnd  e*' . . . A,'  und  Aj')  ver- 
einigt, so  folgt 

> a -j- A-}-c-[-<l-j- e-j-/ 

oder  in  symbolischer  Schreibweise  für  die  Vielecksseitensumraen: 

1)  > 2h 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  das  vorstehende  Verfahren  zur  Ver- 
gleichung der  Grössen  2li  nnd  Ä,  unabhängig  ist  von  der  sonstigen 
Beschatfenheit  der  beiden  Vielecke , dass  es  auch  dann  ungeäudert 
Anwendung  finden  kann,  wenn  die  Seitenzahl  von  i =-  derjenigen 
von  u ist  oder  dieselbe  übertrifft.  Immer  lässt  sich  in  ähnlicher 
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Weise  wie  oben  eine  Zerlegung  der  von  den  beiden  Polygonen  ein- 
gescblosscnen  ringartigen  Fläche  in  Teilviclecko  vornehmen , derart, 
dass  bei  der  Addition  der  entsprechenden  Ungleichungen  stets  die- 
jenigen Seiten  jener  Teilpolygone  ganz  ans  der  Rechnung  verschwin- 
den, welche  weder  dem  einen  noch  dem  andern  der  gegebenen  Viel- 
ecksumfängo  angehören.  I)io  Formel  1)  gilt  also  — unter  den 
eingangs  gemachten  Voraussetzungen  — ganz  allgemein.  Da  ferner 
eine  in  sich  znrücklaufendc,  nach  aussen  oder  convex-  und  stetig 
gekrümmte  Linie  oder  eine  geschlossene  convexe  Curve  als  Grenz- 
lall eines  convexin  Viclecksumfangs  aufgefasst  werden  kann,  so  gilt 
der 

Satz  2;  „Von  zwei  einander  völlig  umschliesscnden , convexen 
Vielecksumfängeu  (gebrochenen  in  sich  zurücklaufendcn  Linien)  so- 
wie auch  von  zwei  sich  umschlicssenden , convex-  und  stetig  ge- 
krümmten geschlossenen  Curven  hat  stets  der  äussere  Vielecks- 
umfang oder  dio  umsch liessende  Curve  die  grössere 
Länge.“ 

Der  vorstehende  Satz  bleibt  auch  dann  noch  bestehen,  wenn 
eine  Ecke  oder  eine  Seite  des  inneren  Vielecks  mit  einer  Ecke  oder 
Seite  des  äusseren  zusammoufällt.  Denn  der  Umstand,  dass  z.  B. 
die  Seiten  i und  c‘  sich  decken,  also  in  deu  obigen  Ungleichungen 
a,  = 0,  iä'  = 0,  6,'  = 7/  und  J,  = 0,  c/  = 0,  c,'  = c'  ist,  hat  auf 
das  Endergebniss  keinen  Einfluss.  Ebenso  können  auch  mehrere 
Ecken  oder  Seiten  der  beiden  Vielecke  zusammenfallen. 

Mithin  kann  man  n.  a.  auch  noch  den  folgenden  Satz  aus- 
sprechen, von  welchen  sich  ein  besonderer,  scharfsinniger  Beweis  bei 
Legcndrc  (9tcr  Satz  im  4ten  Buch  der  „Elemente  der  Geometrie“) 
findet. 


Satz  3:  „Von  zwei  convexen,  gebrochenen  oder  auch  von  zwei 
convexen,  stetig  gekrümmten  Linien,  welche  dieselbe  zweiseitig  be- 
grenzte Gerade  oder  Strecke  überspiinnen , so  dass  also  die  eine 
die  andere  vollkommen  nmschliesst,  ist  die  „umsch Messende 
oder  äussere  Linie  dio  grössere“. 

Da  nun  dio  überspannte  Strecke  selbst  von  allen  übrigen 
zwischen  ihren  Endpunkten  möglichen  gebrochenen  oder  stetig  ge- 
krümmten Linien  umschlossen  wird,  so  ist  sie  hiernach  dio 
kürzeste  von  allen  Verbindungslinien  zwischen  jenen  beiden  Punkten 
und  man  ist  somit  wiederum  bei  dem  Ausgangspunkt  der  obigen  Ab- 
leitung, nämlich  bei  dom  Satz  1 angelangt,  von  welchem  das  soeben 
erhaltene  Ergebniss  sich  eigentlich  nur  der  Fassung  nach  unter- 
scheidet. 
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II. 

Projicirt  man  die  der  Abloitung  der  Formel  1)  in  I,  zu  Grunde 
gelegte  obeiio  Figur  von  irgend  ciucni  Punkto  p des  Ifaumes 
aus,  so  entstehen  zwei  convoxo  violkautige  Ecken  p[AIiCDEF) 
oder  i'  und  p{A’ Ii‘ C' D' E' F' G' H')  oder  n'  mit  gemeinsamer 
Spitze  (p),  von  welchen  die  letztere  die  erstere  vollständig  um- 
schliesst,  so  dass  irgend  welche  Ueberschneidungen  von  Ecken- 
seiteu  nicht  Vorkommen.  [Ausserdem  erscheint  der  Raum  zwischen 
den  beiden  Ecken  in  den  obigen  Teilvielecken  entsprechende  con- 
vexe Teilceken  piAf.Ii'  M),  p(JIMV'N),  p(CND-E'F)  u.  s.  w. 
zerlegt].  Da  nun  zu  einem  jeden  Punkte  einer  jeden  projicirten 
Vielecksseitc  ein  projicirender  Strahl  gehört,  uud  die  Gesamtheit  der 
projicirenden  Strahlen  einer  jeden  Vielecksseite  den  entsprechenden 
ebenen  Winkel  oder  die  eiitsprecbende  Seite  der  betreffenden  Ecke 
bildet,  so  muss  das  über  die  Mengen  der  Elemente  oder  Punkte  der 
Viclccksumfängc  n und  i.  d,  h.  über  die  Grösse  der  letzteren  Bewiesene 
ganz  ebenso  von  den  Mengen  der  die  beiden  Eekenscitensiimmen 
und  Eßi  bildenden  Strahlen,  d.  h.  von  jenen  Scitensummen 
selbst  gelten.  Folglich  besteht  die  Ungleichung: 

2)  Eß,  > Eßi 

welche  auch  noch  in  dom  Falle  gilt,  dass  die  Zahl  der  Eckenseilen 
eine  unbegrenzte  ist,  also  ihre  Gesamtheit  eine  konische  Fläche 
bildet.  Der  P'ormel  2)  entnimmt  man  die  folgenden  Sätze: 

Satz  4:  „Von  den  einander  völlig  umschlicsserden,  gebrochenen 
bzhw.  stetig  gekrümmten  Hegrenzungsflüchen  zweier  convexen 
Eckcjn  oder  convexen  kegelförmigen  Ilaroräumeii  mit  gerne i nsain  er 
Spitze  hat  die  ums  ch  1 i es  sc  n de  Fläche  die  grössere  Sei- 
tensumme bzhw.  ergibt  nach  der  A bwickcl  u ng  den  grösseren 
ebenen  Winke  I“. 

Satz  5:  Haben  zwei  convexe  Ecken  eine  Seite  und  folglich 
auch  ihre  Spitze  gemein,  so  dass  die  Um  fa  n gsflächo  der  einen 
die  der  andern  im  übrigen  völlig  nmschlicsst,  so  besitzt  die 
u m sch  Hessen  de  Fläche  die  grössere  Seitonsummo 

oder: 

Vou  irgend  zwei  convexen,  gebrochenen  (spitzenförmigen)  oder  auch 
convex-kouischen  Fächen,  welche,  einander  umschliesscnd,  denselben 
ebenen  (concaven)  Winkel  überspannen,  ergibt  stets  die  umschlics- 
sendc  oder  äussere  den  grösseren  ebenen  Abwick cl  u ngs- 
w i n k cl“. 

Auch  folgt  sogleich  weiter  der 

2» 
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Satz  6:  „Der  von  zwei  sich  scbneidenden  Geraden  einge- 
schlosssene  ebene  (concave)  Wi n kcl  ist  die  kleinste  von  allen 
zwischen  den  beiden  Geraden  möglichen  Verbindungs- 
flächen 

oder; 

Eine  Seite  einer  jeden  convexen  Ecke  (auch  einer  solchen  mit 
zum  Teil  einspringenden  Winkeln),  ist  stets  kleiner  als  die  Snmme 
der  übrigen  Eckonseiten“. 

Für  den  besonderen  Fall,  dass  der  Projectionsmittelpnnkt  p 
ins  Unendliche  rückt,  also  an  Stelle  der  Ecke'.bezhw.  des  konischen 
ßaumes  der  prismatische  bzhw.  cylindrischc  Raum  tritt,  ist 
der  Wortlaut  der  Sätze  4,  5 und  6 entsprechend  abzuändern. 

Die  Sätze  4,  5 und  6 entsprechen  den  Sätzen  2,  3 nnd  1 für 
die  Ebene  vollständig.  Boi  der  Ableituug  der  Sätze  4 nnd  5 hätte 
man  auch  von  Satz  6 ausgehen  können  ( — einen  andern,  selb- 
ständigen Beweis  desselben  siche  unter  IV  — ),  in  ähnlicher  Weise 
wie  oben  der  Beweis  von  Satz  2 auf  Satz  1 gestützt  worden  war. 
Denn  der  Satz  6 lässt  sich  auf  jede  einzelne  der  eingangs  dieses 
Abschnittes  (II)  erwähnten  Teilceken  anwenden  und  führt  genau  zu 
den  unter  I aufgestcllteu  Ungleichungen,  in  welchen  jetzt  aber  die 
Buchstaben  a,  4,  e . . ./  sowie  a,',  a^',  4,',  4/  u.  s.  w.  nicht  Viel- 
ccksseiten  bzhw.  Teile  derselben,  sondern  ebene  Winkel,  näm- 
lich Eckonseiten  bzhw.  Teile  von  solchen  bezeichnen. 

Endlich  ist  die  Ilerleitung  der  Sätze  4,  5,  6 noch  auf  eine 
dritte  (dem  Cavalierischen  Verfahren  zur  Vergleichung  von  Körper- 
volnmen  nachgcbildcte)  Art  möglich,  wobei  man  von  den  entspre- 
chenden Sätzen  2,  3,  1 ausgebt.  Man  denke  sich  nämlich  die 
beiden  convexen  Ecken  durch  eine  unbegrenzte  Zahl  von  unend- 
lich benachbarten  Parallclobcncn  in  Schichten  zerlegt,  welche 
man  nähernngsweise  als  Prismen  betrachten  darf.  Dann  ist  dasVer- 
hältniss  der  Mantelflächen  zweier  solchen  auf  derselben  Schnittebene 
ruhenden  gleichhohon  Teilprismen  der  beiden  Ecken  dasselbe  wie  das 
Verbältniss  der  Umfänge  der  Sebnittpolygone  jener  Ebene  mit  den 
Umfangsflächen  der  beiden  Ecken.  Aus  der  vorausgesetzten  Be- 
schaffenheit der  letzteren  folgt  nun  die  Convexität  je  zweier  solchen 
zu  derselben  Parallelebene  gehörigen  Schnittpolygone,  sowie  das 
völlige  Umschlossensein  des  einen  derselben  von  dem  andern.  Mit- 
hin gilt  für  sie  und  folglich  auch  für  die  zugehörigen  beiden  Prismen 
mäntel  die  Formel  1)  und  da  die  unendlichen  Summen  aller  der 
letzteren  die  Umfangsflächen  der  beiden  Ecken  darstellen,  so  folgt 
auch  für  diese  die  entsprechende  Aussage,  d.  h.  also  die  Formel  2). 
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m. 

Es  seien  ABCD.  . .oder  i"  und  A' B' C' D'  . . . oder  o" 
zwei  convexe  Polyeder,  von  welchen  das  letztere  das  erstcro 
vollständig  nmschliesst.  Durch  das  am  Schlüsse  von  Ab- 
schnitt II.  erörterte  Verfahren  werden  die  Oberflächen  der  beiden 
Vielflache  in  Zonen  zerlegt',  von  denen  — jo  zwei  zu  derselben 
schneidenden  Parallolebene  gehörige  - ihrer  verschwindend  kleinen 
Höhe  wegen  — mit  grosser  Annäherung  dasselbe  Grössenverhältniss 
anfweisen  wie  die  Umfänge  der  beiden  Schnittpolygone  der  betref- 
fenden Ebene  mit  den  Polyedern.  Diese  Schnittvielccke  sind  aber 
convex  und  da,  der  Voraussetzung  gemäss,  die  Oberfläche  des  Viel- 
flächners i"  au  keiner  Stelle  diejenige  des  Polyeders  n"  durchdringeii 
soll,  so  muss  auch  das  zu  n"  gehörige  Schnittpolygon  («)  das  dem 
Vielflächner  i"  angehörige  (i)  vollständig  nmschliessen. 

In  Bezug  auf  beide  Vielecke  n und  i und  folglich  auch  in  Bezug 
auf  die  zugehörigen  beiden  Polyederzonen  gilt  also  die  Fomel  1) 
und  da  ein  Gleiches  hinsichtlich  aller  übrigen  Paare  von  Schnitt- 
polygonen der  Parallelebenen  mit  den  Polyedern,  sowie  hinsichtlich 
deren  zugehörigen  Zonen  der  Fall  ist,  so  trifft  es  auch  für  die 
Summen  der  letzteren,  d.  h aber  für  die  beiden  Polycderoberflächeu 
£fa  und  Sfi  selbst  zu  und  es  ist  somit  die  Formel 
3)  Zfe  > 

bewiesen.  Zieht  man  noch  den  Sonderfall  in  Betracht,  dass  eine  der 
Begrcuznngsflächen  des  einen  Vielflächners  mit  einer  solchen  des 
andern  znsammcufällt  und  geht  mau  weiterhin  auch  zu  dem  Grenz- 
fall  unendlich  vieler  unendlich  kleiner  Begrenzungsfiächen  der  Poly- 
eder über,  so  kann  man  die  folgenden  Sätze  ausspreeben: 

Satz  7:  „Von  zwei  convexen,  einander  völlig  nmschlies- 
senden  polyedrischen  oder  auch  stetig  gekrümmten  geschlosse- 
nen Flächen  ist  die  nmscbli essende  oder  äussere  die 
grössere“. 

Satz  8:  „Von  irgend  zwei  convexen  gebrochenen  (poly- 
cdrischeu)  oder  auch  convex-  und  stetig  gekrümmten  Flächen, 
welche  dasselbe  ebene  (convexe)  Vieleck  überspannen,  ist 
die  umschliessen  de  oder  äussere  die  grössere“. 

Satz  9:  „Die  ebene  Fläche  eines  jeden  convexen  Viel, 
ccks  ist  die  kleinste  von  allen  zwischen  seiner  Umgren- 
zung möglichen  Flächen“. 

Die  Sätze  7,  8,  9 finden  sich,  jedoch  in  anderer  Ableitung,  hei 
Legendre  im  VIII.  Buch  a.  a.  0. 
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Ein  sehr  einfacher,  selbständiger,  auf  demselben  Priucip  be- 
rnbender  Beweis  der  Sätze  3,  G und  9 ergibt  sich,  wenn  man  die 
convcx-gcbrochcnc  bzhw.  stetig  gekrümmte  Linie  oder  Fläche,  welche 
eine  Strecke,  einen  ebenen  (concaven)  Winkel  oder  ein  ebenes  con- 
vexes Vieleck  überspannt,  mit  ihrer  orthogonalen  Projection  auf  die 
Gerade  jener  Strecke  bzhw,  die  Ebene  jenes  Winkels  oder  Vielecks 
vergleicht  und  noch  berücksichtigt,  dass  jeder  der  Bestandteile 
(Strecken,  obeueu  Winkel,  Viclecksflächen)  der  betreffenden  zu  pro- 
jicirendon  Kaumgrösse  im  allgemeinen  grösser  ist  als  seine  Pro- 
jection, mindestens  aber  gleich  derselben. 

Von  ganz  spocielleu,  aus  dem  Vorsteboudeu  sich  ergebenden 
Sätzen  sollen  noch  hervorgehoben  werden  der  bekannte 

Satz  (10):  ,,Dic  Summe  zweier  Seiten  einer  dreikautigeu 
convexen  Ecke  ist  stets  grösser  als  die  dritte  Seite“  sowie 
der 

Satz  11:  „Die  Suinnie  dreier  h l ächeii  eines  Tetra- 

eders ist  stets  grösser  als  seine  vierte  Begreuznngs - 
fläche“.  Der  letztere  Satz  enthält,  die  Bedingung  dafür, 
dass  ein  Punkt  (der  Gegeneckpunkt  der  vierten  TetraedertlUehe 
ausserhalb  der  Ebene  ein  es  gegebenen  D reiecks  (der  Ebene 
der  vierten  Tetracdcrtlächo)  sich  befindet,  ebenso  wie  ein  Punkt 
auserhalb  der  Geraden  einer  gegebenen  Strecke  gelegen  ist, 
weun  die  Summe  seiner  Entfernungen  von  den  Streck  en- 
endpuuktou  grösser  ist  als  die  Strecke  selbst  (Vgl.  Satz  I. 
im  § 9 der  Plauiinetrio  von  Baltzer  und  die  Zcichenrcgel  im  § 9, 
7 daselbst). 
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III. 

Geometrische  Oerter  bei  Curvensysteinen. 


Von 

H.  Ekama. 


Wenn  mau  in  der  GleicLung  einer  Curve  einen  der  Parameter 
ändert,  so  bckoimnt  man  ein  Curvensystem.  iJiescs  kann  mau  aii- 
denten  durch  die  Formel 

F’Cx,  y)  = a 

in  welcher  a der  Parameter  ist,  welcher  alle  Werte  haben  kann. 
Durch  Differentiation  finden  wir: 


8F 

dl/  ^ 

,lx  ~ 


(1) 


g - = 0 ist  der  geometrische  Ort  der  Gipfel  in  Bezug  auf  die  X 

Achse,  (d.  h.  der  Punkte,  in  welchen  y ein  Maximum  oder  ein 
Minimum  erreicht)  für  Curven,  welche  zum  System  gehören,  und 


j-  = 0 ist  der  geometrische 
Achse. 


Ort  der  Gipfel  in  Bezug  auf  die 


r- 


Nehmcn  wir  zum  Beispiel  ein  System  von  Leinuiskaten,  deren 
Brennpunkte  zusammcnfallen;  so  ist  dieses  angedeutet  durch  die 
Formel 

(x“  + y*)*  - 2a’“  (*““  - y*)  + n‘  = P* 
in  welcher  p sich  ändert. 
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Akamai  Geomelriiche  Oerltr  hti  Curvensyslemen. 


Für  die  Gipfel  in  Bezog  anf  die  X Achse  haben  wir  also : 

■=-  — 4a*i  =0 

folglich  * = 0 nnd  = a*;  die  geometrischen  Oerter  sind 

also  die  Y Achse  and  ein  Kreis  mit  dem  Radios  a. 

Für  die  Gipfel  in  Bezug  auf  die  Y Achse  ist: 

?F 

y = 0 ist  die  X Achse  nnd  die  Cnrvc  a*-|-y*  + o*  = 0 ist  imaginär. 
Ist  das  System  in  der  Form  f[x,  y,  a)  •=•  0 gegeben,  so  ist 


Sf 

fty  Bx 

lU  ■"  “ Bf 


(2) 


und  für  jeden  Gipfel  in  Bezog  auf  die  X Achse  muss  g~  = 0 und 

ß y 

für  jeden  in  Bezug  auf  die  Y Achse  ^ = 0 sein.  Fliminirt  man 
mittelst 

f(r,  y,  o)  “ 0 


den  Parameter  a aus  diesen  Formeln,  so  findet  man  die  gesuchten 
geometrischen  Oerter. 

Ein  System  von  Kreisen,  welche  einander  in  einem  Punkte  be- 
rühren, wird  gegeben  durch 

X*  — = 0 

9/* 

Also  ist  =■  2(x  — a)  nnd  = 0 

Die  letzte  Formel  giebt  sogleich  y = 0,  das  ist  die  A'  Achse 
und  die  erste  nach  Elimination 

X® — 2x*-|-y*  = 0 oder  x = +y 

folglich  die  geraden  Linien,  welche  die  Winkel  zwischen  den  Achsen 
in  zwei  Hälften  teilen. 

Ist  das  System  in  Polarcoordinaten 
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Ü5 


gOgObOD,  80  ist 


J^(r  . (p)  ==  a 

df 

dr 

d^  — ~ dF 
8r 


8F 

= 0 ist  der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  in  welchen  die  Tan- 

8f 

gente  senkrecht  zum  Radinsvcctor  steht,  nnd  — 0 ist  der  geome- 
trische Ort  der  Punkte,  hei  welchen  die  Taugonte  durch  den  Coor- 
dinatenanfangspnnkt  geht 


dy 

fix 


8<p 

8r 

8<p 


siu9>-|-»-cosip 


cosip  — fäinqp 


8F  . , 0/’ 

-0^  0r 


8F 


'8F  . 

S,.  Sin  ip 


Für  den  geometrischen  Ort  der  Gipfel  in  Bezug  auf  die  A’  Achse 
muss  der  Zähler  = 0 sein,  für  denjenigen  in  Bezug  auf  die  FAchse 
der  Nenner  -^0.  Uehereinstimmende  Formeln  bekommt  man,  wenn 
das  System  in  der  Form 


/<(’■,  9>,  «)  “ 0 


gegeben  ist  Man  findet  dann  für  die  Gipfel  in  Bezug  auf  die  A 
Aebso 

8/  . , 0/ 

— g^  sin  (p  + r cos  gp  — 0 

und  in  Bezug  auf  die  F Achse 

8f  „ 

cos»  + Sill»  0 
oif  'er 

ans  welchen  Formeln  der  Parameter  a mittels 

f(r,  9>,  a)  = 0 


climinirt  werden  muss,  um  die  geometrischen  Oerter  zu  finden. 

Mittels  (1)  haben  wir  nun  den  geometrischen  Ort  der  Wende- 
punkte zu  bestimmen: 

_ _ _ 1 I \ 0/’  / 8^  ^ dyX  0/’) 

elx*  /0i'’\*  i\0x*  ' 0*  0.y/ 0.y  \03T  0y  ' 0y*  fix)  03^) 

\h) 

folglich 


Digitized  by  Google 


26 


Ekamax  GeomttrUchc  Oerttr  bei  Cwvenst^stemcn» 


fpy  1_  \d^F/dF's^  d*F  dF  3F 

J**  \0*®  \0y  / 8x  dl/  8x  8y  8y*  \0x  / ) 

dF 

Wenn  nicht  «“  •"  0 >si>  so  ist 

dij 

0*F/0Fy  d^F  dFpF  d^FfdFy 
0x*  \0y  / ' 0x  0y  0 X 0 y ' 0 y*  \ 0x  / ^ 

der  geometrische  Ort  der  Wendepunkte  des  gegebenen  Systems. 

Ist  das  System  in  der  Form 


f'x,  y,  a)  — 0 


gegeben,  so  hat  man  in  gleicher  Weise  für  einen  Weiidopuiikt: 

0*/"/0/V_  ,,  d-f  d/  df  d^r/d/'\‘ 

dx-  \dx)  ' 0x  dy  dx  dy  ' cy‘  \Sx) 


(») 


und  findet  durch  Elimination  des  Parameters  a mittels 


i/i  “)  “ 0 


den  gesuchten  geometrischen  Ort. 

Für  beide  Fälle  werden  wir  ein  Beispiel  geben.  Für  ein  System 
von  Lemniskatcu  mit  denselben  Brennpunkten  ist: 

(x* — 2«®(x*  — y^)  = 

also 

f-  = ^ = 4,(.x»+ »*  + «*) 

durch  Substitution  dieser  Werte  in  die  Formel  (3): 

6 i y »jxä + + «»i  * IBx“' + y*  - »*1  - 256  x'-“  ~ «‘l 

+ 64x*(x»+y“-a*)»(x'‘  + 3r4-n*)  = 0 

2x« y*l(x»  + y*  + «"1“ - ‘2K**+S'*)*  - -‘*)  + - «“)*! 
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(x*  + + »=*}*+  i*)!  + 8 «'»■*#*  - - y') 

-2a*(x»+yiJ'‘  + a‘|(x>4-j,»)»  + «»(*«- j»)  - 0 

also 


K*’+2/*)*+'‘*(**  -y*)ll(**  + y*J^  — 2<i*(x‘  — y*)  + a<j  =0 
(x*  + y*)*  + «®(x*  ■ - iß)  ==  0 

giobt  für  deu  gcometrischea  Ort  die  Lemaiskatc  von  BoruouIIi. 

— 2«*(x“-äf*)  + a*  = 0 

könueu  wir  iu  der  Form  schreiben: 

(x*  — ir*)*  — 2a“(x-  — + «‘  -»  — Ix-^* 
und  folglich  ist  dieser  geometrische  Ort  imaginär. 

Als  zweites  Beispiel  suchen  wir  den  geometrischen  Ort  der 
Wendepunkte  eines  Systems  gleichförmiger  Lemniskateu;  hei  diesen 
ist  also  a'p  — 1/»  constant.  Die  Gleichung  ist: 

(**+  ’/f  - 2«’(r’  - v‘)  = — 1 )«* 

der  Formel  (4)  zufolge  tindcu  wir: 

8a*x*y^  + {;x»+y2)ä-«^!!(x»  + y»)»  - - ,»)1  ^ ü 

und  mittels  der  gegebcucu  Gleichung 

ö«<x*/+|(.r‘  — l)n<  + 2«2(x=*  — /)—  a‘j  . 

• i(»*  — !)«*+“*(“=*— = 0 

öx*j(‘*-f-(n^  — 2)(«*  — — 4)  (x* — y*)«*-j-2(x*  — jß)'^  — 0 

(»^  - 2)  (x»+y*F-  (»‘  - 2)  2«2(x*  -,ß)  + 2(x’‘  +ß)‘ 

-j-  (3m'*  — 4)  (x*  — ß)a^  ^ 0 

folglich 

(x*+y*)*  + a*(x“  — y*)  ■=  ü 

oder 

(**+y*)‘ 

also  nach  Substitution  in  die  gegebene  Gleichung 

(x*+yj*-2(x»+i,»)s  = 

oder 
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x*-f  y* 


nod  in  Polarcoordinatcn 


COS2qP  = 


Der  geometrische  Ort  sind  also  gerade  Linien,  welche  durch  den 
Coordinatenanfangspnnkt  gehen.  Er  wird  imaginär  fttr  n*  < 1 und 
»t*  > 4 und  also  reell  fttr  1 < n < y2,  wie  zn  erwarten  war.  In 

diesem  Falle  wäre  es  kürzer  gewesen  erstens  mittels  (2)  ^ zn  be- 


stimmen, darauf  mittels  f(x,  y,  a)  = 0 a zu  eliminiren  und  end- 
lieh  zn  suchen. 


Wir  wollen  das  Curvensystem  bestimmen,  welches  die  Curvcii 
eines  gegebenen  Systems*  immer  unter  einen  gegebenen  Winkel  a 
schneiden.  Nennen  wir  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  in  einem 
Punkte  der  Cnrve  des  einen  Systemes  mit  der  X Achse  macht,  t, 
und  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  in  diesem  Punkte  der  Curve 
des  anderen  Systemes  mit  jener  Achse  macht  t',  so  muss  immer 
t'  ■=  o+r  sein. 


tgi' 


tg«-f-tgT 
1— tgntgT 


oder 


rlyj 


•“+2: 


1 — tg  n 


tlx, 


(5) 


In  vielen  Fällen  ist  die  Form  in  Polarcoordinateu  einfacher  in 
der  Anwendung. 


COt(T  — (p,) 


und 


COt(T'—  9,)  = 1/rj 


drg 

d(p. 


Jetzt  muss  o = t'  — t sein  oder  o = (r'  — <p,)  — (t — denn 
im  Schnittpunkte  ist  r,  — r,  und  — <Pt,  folglich : 


tg«  : 


!/’■. 


dip, 


' dVi 


j , 11  *1 

r,  rj  dtpt  d<pt 


und 
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1 '^£2 


dr^ 

di'i 

tg« 


(0 


Ein  System  gerader  Linien,  welche  einander  in  einem  Punkte 
schneiden,  ist  gegeben  dnreh  <p,  — A,  also 


folglich : 


nach  Integration 


fi^i  = 0 


»•1  dT, 

Ar, 


0 


»■i 


,/jj 

•l<Ps 


= COtgR 


r„  — 


Für  ein  System  concentrischer  Kreise  ist  r,  — o,  also 


und  wir  finden 


tir,  = 0 


l/>-, 


A<p, 


tu« 


r,  — 


oder  wenn  wir  qp  in  entgegengesetzter  Bicbtnng  zählen. 


r,  — Ce»**»“ 


Für  beide  Fälle  finden  wir  übereinstimmende  Systeme,  welche 
ganz  znsammenfallen,  wenn  die  gegebenen  Winkel  o einander  Com- 
plemente  sind.  Dieses  muss  auch  so  sein,  weil  das  System  gerader 
Linien  durch  das  System  concentrischer  Kreise  senkrecht  geschnitten 
wird. 


Ist  « “ 90®,  so  werden  die  Formeln  (5)  und  (6) 


(7) 


(ix,  rfy,  ^ * dgPj  <ir. 

Nehmen  wir  ein  System  von  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  bei 
welchen  die  Proportion  zwischen  den  Achsen  gleich  tgi]  ist.  Oie 
Systeme  sind  gegeben  durch 


folglich 


«*  ^ n*tg*i; 


d,»i 

ilx, 


In  den  Sebneidepnnkten  ist  = 7,  und  y,  = yt  folglich 
für  die  Systeme,  welche  die  gegebenen  unter  rechten  Winkeln 
schneiden ; 
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dyj 

(iaCf 


, Vl  «,  , , dy,  , 

+ cotg-n  oder  — = 4 — ta-ii 

a-8  ' a-ä  2/8  “ ' 


durch  Integration  finden  wir  für  das  zn  den  KIlipscn  gciiörende 
System 

X “ Cy^9*'>i 

und  für  das  bei  den  Hyperbeln 

= C 


Ist  im  ersten  Systeme  tg‘r;  rational,  so  besteht  das  System  aus 
Parabeln  von  höherem  Grade. 


Sei  ein  System  von  Cissoiden,  welche  dieselben  Achsen  und  die- 
selbe Spitze  haben,  gegeben. 


d'i 

d<Pi 


- •2«sin  7>,  tg  ip, 


'.'o  sin  i)p, 


1 -j-  cos*<Pi 
C03*<jr, 


Durch  Elimination  von  a finden  wir: 


»1 


//r, 

d<P, 


— COtg<p, 


1 -|-C()S*ip| 

cos-ip, 


1 -f-  eo.s*(Tj 
sin  <p,  cos  9>| 


und  folglich  für  das  gewünschte  System: 


1 drg  sin  ipj  cos(jHj 

rj  löpj  l-|-cosVi 

also  nach  der  Integration: 

jjS  — c*(l  cosVä) 


oder  in  rccbtwinkelige  Coordinaten  übergebracht 

Diese  Cnrve  ist  vom  vierten  Grade  und  symmetrisch  in  Bezug  auf 
die  Achsen. 


Für  <p  ==>  0"  ist 


r ” c und  7)  90"  .'.  r ^ c 

<f  — ;!0"  . . r ~ ' <P  — ’■  " ““'1 

fp  — 00"  .'.  r ” 
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Die  Corvo  ist  also  leicht  zu  constrniren. 
nicht.  Die  Oberfläche  O ist  gleich  vier  mal 


Wendepunkte  hat  sie 
Vs« 

0 


Vs^  VaT  ^ Va™ 

y*  r'f/ip  — c*  y'  (I  -|-COS-g';.7(f  c*  j ' — Jirc’ 

o'  ‘ Ö 

und  also 

Im  allgemeinen  giebt  diese  Untersuchung  Curven,  welche  wenig  be- 
kannt sind,  z.  B.  zu 

3/,*  = 2j)a-,  — (1  — veränderlich) 

gehört  .Vä“^ä*  ” oxj’-)-7(*  ji  veränderlich) 

r,  — le  veränderlich) 

' 1 + tCOSlfl,  ' ’ 

rj/p 

gehört  he  raSin^jj  {*  veränderlich) 
r,  ^ n(T^  jrt  veränderlich! 

Vafs* 

gehört  r,«  = i {i  veränderlich) 

r,  gp,  = a |a  veränderlich) 

’/aVa* 

gehört  = he  |i  veränderlich) 

In  vielen  Fällen  ist  die  Integration  nicht  ausführbar. 

Das  Folgende  möge  etwas  ausführlicher  betrachtet  werden.  Das 
gegebene  System  besteht  aus  Kreisen  mit  demselben  Radius  p be- 
schrieben und  deren  Mittelpunkte  auf  einer  geraden  Linie  liegen; 


also 

folglich 

<h\ 

,1t. 

yt 

also 

.’/a 

Vp‘~yJ 

oder 
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5=» 

Sei  Vä  “ p sin  so  ist 

rfyj  — pcosf(I<i) 
die  Integration  giebt 


Vp*—yi' 


<‘x 


i 


mul  ilr^ 


cos  V 
sin 


tlil> 


logtg'/s»)'— C09  1() 

V 

Boi  der  Untersnchung  dieser  Cnrve  können  wir  das  Zeichen 
ändern  and  die  Censtante  wcgiassen,  denn  diese  giebt  nnr  eine  Ver- 
schiebang  in  der  Richtang  der  X Achse. 

y — 0 für  sin  v'  “ 0,  so  ist  a;  = cc 
y — p für  sin^  — 1,  so  ist  * = 0 

Die  Linie  der  Mittelpunkte  ist  eine  Asymptote  and  die  Carve 
hat  eine  Spitze  auf  der  gemeinsamen  Tangente  der  Kreise.  Die 
Oberfläche  zwischen  der  Cnrve  and  der  Asymptote  ist  gleich 


V»- 

2p*  j 

0 


folglich  der  halben  Oberfläche  eines  der  Kreise  gleich. 

Die  Form  der  Gleichangen  lässt  erwarten,  dass  die  Cnrve  eine 
cycloidische  Cnrve,  entstanden  bei  der  Wälznng  einer  Cnrve  die  Linie 
der  Mittelpnnkte  entlang,  sein  wird.  Der  Teil  der  Normale  zwischen 
der  Cnrve  und  der  Directrix  ist 


nnd 


folglich 


also 


>•  “»  p tg  1' 

(ly,  , , )tr 

- =_tgV,  = Vr,7^ 

— = ‘><P 


rtp 


Die  Cnrve,  welche  also  die  gerade  Linie  entlang  wälzen  mnss, 
ist  die  hyperbolische  Spirale,  nnd  der  Coordinatenanfangspunkt  ist 
der  beschreibende  Punkt.  Der  Punkt  auf  der  Tangente  wird  bei 
einer  endlichen  Geschwindigkeit  in  unendlich  grosser  Zeit  erreicht 
werden. 
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Sind  die  Gleichungen  von  zwei  Systemen,  welche  einander  senk- 
recht schneiden 

= « nml  =■  * 

so  ist 

_ 0^  3£  'Jlt  „ ^ 

cir,  0a-,  ' 8y,  *”*  rfa-,  0a-j  ' 0y, 


Nun  soll  (7)  zufolge 

<[oj 

dxj  dy  J 

ein,  also 

0/-'  0F  8F'  8F' 


Ist  jetzt 
und  für 


0a-,  ■ 0y,  0yj  ' 0ir, 

0/’  . , 0F 

5 — = 0,  SO  ist  auch  -rr- 

VXi 


cF 

0y, 


0 ist 


0i-~' 

0a-, 


0 


(8) 


was  uns  lehrt,  dass  der  geometrische  Ort  der  Gipfel  in  Bezug  auf 
die  X Achse  in  dem  einen  Systeme  bei  dom  anderen  der  geometrische 
Ort  fttr  die  Gipfel  in  Bezug  auf  die  Y Achse  ist 

Wenn  wir  (8)  nach  *i  differentiiren,  finden  wir 


/0JF  0F  _ 8*F  0r\  (^^'V 

\0*1*  0y,  01,  0y,  0ar,j  ' ^0y,j 

_ ^ /0»f‘  0^'  _ 0»F'  8^\  /0f'\il 

“ (Ix,  \0y,*  0a-,  0x,0y,  0y,  / ' \0X,/ 

und  nach  y, 

/ 0»i?'  0f  _ 0*F  0^\  /0F\a 

\0x,0y,  0y,  0y,*0x,/  ‘ V0y,j 

8^F'_  8F'  _ 8^F^  0/'\  _ (^‘Y 

ily,  \0x,  0y,  0x,  0x,*  0y,  ) ‘ \0x,  / 


8F 

Multipliciren  wir  die  obonstohende  Formel  mit  ^ und  die  unten- 
0F 


stehende  mit  ^ und  zählen  wir  sie  zusammen, 


(0»F  /0F\j  „ 0F  0F  ^ /0F\*1  <0F1» 

\0x,»  V0yj/  0x,0y,  B-'i  0y,'^  0y,*  \0a,j  ) ’ \0y,j  ” 

(0«F'  /3^\*  _ 0*F  0^  0*^  (^ILY\  T — V 

rfx,  ( 0x,*  \0y,  / 0x,0y,  01,  0y,  0y,*  \0x, //  ‘ \0x,/ 

Bei  dieser  Ableitung  ist  (8)  gebraucht  und  weiter  ist  doch 

Arch.  1.  Mitli.  n.  Phji.  2.  Baihe,  T.  XII.  3 
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Ans  dieser  Formel  ersieht  man,  dass  wenn  es  für  das  eine  System 
einen  geometrischen  Ort  für  die  Wendepunkte  gieht,  dieser  auch 
der  geometrische  Ort  für  die  Wendepunkte  dos  anderen  Systems  ist. 


Indem  wir  die  Formel  (7)  gebrauchen,  können  wir  auf  einfache 
Weise  beweisen,  dass  wenn  das  eine  System  die  Formel 

Tj"  = a"cosnqp, 

hat,  dieses  System  unter  einem  Winkel  « geschnitten  wird  durch  ein 
gleiches  System,  wenn  die  Achsen  beider  Systeme  einen  Winkel  1/na 
mit  einander  machen 


und  weil  in  den  Schneidepunkton  Tj  = und  ==  <p^  ist; 


llr  ^ ~ — tg"‘Pä+tg« 
*d<fi  1— tgn(pätg«  ' 


also 


«•  ** 

n kann  alle  Werte  haben. 


(In  <Pj 

C0tg(n9>s  + a) 

- c” cos (nipj a) 

Die  meist  bekannten  Curven  sind: 


« — 1 Kreise,  welche  einander  in  einem  Punkte  berühren; 
n “ — 1 parallele  gerade  Linien; 

n — 2 Lemniskaten  von  Bernonlli  mit  demselben  Coordinaten- 
anfangspnnkt; 

n — 2 gleichseitige  Hyperbeln  mit  denselben  Asymptoten; 
n = */a  Kardioiden  und 

n “ — »/,  Parabeln  mit  demselben  Brennpunkte. 


Die  Formeln  (5)  und  (6)  helfen  uns,  wenn  zwei  Curvensysteme 
gegeben  sind,  den  geometrischen  Ort  der  Punkte,  in  welchen  das 
Schneiden  unter  einem  bestimmten  Winkel  stattfindet,  zu  bestimmen. 
Zn  diesem  Zwecke  schreiben  wir  die  Formeln  in  die  Form 


I)  Maarling.  Disaertatie.  Groningen  1870.  p.  81. 
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tgn  = 


f/jr,  _ 

<lxg  dx^ 

(b-j  rfrj 


dr. 


1 + -- 
' i >•» 


1 »irj 
r»  diPj 
dt\  r/rj 

<l<Pt 


Wir  nehmen  z.  B.  zwei  Systeme  gerader  Linien,  welche  einander 
in  einem  Punkto  schneiden.  Die  Entfernung  der  beiden  Schneidc- 
punkte  sei  2i;  so  ist  das  eine  System 


yi  “ -d  (a-j+i) 

und  das  andere 

y%  *) 


ly«  — A ^ yi 

(iii  “ a-,  + i 


und . 


dXj  Tg  — 


Im  geometrischen  Orte  ist 

X,  = xj  und  jj  = yj 


oder 


_ 2iy 

‘8“  — X»_  JZ+  y» 

x*-j-y*  — 4*  — 24yCOtga 


Diese  geometrischen  Oerter  sind,  wie  zu  erwarten  war,  Kreise,  welche 
durch  die  Schneidepnnkte  gehen. 


Als  zweites  Beispiel  dienen  zwei  Systeme  confocaler  Lemnis- 
katon,  welche  denselben  Coordinatenanfangspnnkt  haben,  doch  bei 
denen  die  Linien,  welche  durch  die  Brennpunkte  gehen,  senkrecht 
zu  einander  stehen. 


Ffir  das  eine  ist 

rj*  — 2ö’r,*COs24f j “Pi*  — o‘ 


für  das  andere  ist 


also 


•j*  -j-  2 a*  r j*  cos  2 ijpj  =■  — a* 


also 

oder 


1 rfr,  o*siu  2ip,  _ L _ a*siu2ya 

Tj  <iip,  >',*  — a*cos2<Pi  r^dip^  r,“ 

Im  Sebueidepunkte  ist  wieder 

T]  ” rj  und  cpi  — qPa 

2a*r'*  sin  2® 


‘8«- 

r*  — 2rt*r*cotgosiii2,/,  = a* 


a* 
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Diese  geometrischen  Oerter  sind  Lemniskaton,  doch  die  Achsen 
machen  mit  den  ursprünglichen  Winkel  von  45“. 


FUr  das  eine  System  können  wir  ein  System  gerader  Linien, 
welche  dnrch  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  a,  h gehen,  nehmen, 
und  den  geometrischen  Ort  der  Punkte,  in  welchen  die  Curven  eines 
anderen  Systems  unter  dem  Winkel  a geschnitten  werden,  suchen 
Das  System  gerader  Linien  ist  gegeben  durch  die  Gleichung 


also 

und  wir  finden  also 


;or,  — a)tgA  = y,— i 

^ Vi  — b 
rfxj  aTj  — a 


Ist  a — 90“:  d.  h.  die  geraden  Linien  sind  Normalen  der  Curven,  so  muss 


sein.  Für  a — 0“  berühren  die  Geraden  die  Curven  des  Systems . 
und  ist 

(y-i)-(x-a)g  = 0 

Aus  beiden  Formeln  sieht  man,  dass  ihnen  genügt  wird  durch 
X — a und  y = i,  folglich  geht  der  geometrische  Ort  immer  durch 
den  gegebenen  Punkt.  Von  Scblömilch  •)  sind  diese  geometrischen 
Oerter  für  die  Kegelschnitte  untersucht. 

Hat  man  zwei  Systeme,  welche  einander  senkrecht  schneiden, 
und  einen  Pnnkt,  dnrch  welchen  die  geraden  Linien  gehen,  so  ist 
naturgemüss  der  geometrische  Ort  für  die  Normalpunkte  des  einen 
Systems  auch  der  geometrische  Ort  für  die  Berührungspunkte  des 
anderen  Systems. 


1)  SchlOmilcb  Zeitschrift.  Bd.  XXIIl.  S.  337—339. 
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IV. 

Ableitungen  arithmetischer  Reihen. 

Von 

Franz  Roget. 


Vom  Verfasser  wurden  in  seinem  Aufsatze  „Uober  eine  besondere 
Art  von  Reihen“  (Archiv  2.  Reihe,  Tom.  VII.,  1889.  p.  372)  aus 
Potenzreihen  neue  gebildet,  deren  Coefficienten  Functionen  der  Teller 
der  Stellenvariabelon  sind. 

Cas  hiebei  eingeschlageno  Verfahren  ist  einer  Verallgemeinerung 
fähig  und  insbesonders  anf  trigonometrische  Reihen  anwendbar. 

Sei 

2 a„Q«f(ntp)  =■  F(e,  (p),  #*  < 1 (1) 

n=l 

eine  nneudliche  Reihe,  welche  gleichzeitig  nach  anfsteigenden  Po- 

icosl 

> ,(hierahkttrznngsweise  mit 

„f“  bezeichnet),  der  Vielfachen  der  Amplitude  tp  fortsehreitet,  die 
entweder  für  jeden  Wert,  oder  wenigstens  für  nicht  negative  Werte 
von  cp  convergirt,  so  lässt  sich  ans  derselben  eine  neue  Reihe  der- 
selben Art  ableitcn,  wenn  in  die  Stammreiho  (1)  rep,  p’’  für  qo,  g 
gesetzt  und  das  Resultat  mit  einer  noch  unbestimmten  Function  g(r), 
über  welche  später  verfügt  werden  wird,  raultiplicirt  wird.  Setzt  man 
nun  der  Reihe  nach  r = 1,  2,  3,  . . . ,addirt  und  ordnet  die  Glieder 
wieder  nach  anfsteigenden  Potenzen  von  g und  Vielfachen  von  g>, 
so  ergiebt  sich 
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2 2 a>ir ff(r)  t)  “ 

Mt=l  r— 1 

«I  !7(l)p/(v)  + («i!/(2)  + <»sff(l))  eV(2<p)  + {ai?(3)-fo,yi))?V(3(p) 
+(a)!7C'l)  + ««'7(2)  + «4i7(  1 ))pV(4ip)  + (o,!7(5)  + a^{  1 ))  p*  (5<p) 
+(«iff(6)  + a«ff(3)  + «3(ff(2)  + «ü!7(l))pV(6ip) 

+(«.?(7)  + «,'7(l))eM7y)+-  ■ • (2) 

oder 

^ -^  «<  i7  ( 7 ) q>)  — g(r)  r<p)  (3)  • 

WO  sich  die  zweite  Snmmo  rechter  Hand  auf  alle  Teiler  t des  Stelleu- 
zeigers  n bezieht. 

Bezeichne  Sl{g,  <p,  g)  die  hier  mit  der  Stammreiho  (1)  vorge- 
Dommene  Operation,  so  kann  fttr  den  linksseitigen  Ausdruck  in  (3) 
symbolisch  auch 

geschrieben  werden. 

Wenn  nur  solche  arithmetische  Reihen  entwickelt  werden 
sollen,  welche  eine  angobbaro  Snmmo  besitzen,  d.  h.  wo 

2g(r)F(^”,  rip) 

summirbar  ist,  so  dürfen  nur  derartige  Reihen  als  Stammreihen 
verwendet  werden,  bei  welchen  der  Ausdruck  F für  ihre  Snmmo  dio 
hiezu  geeignete  Form  bat.  Dies  ist  zwar  bei  keiner  der  bekannten 
summirbaren  trigonometrischen  Reiben  (in  ihrer  gewöhnlichen  Form) 
der  Fall,  kann  aber  durch  Mnltiplication  derselben  mit  einer  schick- 
lich gewälten  Function  erzielt  werden. 

In  besonders  einfacher  Weise  lassen  sich  dio  folgenden,  ans 
der  geometrischen  Reibe  entstandenen  trigonometrischen  Reiben 
zu  Stammreiben  umgestaltcn. 


2 p"  cos  n <)i> 

cos<p— p , , 

“ = 1— 2pcos(p  + p* 

(4) 

£p’*sin  « g ■ 

siu(p 

(5) 

(1  + cos  (p  - '2q 

(6) 

A'np»eos«i;, 

2ng"  siniiqp 

(7) 
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S p„  cos  » tp 

1.3.5  ... 


1 — e® 


J'(qo)  = 1 — 2p*COS2(p  + p*  (8) 


S 

1.3.5 


1 4-  P®  . 

p”  Sin  n (p  = p -r.7-4-  sin  <jo 

^ W 


/ P*  < 1 \ 

\<p  beliebig/ 


(9) 


Wird  in  diesen  Ausdrücken  der  die  Sumrairnng  bindernde  Nenner 
d(if),  . . . auf  die  linke  Seite  geschafft,  indem  man  Glied  für 
Glied  mit  demselben  multiplicirt,  so  können,  sofort  aus  den  so  ror- 
beroiteten  Reiben  snmmirbare  Reiben  der  angegebenen  Art  abgeleitet 
worden. 


Selbstverständlich  wird  bei  den  Reiben  in  (4)  und  (6),  deren  Summen 

{cos) 

sin  I Glied  enthalten  dio  specielle  Operation  ü 

(<p,  g)  nicht  angewendet  werden  dürfen.  Ferner  sind  bei  den  Reihen 
in  (8)  und  (9)  nur  ungerade  Vielfache  von  g>  zu  substituiren. 

Je  nach  der  Art  der,  an  den  auf  dio  nahe  liegendste  Weise  zu 
Iransformirenden  Reihen  (4)  . . . (9)  vorzunehmenden  Operationen 
SI(q,  <p,  g),  welche,  wenn  kein  Zweifel  obwaltet,  abkürzungsweise 
mit  Sl  bezeichnet  werden  mögen,  werden  die  nachstehenden  ein- 
fachsten Fälle  zu  verzeichnen  sein. 


1.  Sl(g,  q>,  1).  Es  entsteht  aus 

(4)  . . . 42.Jp“COSnqp  . ^(<f)  ' Alp>‘C0Sni//  — .J'p®’* 

mit  Benutzung  derselben  Formel  (4)  dio  neue  Reibe 

oc  t=«  , . cos  cp  — Q p® 

f“,  ,f,  = 9 "^(V) i — pi 

Kür  g>  = 0 ist 

z#(p‘,  0)  = (l-e')® 

daher 

a:  2 (l_p<)3pn  = -^^  (11) 

n=l  t=l  1 — ß 

(5)  . . . Sl^Q^'s\an(p  . /!{(})  = J’y"sinn(jp 

. V . psinqp 

SSJ(et,tq>)g«s.\aH<p=.-^^  (12) 

Für  V = ^ ist  bei  ungeradem  t 
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somit 

11 — 1 

^ + (13) 

(6)  . . . ß2’np»coSnip  . <d\<f)  :=  2'p«  COS  » y + 2:p3"cosn9  -22p2" 


^n^"cosn9P  • t<p)  = Q 


_ cos  p — g , COSCp—g> 
- «•  ~J{,pT  + 


«'  i-t>  i-e^+Iirra  (15) 


£ (-1)"».P«2  i Fl +(-l)<-ip< _ 2^ 

I J 1+  Q 1 — S 


^ngOtinntpzl  ^/V,  tg)  = p ®*"-?  _ „3 

t P d{,p)  g ^(p3, 


^ (18) 
(8).  . • ß .2  Q«  cos  ntp  J\<f,)  = £ p-cosn,,-.  Z Q^“cosn<p 

tj...  ^"'^OSntpZ^'igt,  ttp)  = PC0S.P  p3j  (19) 


,f  p'‘-"a-p“)“= 

3.0 
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n 

^“2 


S (-1)  = 0 

2.4.6  ... 


(9)  . . . Ä S g**iinn<p  , p**8inng)+  £ g^”i\nng> 

1.3.5...  U.6...  1.3.6  ... 

^ t^)  = P8ia.p  (22) 


^—1 

.s  (-1)  ^ P”.^(i  + e2')*  = e (23) 

1.3.5  ...  * T"  e 


2.  Allgcmoiucro  Ergebnisse  werden  durch  die  Operation 
■ß(tf)  <Pi  »0, 

wo  r eine  positive  ganze  Zal  bedeutet,  hervorgebracht. 


Es  entstehen  Reihen,  welche  sich  durch  r malige  Differentiation 


naeh  9)  ergeben. 


1 — fx' 


Nach  Iloppe’s  Theorie  ist 


Df’'z  = i'Dt^z  = *■''  i/^'(3-)  + y ja*F"(x)  . . . + *'/’<')  (x)j 


F(x)  = , und  pm 

' 1 — px 


tl  p* 

(l  — px)*  + ' 


Kf  = !/>,■•  (tv  - Drlo  = (f,)  p-  - ('')  (P  - 1)’  + (2)  ( 1»  - -)'■  • • 
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-=  . . .] 
somit,  nach  Trennung  des  Imaginären  vom  Reellen 
S (eosl  *='■  n* 

i“  ( . ] 7iff‘  ^ £ y 

.1=1  (sm  I »=i  /t+l 
Mt']  ^ 

S 1“  fc^.)  (->'1) 

Auf  die  Roiho  (5)  angewandt  findet  sich 
52A’^”sinu(p  ^((p)  — 

daher 

A’^''sin H 9; iqfi)  = 


*=r 

2: 

k^l 


7 37  ‘arc  tg  (25) 


Mt)] 

_ n 

Für  <P  = 2 

7t  — l 

£ (-1)  p«2’f»(l+p2(^  = 


^ *f . 7]+!  (*-|  + ^ + '8  p) 


ü+(>7 


(26) 


3.  Durch  die  Operation  Sl  ^<p,  wobei  p ungeändert  bleibt, 
entstehen  Reiben,  'welche  mit  Hilfe  der  B e rn  o ul  li 'sehen  Function 

ßU,  tn)  =.  — I Bt  z’«- 2 - 1 . . . 

im 

(-  1)  ^ gerade 


Digilized  by  Google 


Rogth  Ahleitungtn  arithmetitchtr  Rtihtn. 


. . .+ 


ß 


m — 1 
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m ungerade 
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summirt  werden  können;  es  ist 


„f,„-^siua,P  = (-l)r+l  ß (£,  2v+l) 


V > 0 


0 = f = 2>i 


(27) 

(28) 


Die  aus  den  Reihen  (4)  bis  (9)  durch  ß entstehenden  Beziehungen^ 
welche  die  in  der  Gleichung  (3)  ausgesprochene  Form  besitzen, 
werden  für  jeden  Wort  von  ip  Giltigkeit  haben;  cs  steht  daher 
frei,  dieselbe  nur  für  jenen  Wertbereicb  von  90  in  Anspruch  zu 

nehmen,  für  welchen  ^ -Ffe",  mp)  snmmirbar  wird,  nämlich  für 
a ^ 

U „ 9>  2 a 


(5)  . . . ß ^<p,  2;e"siu»9)  . ß(g>)  = e-S-2ij.,sin« ip 


£sin»<p£  + ‘*'+') 


(29) 


Für  g>  = ^ ist 


Ol) = 


diesen  gemeinsamen  Factor  auf  die  rechte  Seite  gebracht,  ist  dann 


«— 1 


i.sf...  ” f:j-V  ^2..+i 


(30) 


Uip\  1 = X 


(-1) 


n— 1 

' 2" 


l2,„2r|l 


1.3.5...  2<>'+S(2e)l 

WO  T2»  der  vte  Secanten-Coefficient  ist, 
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(7).  . . ii-£np"sinng)  . ^»(9)  — e(l— 6ian<p 


f " ’•  <P  ^ V)  = ( - 1)>4 1 


2(2v+l)! 


e(i-e*)  X 


ß {h  2’’+i) 


(31) 


71 1 

^2^ 


1 - e» 


£ (-1)  nS  ^ - g (jqr f/27+i 


(32) 


(8)  . . . Sl  ^ 2 e"C087„f  . J'(y)  - 

e(l'e*)  icOSMV 

1.3.5... 

7t 

? 

la/  «osnqt.^  ?.  ^'(«.p)  „ 

9>  = o,  ^'((,.)  = (i-eV 


£ 2 ?r  

»=L3.5...  Ir"  i--f 


Q__ 

i ..8  -*21* 


(34, 


1.3.5...  K^"  2(2i7)! 

Sämtliche  Reiben  von  (29)  bis  (34)  sind  gütig  für  e*  < 1 und 

0 = ip  = 2t. 


4.  Die  durch  Sl  ^p,  y,  erzeugten  Reihen  werden  summirt 
mittels  der  Formeln 
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^ - p”cosn(T  *=» 

1.2.3 ...  « 


£ 

1.2.3 


1 

n 


— |log(l  — 2pcoBip+p*)  =“  — ilog'^(ip) 

• / P sin  ()p  ^ 
o"sinno)  -=  arctg  I - — l 

\1— pi'osg)/ 


(35) 

(36) 


p*  < 1,  9 beliebig 

(4)  . . . ß 2p"  cosn  tp  . ^(ip)  = n n 

£e»cosnq>2j  p')  “■  4 (37) 

,,=.0,  ^(0,  p')  “ d-p')*,  ^(0)  = (l  -p)* 

£p«2:i(l-p<)»  = log(l  + e)  (38) 

9 = n,  ^((ir,  e'j  — (1  — (— l)‘p')*,  ■^(’t)  “ (1 +P)* 

2:  p"£l  (l-(-l)‘p<)*-  -S  =lüg(l-p)  (39) 

t 

9>  “ ^ p‘)  = - (-  1)^  p‘ ) (<  gerade), 


(-l)^  P"£j(l -(-!)%')*=  (40) 


(5).  . . fl  Zp”sinn<p  . ^(p)  =21-p"sinn(p 

21  p»  sin  n go  21  i ^(p< , « <p)  = arc  tg  ( (44) 
qn  = f , .^^p.,  <|)  = l + p’“',  < ungerade 
n — 1 

Z (-1)  ^ p«  2lÜ-^—  = arctg P (42) 

1.1.5...  * 
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(6)  . , . •^^n^"C0Bn9>  . = 

S - p»  cos  n m + Z - o3*'  cos  n <p  — 2^  - p^“ 
n *n  ^ »j 

<y)  = jlog— (43) 

V = 0,  (g‘,  0)  = (1  - e')S  ^ (0)  = (1  - 9)» 


9> ^ i)%<y 


(44) 


i+p* 


.1 ■"'  ^ .i  (>  - '-■>' 

<p-n,  ^*(e',  /n)  =(l-(-l<e()4,  ^(n)  = (l  + 9)» 

,f  (-i)“"e"^^^(i-(-i)'e')*  = iogj^^=^,  (44') 

Diese  Formel  geht  abrigens  auch  aas  (44)  durch  Vertauschung  von 
0 mit  — p hervor. 

_ O**  fl  3ii 

(7).  . . 31  2ne’‘sin  n?)  . .^l*(<p)  = 2;  — sin  nijp  — 21 -- siniMp 


2n  P"sinn  qp2  g<)  = 

/ psinqp  \ / p^sinoD  \ 

arctg  (r-geö-sj  - “'•‘=  'g  ( (««) 

9>  =■  jj-)  2 ) “ ungerade) 

(1  J_p2i)l 

(-1)  "P"-y  —^r — = arctgp  — arctg pä  (47) 

(8)  . . , Ü 2^  f*‘coB7np  . J'(tp)  = 

1.3^... 


«1  P**  fl3« 

^-COSn?>-  21  ^-cosnm 

S « 14.3,..  W ^ 
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S p"co8nipi:|  e')  = l\og 

1.3  5...  t jHcp,  e)  d {cp,  p») 

V = 0,  J'(l'i)  = (1  — p‘)‘ 

1.3.4...^  t i + p'+e" 

03)  ...  Sl  2 p”sinng>  . J'(<p)  ■=■ 

1.3.5.., 

2 - p”siiin  ly -|-  2 -päisininp 
1.3.5...  n 1.3.5,..  n 

2 q"  siavcfi  JT- ^'{tcp,  e')  “ 

1.3.5..  . I 

— pcoBgp/  * ® \1 — e“  cos  29p/ 

g>  = .p/’ p‘^*=  (1  — (-l)'i>2')* 

71  — 1 

.2  (—1)  ^ p”  2? -(1 —(—!)' p3<)®  — arctge  + urctgl'^  (^1) 

1.3  5...  < 

Die  Formeln  von  (37)  bis  (51)  gelten  bei  beliebigem  <p  für  p*  < 1. 


Mit  Beachtung  des  Umstandes,  dass  die  Reihe  für 

< p^” 

0 <p  < fr  noch  für  p — ±1  convergent  ist,  während  2^  für 

diese  Werte  divergirt , kann  man  in  der  Formel  (48) , in  welcher 
letztere  Reihe  nicht  erscheint. 


setzen  nnd  erhält 


p = -|-1 


,1 .... 


2 cosnijpZ- sin*/<p  = 0 
1.3.5...  ‘ 


(52) 


A < < 

0 IP  =a 


hieraus  folgt  für 


n 

V “ r 
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2 


oder 


-S  (-1) 

I.S5.... 


4 


Z-  = ü 


(53) 


« — 1 


n — 3 


2 (—1)  ^2;--  Z (-1)  ^ 2 i (53') 

1:5.9...  t (1=3.7.11  ...  t 


5.  Nimmt  man  die  Operation  Sl  so  vor,  dass  man  die  ans  den 
Stammreihen  durch  die  Einsetzungen  g',  rq>  erhaltenen  Reihen  vor- 
erst mit  dem  Vorzeichen  (—1)’'  versieht  und  dann  so  verfährt  wie 
früher,  so  entstehen  aus  den  Reihen  (4)  und  (6)  Resultate,  welche 
für  p = +1  noch  richtig  bleiben,  wenn  die  Amplitnde  <r  der  Be- 
dingung 

0 ^ y ^ >r 

genügt. 

0’’  0^' 

(4)  . . . Sl'Js’<cosnip  . J(ip)  = 2(— 2)’-~C0S)ip  - .?(— 

1 ^ («r) 

^p’-cos  719  A:(— 1)'  - d(t(p,  9<)  =— ilog  -1-  log(l-|-p*)  (54) 

P = -1-  1,  d{t<p)  = 4 sin*  ^ 

Z cos«()p  .£(-!)' lsin*v  =ilog4 cos  (55) 

1.2.3...  12  2 ' 


9 = 


^Z  (—1)^  8in*(|  = |iog2  (56) 

p = — 1,  = 4 cos* 

2(— l)*‘C0STi(p  v(— 1)‘  cos*  =ilog^4sin|^  (57) 
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£ (-1)^  C08*  Y - f lg2 

2.4-,  \ f 4 


(6)  . . . Ä'Xnp"C0Sft9  . — l)*"  ^COSrqp 


+ 2:(-l)^^C08r9.  - 2-y(-l)" 


^np"COSn(p  S{ — 1)*  y 


* '8  /(l>l  tv)  ^ ^8  (59) 


# = + 1,  J(lq>) 


Ia  ■ 2<9> 

U 8ID 


1 ^ fnp  m 

£nC0B7itf>  £( — 1)*^  ßin*  =^lg4co82 


^(— l)"ncosn?>X(-l)'  C08‘  ^ — i lg  4 Bin  | (61) 


2.4.6...  ' t*  (cos)  4 16  ® 


£ (-i)^„[  ^ £ y i 

2.4.6.«  L 2-ß  1-3.Ö...  <*J  f 

n 1 

£ (-if » r ^ j £ y 1 

2.4.6  ..  L <-8  . 1.8.5...  t J ! 


Je  lg  2 (62') 


bieraas  folgt  noch 


£ (-1)2»  £ £ -1)2»  £ i (62") 

,4.6...  2.6'..  <•  214.8..  4.8...  * 


arch.  d.  H.th.  n.  Pk^a.  2.  Baike,  TI.  XII. 
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G.  Aus  Sl 


(«•’ 


gehen  iinehstehende  Reihen  hervor  : 


W A» 

^ —.coawf  — e(''““'fcos(gsin^') 

i*=0  Ji ! 

00  j 

S — p"sinn(p  — «^“"»sinCpsiui):) 
11=1  n I 

die  gelten  für  jedes  p und  <p. 


(4)  . . . Sl£f.<‘ cos  iiip  . J{if)  =21^1  eosrip — Z 


Jfp"coB»t  r j I (<<Pi  eO  = cosfpsingp)  — ei’’ 


»--0;  p-2:  i(l -e<)*  = eP-ef* 


( 1)^  p"  2'  i —2p'  cos  + p2<^  « cos  p - «e’ 


£ (— l)"p*‘J' -(-!)' p')  ~ e-C  — cC* 
1.3  ,ö«..  1 1 


(5)  . . . sili  n<p  . ^{(p)  -=  2^  ^ I siury 

£p"8innipZ“  .y(p',  «)(')  =■  «(““•»  sin  (p  sin  1^) 


Ji  — 1 

^ e"2’^j  {l  + p«)  sinp 


(C)  . . . .ß2^n^**C0Sn9>  . = 


P'"  p*»”  p2r 

21  — jC0Sr9P  + 2 ^cosr,.-  22 -p 
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£ni>’‘<\osn<r  . 2 tq.)  = cosCesinv) 

+ et*'*’?  cos  (p’ sin  <p)  — 2eP* 

<p  = 0;  2nf«  2 = ef  -2et'+e<>' 

n 

OP  - 2i 

«-1 

2 ( — 1)  ”e"  (1  + ^ gOSp-|_euS(>P — Pe(* 

OP  = «; 

2(— l)'*ns“^^Y^  a-(— 1)'  e')*  - e-f  — 2e;'*  + e-t* 
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(71) 

(72) 


(73) 


(74) 


(7)  . . . ß^ne’‘sinji^  . ^ “ sinrip  — Z ^ sin  r® 

r I t\ 

2^»ip"siu J19P  tq>)  = et'“*»  sin  (psin  <p)  — e<'‘*‘'*?sin  (p’8in<)p) 

(75) 

71 

0>  - 2’ 

n — 1 

'21 

^ ( — 1)  tip"  ^(1 -|- p^')‘ = Bin  p — sin  pp  (76) 

Sämtliclie  Reilien  gelten  bei  beliebigem  tp  für  p-  1. 


7.  Mittelst  Sl  ^p,  <p,  wo  ”■  ein  Bruch  oder  eine  negative 

ganze  ZaI  ist,  gelangt  man  zn 

m 

(m\  2 ( psin®  \ 

^ J P»  cos  «9.  = (?)  cos  arc  tg  ) 

m 

(m\  2 / üsiDo)  \ 

^jp”sinn9.=  (9.)sin^^marctg--;p^)^j 

=-  1 -|-  2pcosip  p* 

4» 
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(4)  . . . AX(**C08n9>  . d^{<p)  — p**COS«f  — 

COS nqp ^ ^ p*)  ■“  — (1  4“  P*)"* 

m 

+ V (y)cos 

^-0;  «"■£(“)(l-<>‘)’=U  + p)"-a  + P*r  (77) 

n 

m 

= — (1  + p*)  + (1  + P*)^  «OS  (”*  srctg  p)  (78) 

<p  - £(  - l)»p»^  [1  -(-1)'  p']*  - (1  - p)’“  - (1  + P*)"*  (79) 


(5)  . . . A^p'ginnq?  . /t{(p)  — p"Bin«g[> 

2 !/"  bId  n<p  2 ^(v‘,  V‘)  “ 

m 

1 I >4  2 , . . / , psincp  \ 

= - 1 + ^.  (V)  sm  1^«.  arctg 


(80) 


n — 1 


» - ?>  jj-‘> ' .-'S {:)(■+*“)- 


— l + (l  + P*)  sin  (m  arctg  p) 


(81) 
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(6)  . . . Sl£ne«  cos  7up  . J*{q>)  — 

+ ^ CrD  **"  n?»  — 2^ 

£ «g"  COS  nif  S j CD  (qp)  = 


m 


^ 2 

f psin? 

(qp,  p)  cos  ( 

1 n»  arc  tg  , 1 _ I 

1 +P  C08<f>,-' 

m 

2 

r p>  sin  (p  ^ 

+ ^. 

(p*,ip)  cos  1 

arctg  i^p,oo5^J 

qp  — 0 ; 


” - ^ s.4^.  ( -1)^  "f"  j crX’  - ? + ^’O  ’ 

m ™ 

_ (1  -j.  p*j  2 ,,05  (,„arctg  (.)+(!+  p‘;^  cos(m  arctg  p»)  — (l+p’r 

(84) 

£(-!)“ np«2: i (^''*)  (l-(-l)'  P‘)‘  “ (1  - f)”  - (1  + «’)" 

+ (1  - p’)r  (86) 


(7)  . . . Ä2'iip"8in  «9  . A*(rf)  •=  £ CD  p"  sio  n(f 

I 

— £ (^^3  P**" 

^n(**  SlD  11^2?  ^ CD  ( p',  t<p)  = 

m 

2 p Bin  q? 

(<P,  p) sin  arc  tg  i^^cosvJ 
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m 

> 2 , , V . /^  p^sin  ® 'x 

(e*,  (86) 

n — 1 

’^  = r'  i-sf ...  r CD  “ 

m m 

~2  2 

(1  + e*J  sin  (»fr  arc  tg  p)  — (1  + p®)  sin  (»»  arc  tg  p“)  (87) 


8.  Die  Operation  Ä (^p,  <p,  führ!  zu 

^ cos  tuf  n coi  ii(n  — <p)  1 

N-i  — p*  2 ■ sin  ftn  ”^2(i 

wo  n keine  ganze  Zal  ist,  und  q>  der  Bedingung 


unterworfen  ist. 


< 


2ir 


(88) 


Da  dieselbe  p ungeäudert  lässt,  so  kann  sie  auch  nur  auf  die 
Reihe  (8),  welche  kein  von  cos«?  freies  Glied  im  Zäler  enthält,  aii- 
gcwcndet  werden;  man  erhält,  wenn  nur  ungerade  Vielfache  von  <p 
genommen  werden, 


(8)  . . . SIS  p“  cos  ngj  ^'{<p) 


< 

n 


eU  - e*)  2 

>k=1.3. 


cos  »9> 


n 

» 

2 cos  tly  2 (tf)  — 

1.3.5...  «>— (i* 


4fi 


p(l  — p*) 


cos  s-  (»t — 2y) 


. ßn 

®‘“T 


2 


cospfg  — <f) 
sin  ßn 


(89) 
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, =0 ; 2 2 --  f-  e I -r“!  - 2 cot  ^:r') 

h=1.3.5...  t*  — u*  4ii  1 + u*  V ii  V 


f*  ■=  i 


(OO) 


«=I.2.5...  4<»  - 1 8 1 - p* 


(9J') 


P>  < 1 


9 Dio  Operatiou  Sl  C n»  — u»  ) , wo  ji  koiue  gaiizu  ZaI 
ist,  iTzcngt  mit  ßciiutzung  von 


n SlU  U(p 


0 ^ qp  2»l 


Jt  sin  fi(n  — <p) 
2 sill.u» 


. n sm  ng> 

aus  (5)  . . . W2p"  sin  nif  ■ ^(p)  = p 2 

die  Identität 


n 

. „I  « ^(><P) 

2«siiiri7)2^-p 


)t  sin  n(iT  — y) 
2 ^ sin  HT 


<P 


n 

2’ 


2 

l.S.6 


(-1) 


M 1 

2 


»2 


t «»- 


4 r+p» 


j 

un 

cos  2 


(91) 


(92) 


• «V 

(7)  . . . ho'*  sin  Htp  . =-  p(l  — *)*)  -i* 

n 

r„sin  n.p  2p'’  4^1^]  ^ p(l  - p«) 

»•  pS  2 ' 8in(ijr 


(93) 
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«— 1 t 

” „(•  » 1 — p*  1 

^ — 2’  i.a'?../  “2  P (1+?’)’  M» 


co»Y 

Wenn  wieder  nur  ungerade  Yielfache  von  f>  substitnirt  werden, 
kommt  ans 

(9)  . . . a £ fainng)  . J'M  — t(l  + 9*)^^rz:^ 


£ n sin  n<p  £ -*  ^ 
H.6„.  t «*—»*’ 


■ f (1  + P’) 


si°2(^-29) 


Bin  fin 


sm% 


n<  < 

0 _ 9 ^ w 


(95) 


Für  « i ergiebt  sich  noch  ans 

n — 1 » 

• ■ ul'-'’  " ■ sir  ■ »'  - « IT?  <”■' 


n — 1 n 

<”>■•■  ”■=  sti  ■ »'  - sV2  ■ . ,TTO> 


10.  Wird  die  im  Absatz  (6)  angegebene  Hodification  auch  bei 
den  anderen  Operationen  angenommen,  so  ergeben  sich  Formeln, 
welche  sich  von  den  hier  entwickelten  nnr  dadurch  unterscheiden, 
dass  der  Ausdruck  unter  dem  zweiten  Snmmenzeichen  linker  Hand  das 
Vorzeichen  ( — 1)*  besitzt,  während  in  dem  rechtsseitigen  Teile  — 9 
fttr  steht. 

BrOnn,  August  1891. 
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V. 

Ueber  die  durch  dielektrische  und  magnetische 
Polarisation  hervorgerufenen  Volum- 
und  Formändernngen  (Elektrostriction  und 
Magnetostriction) . 

Von 

Dr.  F.  Pockeis- 


Schon  Volta  bat  im  Jahre  1776  die  Aufmerksamkeit  auf  die 
Tatsache  gelenkt,  dass  sich  das  innere  Volnm  einer  Leydener  Flasche 
bei  deren  Ladung  -vergrössert,  and  hat  anch  bereits  richtig  vermutet, 
dass  der  Gmnd  jener  Ansdehnnng  in  der  gegenseitigen  Anziehung 
der  Belegungen  zu  Sachen  sei. 

Die  erw&hnte  Erscheinung  gerieth  dann,  wie  es  scheint,  in  Ver- 
gessenheit, bis  sie  1864  von  Govi  wieder  aufgefunden  wnrde 
doch  erst  1878  wurde  sie  von  Unter’)  näher  untersucht,  welcher 
glanbte,  es  mit  einer  ganz  neuen  rätselhaften  Wirkung  der  Elektri- 
cität  zu  tun  zn  haben.  Der  Arbeit  Dnter’s  folgten  bald  zahlreiche 
experimentelle  und  theoretische  Untersuchnngen  über  die  Yolum- 
and  Formändemng  dielektrischer  Körper  im  elektrischen  Felde.  Das 
erhöhte  Interesse,  welches  die  Physiker  seit  1879  diesem  Gebiete 


1)  Govi,  Naoro  Cimento  XXI— XXII,  p,  18—26,  1865—66;  Atti  della 
R.  Accad.  dalle  Seienta  dlTorino,  1,206—220,  1866;  ferner  aucFCompt.  rend. 
LXXXVII,  p.  857,  1178. 

2)  Unter,  Compt.  rend.  LXXXVII,  p.  828,  960,  1036,  1878;  LXXXVIII, 
1260,  1879;  anch  Joum.  de  phyi.  VIII,  p.  82,  1879, 
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der  sogenannten  El  ektrostriction  zuwandten,  erklärt  sich  wol  zum 
Teil  durch  die  zunehmende  Verbreitung  der  von  Faraday  begrün- 
deten und  von  Maxwell  weiter  durchgoführten  Anschaunng,  nach  wel- 
cher die  elektrostatischen  und  magnetischen  Kräfte  nicht  auf  unver- 
mittelter Fernwirkung,  sondern  auf  einem  gewissen  Spannnngs- 
znstande  des  Mediums,  welches  die  scheinbar  auf  einander  wirken- 
den Körper  trennt,  beruhen  sollen.  Denn  es  lag  nahe,  zu  vermuten, 
dass  jene  Spannungen  von  Deformationen  des  Zwischenmediums 
begleitet  sein  würden,  und  durch  einen  experimentellen  Kachweis 
solcher  Deformationen  eine  Bestätigung  der  MaiweU’schcn  Theorie 
zu  suchen. 

Wir  wollen  nun  im  Folgenden  sehen,  ob  die  Erscheinungen  der 
Elcktrostriction  und  die  analogen  der  Magnetostriction , d.  h.  die 
Volum-  und  Formänderungen  elektrisch  oder  magnetisch  polarisirter 
Körper,  zu,  einer  solchen  Bestätigung  überhaupt  führen  können  oder 
aber  sich  nach  der  alten  Theorie  ebensogut  erklären  lassen.  Wenn 
dabei  zumeist  nur  von  den  Erscheinungen  im  elektrischen  Felde 
die  Rede  seinwird,  so  sei  im  Voraus  bemerkt,  dass  Alles  auf  die  entspre- 
chenden magnetischen  Wirkungen  übertragbar  ist,  indem  mau 
die  elektrische  Kraft  mit  der  magnetischen,  die  Dieloktricitätsconstante 
mit  der  Magnetisirungsconstantc  (magnetischen  Permeabilität)  ver- 
tauscht und  das  absolute  magnetische  Maasssystem  statt  des  elektri- 
schen benutzt. 


Die  Miixwcll'sclie  Theorie  für  isotrope  Medien. 

Nach  der  Theorie  Maxwell’s  besteht  in  einem  isotropen 
dielektrischen  Medium,  welches  irgendwelche  elektrisch  geladene 
Körper  umgiebt,  ein  Spauuuugszustand  von  der  besouderen  .\rt,  dass 
sich  das  Medium  parallel  den  elektrischen  Kraftlinien  zusammenzn- 
ziehen  und  in  allen  Richtungen  senkrecht  gegen  dieselben  mit  einer 
gleich  grossen  Kraft  aus/ndehnen  strebt;  dieser  Zug  parallel  den 
Kraftlinien  und  läuck  senkrecht  dazu  ist  der  absoluten  Grösse  nach 

gleich  "0  A' die  Dielcktricitätscoustante  des  Mediums,  R die 

in  absolutem  elektrostatischen  Maasse  gemessene  elektrische  Kraft 
nach  der  „polaren  Definition“  (also  gleich  dem  Potentialgcfälle)  ist. 
Für  den  freien  Acthcr  hat  K den  Wert  1,  auch  dort  sind  also  nach 
Maxwell  solche  Spannungen  vorhanden.  Nach  der  in  der  Elasti- 
citätstheorie  gebräuchlichen  Bezeichuungsweise  würde  das  erwähnte 
Spannungssystem  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordi- 
natensy Stern  X,  1',  Z die  Componenten  besitzen: 
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_K  ud<tY_  (d.py_  /P<py) 

fe\\asj  \ej-j  vyy  ,i 

„ _ r ^ 

ßx  - Cj,  “ -4^  8y  03 

Ä"  3^  3y. 

0,  0, 

A'  0a  dtp 
’ 4it  cj-  ctj 

wobei  tp  das  (gesamte)  elektrische  Potential  bedeutet. 

Aus  den  bekannten  Kigensebaften  des  letzteren  lässt  sich  leicht 
ableiten,  (wie  es  für  den  Fall  A ■=  1 schon  1813  durch  W.  Thom- 
son geschehen  ist)  dass  das  vorstehende  Spaiinungssystem  vollständig 
äquivalent  ist  den  Kraftcomponenten,  welche  sich'aus  dem  Coulomb’- 
schen  Gesetze  ergeben,  und  in  der  Tat  ist  Maxwell  zu  den  Glei- 
chungen 1)  durch  eine  blosse  mathematische  Umformung  der  be- 
kannten Ausdrücke  für  jene  Kraftcomponenten  gelangt.  Gegen  diese 
Ableitnng  ist  der  Einwand  erhoben  worden  •),  dass  sie  willkürlich  sei, 
da  man  unendlich  viele  andere  Spannungssystemo  angebeu  könne, 
welche  ebenfalls  den  bekannten  elektrostatischen  Kräften  acquivalcnt 
seien.  In  der  Tat  bleibt  die  auf  geladene  Conductoren  ausgeUbto 
Kraft  die  gleiche,  wenn  man  die  Drucke  senkrecht  zu  den  Kraft- 
linien beliebig  ändert,  weil  ja  die  Conductoroberflächou  von  den 
Kraftlinien  stets  senkrecht  getroffen  werden.  „Aber  nnr  die  Max- 
,well’schen  Spannungen  genügen  der  unerlässlichen  Bedingung,  dass 
„sie  sich  an  jedem  Yolnmelement  des  Dielektricums,  welches  keine 
,, elektrische  Ladung  enthält,  das  Gleichgewicht  halten“  *). 


IJ  Vcrgl.  B.  Poincard,  Eiectricite  el  optique,  I,  p.  86;  ferner  A, 
Seydicr,  Sitzungsber.  der  böhmischen  Ges.  der  Wisscnsch.  Prag  1882,  Bei- 
blätter VII,  p.  551;  Adler,  Silzungsbcr,  der  Wiener  Akademie  89,  (2) 
p,  594,  1884, 

2)  Dass  dies  in  der  Tat  der  Fall  ist,  erVcmit  man  sofort,  indem  man  aus 
den  Gl.  1)  die  Krnftcompunenten 
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In  Folge  dieser  Eigenschaft  nnn  kommen  die  betrachteten  Span- 
nungen im  Inneren  eines  (keine  freie  Elektricität  enthaltenden) 
Dielektricnms  überhaupt  nicht  zur  Geltung:  es  verhält  sich 
so,  als  ob  sie  dort  gar  nicht  existirten,  nnd  nur  auf  die  Oberfläche 
des  Dielektricnms  Kräfte  ansgeUbt  würden.  An  den  „Grenzflächen 
gegen  Condnetoren“  gelangt  der  Zug  parallel  den  Kraftlinien  voll 
zur  Wirkung , sofern  also  nicht  ans  mechanischen  Ursachen,  z.  B. 
der  Elasticität  des  Condnetors,  noch  andere  Kräfte  auf  diese  Grenz- 
flächen binznkommen,  ist  das  Resultat  dasselbe,  als  ob  daselbst  auf 

das  Oielektricnm  von  aussen  ein  „normaler  Druck“  ausgeübt 

würde.  Auf  eine  „Grenzfläche  gegen  ein  anderes  Dielektricum“ 
wirkt  die  Rosultirende  derjenigen  Kräfte,  welche  sich  nach  der 
aus  der  Elasticitätsthoorie  bekannten  Regel  ans  den  im  Inneren 
eines  jeden  Dielektricnms  vorhandenen  Spannnngen  ergeben,  und 
deren  .7-Componenten  also  sind; 

— An  — — Ax  cos  (n,  x)  — Ay  cos  (n,  y)  — A,  COS  (n,  z)  im  ersten, 

-j-  A»'  — -|-  Az'  COS  (n,  x)  Ay'  cos  (n,  y)  -}-  A,’  COS  (n,  *)  im  zweiten 
Dielektricnm,  wenn  n die  Richtung  der  in  das  erste  Medium  hinein- 
fuhrenden  Normale  der  Grenzfläche  bezeichnet.  Die  Spannungen 
Az‘,  Ay',  A,' . . . sind  durch  die  Formeln  1}  gegeben,  wenn  darin 
K durch  die  Dielektricitätsconstante  K'  des  zweiten  Mediums  er- 
setzt wird.  Dabei  ist  aber  zu  beachten,  dass  die  zur  Grenzfläche 
senkrechten  Componenten  der  polar  definirten  elektrischen  Kraft 
beiderseits  nicht  gleich  sind,  sondern  sich  umgekehrt  verhalten  wie 
die  Dielektricitätsconstanten,  se  dass  also  die  Relation  besteht: 


5Az  hAy SA, 

Bx  By  Bz 


berechnet;  man  findet  e.  B. 

K 8g> 

WO  keine  freie  ElektricitSt  vorhanden  iat.  Wolbemerkt  gilt  diea  aber  nur  für 
den  bei  unaarcr  Betrachtung  immer  voranegesetzten  Fall  der  Gleichge- 
wich t ive r t e i 1 u ng  der  elektrischen  Kraft.  Bei  nicht  stationiren  ZustSn- 
den,  z.  B.  bei  elektrisehen  Schwingungen,  würden  aneb  die  Maxwell'sehen 
Spannungen  das  Innere  der  Dielektrica  nicht  in  Rnhe  verharren  lassen;  jedoch 
würden  unter  den  bei  unsem  Versuchen  heretellbaren  Verhlltnissen  daraus 
heobachtbare  Bewegungen  der  Materie  nicht  hervorgehen.  (Vergl,  Herta, 
Wied.  Ann.  41,  p.  S98;  1891).  Einen  einfachen  Beweis,  dass  die  Gleich- 
gewichtsbedingung notwendig  auf  die  Maxwell'sehen  Spannungen  führt,  gab 
auch  Vaschy.  Compt.  rend.  CIII,  p.  1136. 
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Mit  Rücksiclit  auf  diese  findet  man  als  Componenten  der  resul- 
tiresden  Kraft  an  der  Grenzfläche: 


A — Att'  — Aft  ' 


K‘-K\/8vy 


8« 


(£)■+©■+ (t7 


2. 


+ T>~Cö 


Atis  der  Form  dieser  AusdrQcke  geht  hervor,  dass  auch  die  auf 
die  „Grenzfläche  zweier  Dielektrica“  wirkende  Kraft  stets  senk- 
recht zn  dieser  Fläche  gerichtet  ist  and  zwar  in  einem  „normalen 
Dmck“  gegen  das  Medinm  mit  kleinerer  Dielektricitätsconstante 
besteht 


Die  soeben  näher  bestimmten,  auf  die  Oberfläche  eines 
dielektrischen  Körpers  im  elektrischen  Felde  wirkenden  Druckkräfte 
haben  nnn,  sofern  ihnen  nicht  mechanische  Kräfte  entgegenwirken, 
eine  Deformation  des  Körpers  zur  Folge,  welche  ans  ihnen  (för 
feste  Dielektrica)  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  der  Elasticitäts- 
theorie  zn  berechnen  ist  ,.6anz  verkehrt  ist  dagegen  die  nicht 
„selten’)  anzntreffende  Ansicht,  dass  im  Inneren  des  Dielcktricnms 
„an  jeder  Stelle  Deformationen  stattfinden  müssten,  wie  sie  sich  ans 
„den  dort  herrschenden  Mazwell’schen  Spannungen  Ai,  . . . B,,  . . . 
„unmittelbar  nach  den  linearen  Grandgleichnngen  der  Elasticitäts- 
,theorie  ergeben  würden,“  woraus  n.  A.  folgen  würde,  dass  in  flüs- 
sigen Körpern,  in  welchen  keine  anderen  als  allseitig  gleiche  Dila- 
tationen möglich  sind,  der  MazweU’sche  Spannnngszustand  überhaupt 
nicht  bestehen  könnte  *).  Veranlasst  ist  diese  irrtümliche  Auffassung 


1)  Z.  B.  sogar  in  Foincar^’i  Electricit^  et  optiqne,  1,  p.  90.  1890. 

S)  Dies  macht  noch  jüngst  F.  D n h e m in  seinen  „Lef ons  snr  l’iüectricit^ 
et  le  magn^tisme“,  Tome  II.  (Faris  IS91),  p.  457  als  besonders  gewichtigen 
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jedenfalls  dadurch,  dass  man  aus  der  Elasticitätsthcoric  gewohnt 
ist,  Spannungen  und  Deformationen  als  untrennbar  mit  einander  ver- 
bunden zu  betraehten,  „Der  Zwangszustand  im  polarisirten  Dielek- 
„tricum  soll  aber  nach  Maxwell  gar  nicht  aus  der  Elasticitätstbeorie 
„erklärt  werden,“  sondern  ist  als  von  einer  ganz  anderen,  ihrem 
Wesen  nach  völlig  unbekannten  Ursache  herrührend  anzusehen  *). 
Demnach  berührt  es  die  Maxwell’sche  Anschauung  nicht,  dass  die 
von  ihr  angenommene  Druckverteilung,  wie  sie  durch  die  Gleichungen 
1)  gegeben  ist,  als  Folge  der  Deformatiouen  eines  den  gewöhnlichen 
Gesetzen  der  Elasticitätstbeorie  gehorchenden  Mediums  im  allgemei- 
nen nicht  auftreten  kann,  weil  diejenigen  6 Differentialgleichungen 
2tcr  Ordnung,  welchen  die  elastischen  Druckcomponenten  zufolge 
ihrer  linearen  Abhängigkeit  von  den  Difforentialquotienten  der  Ver- 
rückungen genügen nach  1)  auf  ebensovicle  Differentialgleichungen 
für  das  elektrische  Potential  qp  führen  würden,  die  von  diesem  nur 
in  ganz  spccielleu  Fällen  erfüllt  werden  können  ®). 


Sponnnngszustund  ln  ponderabelen  Dlelektricls  useb  der 
Fernewirknngs-Theorie. 

Nach  der  alten  Anschauung  von  der  Fernowirkung  würden  aus 
den  Maxwcll’schcn  Spannungen  1)  diejenigen  Bestandteile,  welche 


Kinwaml  gegen  die  ganze  Maxwell’BChe  Theorie  geltend.  Im  Livre  XII,  Cap. 
III  dieses  Werkes  will  desecn  Verf.  zeigen,  dass  die  Maxwcll’scbe  Theorie,  auch 
abgesehen  von  jenem  Einwaud,  an  und  für  sich  fehlerhaft  sei,  da  sich  die 
auf  dio  Obeiäaehe  eines  Dielektricums  wirkenden  Kräfte  nicht  in  der  Form 


vlxcosfn,  x)-|' .äy  cos  (n,  y) Aj  cos(n,  z) 
darstellen  liessen.  Die  hetreffendo  Rechnung  Duhems  (1.  c.  p.  459 — 466) 
beruht  aber  auf  einem  schon  in  Cap  I des  Livre  XII,  p.  412,  began- 
genen Fehler,  darin  bestehend,  dass  hei  der  Berechnung  jener  Oberfläehen- 

<fo 

kräftc  die  ünstetigkeit  der  elektrischen  Kraft  nicht  hcrficksichtigt  wird. 


„Infolge  dieses  Fehlers  wird  nicht  uur  die  Beweisführung  Duhems  gegen  die 
„MaxwelPsche  Theorie  hiniällig,  sondern  auch  seine  ganzen  die  Elektro-  ond 
„Magnetostriction  betreffenden  Entwickelungen  des  Livre  XII.“ 


1)  Maxwell  selbst  betont  dies  ausdrücklich  in  Art.  110  seines 
„Treatice  on  Electricity  and  Magnetism.“  p.  163  des  I.  Bandes  der  deutschen 
Uebersetzung. 


2)  Vergl  z.  B Kirchhoffs  Mechanik,  p.  399. 

3)  Vergl.  z.  B.  E.  Beltranii,  Menioric  dellii  R.  Accad.  delle  Scienze 
dell’  Istit.  di  Bolognn,  VII  p 1 — 4«.  1886;  M.  Brillouin,  Ann.  de 
l'Etole  Normale  supcricurc.  (3j,  t,  IV,  p,  201;  1887;  auch  E,  Mathieu, 
Thdorie  du  potenticl,  II,  p.  110. 
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auch  im  freien  Aether  vorhanden  sind,  auszusondern  und  durch  dio 
ilinen  acquivalento  Fernewirkung  nach  dem  Coulomh’schen  Gesetze 
zu  ersetzen  sein;  die  übrig  bleibenden  Bestandteile,  nämlich 


1') 


= - 


-CID +(•:)■+ Cr) 


8n 


K — 1 cv  Of 
4 IT  cy  0 3 


sind  also  auch  hier  noch  als  moleculare  Druck-  resp.  Zugkräfte, 
bervorgerufen  durch  die  elektrische  Polarisation,  aufzufassen  und 
ergeben  die  Modification , welche  dio  nach  dem  Ooulomb'schen  Ge- 
setze berechnete  Wirkung  durch  das  dieleklrische  Zwisebenmedium 
erleidet.  Entsprechend  dieser  Auifassung  zerfallen  auch  die  au  den 
Oberflächeu  der  Dieloktrica  auftretenden  Kräfte  A,  ö,  C iu  zwei 
Teile:  erstens  die  Feriiewirkuug  auf  die  infolge  der  Polarisation  au 
jenen  Grenzflächen  vorhandene  scheinbare  elektrische  Belegung,  zwei- 
tens die  Resultirende  aus  den  moleculareu  Spannungen  31h,  . . . iu 
den  zusammenstossenden  Medien,  welche  hier  aber  nicht  mehr  senk- 
recht zur  Grenzfläche  ist.  Auch  die  Spannungcu  1')  halten  sich  in 
jedem  inneren  Punkte  des  Dielektricums  das  Gleichgewicht,  kommen 
also  nur  in  jener  Besultircuden  an  dessen  Oberfläche  zur  Geltung; 
die  Deformationen,  welche  sie  hervorrnfen,  dürfen  indessen  nicht  direct 
durch  Einsetzen  der  Ausdrücke  Slz,  ...  in  die  Grnndgleichungcn 
der  Elasticitätstheorie  — aij  = »|, Ai-j-«|2 (Ky-|-Z,)  etc.  berechnet 
werden,  sondern  man  hat  wieder  lediglich  dio  auf  die  Oberfläche 
wirkenden  Kräfte  als  gegeben  anzusohen.  Dabei  kommt  natürlich  die 
erwähnte  Zerlegung  derselben  gar  nicht  in  Betracht,  „so  dass  also 
die  alte  Anschauung  notwendig  zu  denselben  Resultaten  führt,  wie 
die  MazwelPsche“. 


„Spannungen  zweiter  Art“  iu  ponderabeleu  isotropen  Dielektricis. 

Die  Ausdrücke  1)  bzbw.  1')  für  die  Spaunuugeu  iu  isotropen 
ponderabelen  Dielektricis  bedürfen  noch  einer  Ergänzung  in  dem 
Falle,  dass  sich  die  Dielcktricitätsconstanto  in  Folge  von  Defor- 
mationen der  Körper  ändert.  Dies  hat  schon  1880  Korteweg*) 
bei  der  Bchaudlung  einiger  specieller  Probleme  der  Elektrostriction  ge- 
zeigt; 1881  wurde  die  allgemeine  Theorie  für  Flüssigkeiten,  bei  denen 
die  Dielcktricitätsconstanto  nur  von  der  Dichte  abhängt , von 


I)  Korteweg,  Wiad,  Ann.  9,  p.  4B— CI,  1880. 
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Helmholtz>),  und  1884  fUr  feste  isotrope  EOrper,  wo  Dilatationen 
parallel  den  Kraftlinien  einen  anderen  Einflnss  haben  können,  als 
solche  senkrecht  dazu,  fast  gleichzeitig  von  Kirchhoff*)  nnd  Lor- 
berg“")  gegeben. 

Alle  diese  theoretischen  Untersnchnngen  beruhen  auf  der  Er- 
wägung, dass  der  Zuwachs,  den  die  gesamte  elektrische  Energie*) 
eines  Systems  von  Conductoren  und  Isolatoren  in  Folge  irgendwelcher 
Verschiebungen  seiner  Volnmelemente  erfährt,  gleich  sein  muss  der 
bei  diesen  Verschiebungen  zu  leistenden  äusseren  Arbeit,  ans  der 
sich  dann  die  auf  jeden  Funkt  des  Systems  wirkenden  ponderomo- 
torischen  Kräfte  nach  dem  Priucip  der  virtuellen  Verräckungen  be- 
stimmen. 

Da  die  Verteilung  des  Potentials  im  Gleichgewichtszustände  eine 
solche  ist,  dass  sie  die  elektrische  Energie  zu  einem  Minimum  macht, 
so  kann  man  bei  der  Berechnung  der  Energieändernng  durch  unend- 
lich kleine  Verschiebungen  an  Stelle  derjenigen  Variation,  die  das 
Potential  dabei  wirklich  erleiden  würde,  irgend  eine  andere  setzen, 
oder  man  kann  auch  das  Potential  dabei  als  constant  betrachten. 
Letzteres  tun  Helm  holt  z,  Kirchhoff  nnd  Lorberg.  Die  Variation 
kommt  dann  dadurch  zu  Stande,  dass  in  dem  elektrischen  Felde  von 


1)  Helmholti,  Wied.  Ana.  13,  1881.  Sitzber.  der  k,  Akad.  d.Wise.zu 
Berlin  1881.  p 191. 

2)  Kirchhoff,  Sitznngzber.  d.  k.  Akad.  d.  Wisa.  zu  Berlin  1884,  p.  137 
und  Wied,  Ann.  24,  p.  92,  1889. 

3)  Lorberg,  Wied.  Ann.  21,  p.  300,  1884. 

4)  Die  gesamte  elektrische  (potentielle)  Energie  E ist  diejenige  Ar- 
beit, welche  zu  leisten  ist,  nm  die  im  System  vorhandene  wahre  Elektrieilät 
aus  einem  Beservoir  vom  Potential  null  an  ihren  Ort  zu  bringen;  bezeichnet  e 
die  räumliche  Dichte,  e die  OberflScbendichte  jener  wahren,  d.  h.  von  aussen 
zngeleiteten  Elektricitat,  so  ist  also 


E = i j* ^ (pedo, 


wo  das  erste  Integral  Ober  den  ganzen  Raum,  das  zweite  Ober  alle  Ober- 
flächen von  Conductoren  zu  erstrecken  ist.  Eine  andere  Form  von  E,  welche 
der  Maxweirschen  Vorstellung,  wonach  der  Sitz  der  Energie  die  Dielektrica 
allein  sind,  entspricht,  ist  diese: 


- -/e*  {cö’+o’+aoi- 


Weitere  UcDformungen  dieses  Ausdruckes  giebt  Helmbolts  in  der  citirtea 
Abhandlung;  die  von  ihm  benutzte  Form  ist  2JS--E\ 
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congtanster  räamlicber  Verteilang  der  elektrischen  Kraft  sich  die 
Verteilung  der  Materie  und  somit  an  einer  festen  Stolle  des  Baumes 
der  Wert  der  wahren  elektrischen  Dichtigkeit  und  der  Dielektrici- 
tätscoustanto  in  Folge  der  Verrückungen  und  der  damit  verbundenen 
Deformationen  ändert.  — Während  bei  dieser  Ableitung  nur  die  ge- 
wöhnlichen Sätze  der  Elektrostatik  und  das  Energieprineip  voraus- 
gesetzt werden,  und  daher  auch  die  so  gefundenen  ponderomotorischon 
Kräfte  A,  li,  C erst  durch  eine  mathematische  Umgestaltung,  näm- 


SAj,  dA^  SAi 


auf 


lieh  durch  Darstellung  in  der  Form  — etc., 

molecnlare  Drucke  oder  Spannungen  zurückgeführt  werden,  hat 
Hertz  neuerdings  eine  der  Anschauung  Maxwell’s  consequent  an- 
gepasste Ableitung  gegeben '),  indem  er  von  vornherein  annimmt^ 
dass  die  ponderomotorischon  Kräfte  nur  durch  Druckkräfte  zu  Stande 
kommen  können.  Diese  Druckkräfte  leitet  er  ebenfalls  aus  dem 
Energieprineip  ab;  dabei  berechnet  er  die  Aouderung  der  elektri- 
schen Energie  jedes  Volumolementes  so,  als  ob  das  Potential  in 
jedem  materiellen  Punkte  ungeändert  bliebe,  während  Ilelmholtz 
und  Kirchhoff  den  Potentialwcrt  in  jedem  Kaumpunkte  bei- 
hehielten.  Beides  ist  nach  dem  oben  . Gesagten  gleich  berechtigt, 
und  in  der  Tat  gelangt  Hertz  (für  isotrope  Körper)  zu  denselben 
Besnltatcn. 


Die  von  der  Veränderlichkeit  der  Diclektricitätsconstauto  her- 
rührenden  Glieder,  welche  in  den  Ausdrücken  für  die  ponderomoto- 
rischen  Kräfte  neu  hinzukommen,  ergeben  sich  bei  beiden  Arten  der 
Ableitung  unmittelbar  in  der  Form  von  Druckkräften ; sie  mögen  zum 
Unterschied  von  den  Maxweirscben  Spannungen  als  „Spannungen 
zweiter  Art“  bezeichnet  werden.  Die  einfachste  Ableitung  derselben 
ist  wol  folgende.  Die  elektrische  Energie  eines  Systems  von  Con- 
ductoren  und  Dielcktricis  ist  darstellbar  in  der  Form  (vergl.  S.  64) 


7i" 


sdk 


K 

8t 


IPdk 


worin  die  beiden  ersten  Teile  constaut  bleiben,  soweit  nur  in 
den  Dielektricis  Verschiebungen  und  Deformationen  stattfinden.  Man 
kann  es  demnach  so  auffassen,  als  ob  die  Volumeinheit  des  gerade 
betrachteten  homogenen  Dieluktricums  zur  elektrischen  Energie  den 

Beitrag  — ^ lieferte.  Erleidet  dasselbe  nun  Deformatioueu 
fx,  • • • 2/m,  • ■ . , so  kommt  erstens  hinzu  das  elastische  Potential 


1)  Hertz,  GruiiJgleichungcn  der  Elektrodynamik  für  bewegte  Kiirper; 
Wied.  Amt.  41,  p.  38»  IT.,  ISSÜ. 

Arcli.  d.  Uatli.  u.  Pliyä.  2.  Reilie,  Tl>  XII.  5 
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a.  „ 4.  4. . . . 4. . . . ) 4. 

+ 2 ~l"  i'»  "t"  * 

sodann  aber  ändert  sich  die  elektrische  Energie  in  Folge  der  Aen- 
derang  von  Ä durch  die  Deformationen.  Für  die  letztere  wird  nun 
der  Ansatz  gemacht: 


K'  — A“  — 4tt  n X,  — 4 nß  (ä  — J, ) 


wo  A,  die  Dilatation  in  der  Richtung  der  Kraftlinien,  S die  kubische 
Dilatation  bezeichnet,  und  somit  die  Grössen  dir«,  4nß,  welche  in 
erster  Annäherung  als  Constantcn  zu  betrachten  sind,  die  Aendernng 
der  Dielektricitätsconstanto  durch  die  lineare  Contraction  1 parallel 
bzhw.  senkrecht  zu  den  Kraftlinien  bedeuten  ■).  Da 


ist,  wo 


= a-i  f * + y y »i* + + y»  ”* " + Sx  ” ^ ^ »'s  bn 


0^  : -R- 


Pep 


Pip 


g-  : 7J,  n — ; /i 

oy  ’ ps 


die  Richtungscosinus  der  Kraftlinien  sind,  so  ergiebt  sich  gemäss 
dem  obigen  Ansatz  für  die  potentielle  Energie  der  Volumeinheit  des 
deformirten  Dielektricums  der  Ausdruck 


I f I , Pep  Pep  Pep  Pep  Pep  Pep"^ 

+ tpyj  + LpT  J py  & + Pr  PT  + P.T  dyj 


Eun  sind 


Pr  _ pr 

P®*’  ■ ■ ■ py,’  ■ 


1)  Ks  ist  dies  die  von  Lorberg;  cinijcfüliite  Bezuic-bnung;  Kii’cbhoff 
benutzt  die  Grossen 

h'  = /3,  fc"  ^ a-ß 

und  Korteweg 

“ 4 na,  a-j  = 4 tt/3 

bei  Uei  m h ol  tz  ist 

a ^ ß = e ^ 

Ferner  sieht  bei  letzterem  1-|-4;ti9‘,  bei  Rirchhofl  l-f^TrÜ:  an  Stelle  von  A, 
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aUgomein  die  im  betrachtoteu  Volumolement  herrschenden  raolocularcn 
Drncke,  und 

_ a® 

“ hx; 

die  gewöhnlichen  elastischen  Drucke 


Xi, 


folglich  sind  die  Drucke  elektrischen  Ursprungs,  d.  h.  oben  die 
„Spannungen  2ter  Art“*),  gegeben  durch 


?r 

?Xx 


a® 

dxi 


tt-ß  P S<p~\ 

j'LhxJ 


8 r 8 a — ß ?(/,  c<f 

hyx  2 hg  hx 


Dieselben  bestehen  also  in  einem  Zuge  parallel  den  Kraftlinien 
von  der  Grösse  und  in  einem  solchen  in  allen  dazu  senkrechten 

Richtungen  von  der  Grösse  ißll'‘.  Demgemäss  lauten  die  vollstän- 
digen Spannungscomponenten: 


)GD’+C£-D"- 

0qp  dtp 

dz 

Diese  Spannungen  zweiter  Art  ergeben  im  Gegensatz  zu  den 
Maxwell’schen  Spannungen  „auf  die  inneren  Volumelemento  des 
Diolektricums  wirkende  Kraftcomponenten“  auch  dann,  wenn  dort 
keine  wahre  Elektricität  vorhanden  ist,  ausgenommen  in  einem  homo- 
genen elektrischen  Felde.  Diese  Kraftcemponeuten  im  Innern  eines 
homogenen,  isotropen,  von  wahrer  Elektricität  freien  Dielektricums 
sind  *): 

1}  Dass  obige  Ableitung  aus  dem  Potentialansatz  3)  nur  die  Spannungen 
2 Art,  nicht  die  Mnxwcll’schen  Spannungen  liefert,  ist  die  natürliche  Folge 
davon,  dass  er  für  das  Innere  eines  homogenen  Mediums  gilt  und  somit  nur 
die  im  Innern,  nicht  dio  auf  die  Oberfläche  wirkenden  Drucke  ergeben  kann. 

2)  Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  in  Folge  der  Elektrostriclion  selbst 
cintretenden  Aenderungen  der  Dielektdcitätsconstnnten  und  somit  der  elcktri- 

5* 
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sie  verschwinden  also  in  der  Tat  nur,  wenn  die  elektrische  Kraft  R 
constant  ist.  Man  kann  sie  hervorgebracht  denken  durch  einen  an 
jeder  Stelle  des  Mediums  auftretenden  allseitig  gleichen  Druck 

ft  “{~ß 

R^.  Ist  nun  das  Dielektricnm  eine  Flüssigkeit , so  dass 

sich  seine  Teilchen  beliebig  gegeneinander  verschieben  können,  so 
wird  an  jeder  Stelle  eine  entsprechende  kubische  Contraction  oder 
Dilatation  eintreten,  d.  h.  eine  solche,  dass  der  durch  sie  erweckte 

ft  — 1-|? 

Druck  gerade  jenen  elektrischen R‘  compensirL  Da  dann 

an  jeder  Stelle  des  Dielektricnms  die  mit  «t  proportionalen  Glieder 
der  elektrischen  Drucke  Ax  . . . ( — es  ist  für  Flüssigkeiten  a — jJ, 
also  treten  solche  Glieder  nur  in  Ai,  Ry,  C,  auf  — ) durch  ent- 
sprechende Drucke  elastischen  Ursprungs  aufgehoben  sind,  so  treten 
an  der  Oberfläche  gar  keine  von  u{—=  ß)  abbangenden  Kräfte  auf; 
man  bat  also  das  Resultat,  „dass  die  auf  die  Grenzflächen  eines 
„flüssigen  Dielektricums  wirkenden  Kräfte  unabhängig  sind  von  der 
„Veränderlichkeit  seiner  Dielektricitätsconstante  mit  der  Dichtig- 
„keit“*).  Daraus  folgt  insbesondere,  dass  auf  Condnetoren,  welche  in 
eine  dielektrische  Flüssigkeit  eingetancht  sind,  sowie  auf  die  Tren- 
nungsfläche  von  zwei  verschiedenen  dielektrischen  Flüssigkeiten  keine 
anderen  Kräfte  wirken,  als  die  aus  deu  Maxweirscben  Spannungen 
resultirenden,  was  für  die  Deutung  gewisser  später  zu  besprechenden 
Beobachtungen  von  Wichtigkeit  ist. 

Bei  festen  Dielektricis  gestalten  sich  die  Verhältnisse  wesent- 
lich complicirter,  weil  sich  hier  diejenigen  Deformationen,  welche  au 
jeder  Stelle  die  den  elektrischen  Drucken  Ai, . . . Rt, . . . ent- 
gegengesetzten elastischen  Drucke  hervorrufen  würden , nicht  frei 


Beben  Kraftverteilung  unendlich  klein  sind,  was  nach  den  vorliegenden  Er* 
ftibrnngen  stets  nuUssig  ist.  Anders  ist  es  im  analogen  Falle  der  stark  mngne* 
tischen  Metalle,  worauf  wir  sp&ter  surückkommen. 

1)  VoransgeseUt  ist  dabei  nur,  dass  die  Dilatation  oder  Contraction  der 
Flbssigkeit  nicht  etwa  durch  Beschränkung  ihres  Gesamtvolums  behindert  wird. 
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eotwickeln  können.  Man  hat  also  die  eintretenden  VerrUckungen 
u,  V,  w zn  berechnen  ans  den  für  das  Innere  geltenden  DifTerential- 
gloicbungen: 


i 1 1 3(^*) 

5.  , 0*  ' ' 03  ”4  dx 


nnd  ans  den  Oberflächenbedingnngen : 

' Xjcos;«,  x)+ JTjCosf?»,  3^)  + .y,cos(«,  s)  — A = An  -An 
:—h 

8t 


8tAT' 


j /f(A--Ar')«'-ß'W0qp\“( 

6.  + — ia,r;  1 ■ 

/« — ß «'  — ß’  \ oqp  0(p 

' \ 2 2 K' ) da  dx  * 


r*  2 


0t«  (ov  diü\ 

- X,  c„  + 

V — ?!f'\ 

— “ a dyj 


ist,  wenn  Cj„  c,,  die  Elastcitätscoustanten  bezeichnen. 


Die  Grenzbedingungcu , deren  erste  in  6)  hingescbrioben  ist, 
gelten  fUr  die  Grenzflächen  gegen  ein  anderes  Diolektricum,  welchem 
die  Constantcn  K‘,  a\  ß'  zukommen;  ist  dasselbe  eine  FlQssigkeit, 
so  ist  ß'  — a' 

und  ist  es  der  leere  Raum,  so  ist 

K'  = 1 und  a‘  ß‘  —0 


zu  setzen.  Für  Grenzflächen  gegen  Conductoren  gelten  au  Stelle 
von  6)  die  Bedingungen 


6'. 


jrjCOs(n,  *)  + ATj,COs(«,  y)  + JfiCüS(n,  s)  = — An 

= + ä} 
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Das  Dielcktricum  erleidet  dort  einfach  einen  normalen  Druck 

(^+  Q iJ®.  Dagegen  zeigt  das  Zuaatzglied  mit  in  6), 

dass  bei  Berücksichtignug  der  Veränderlichkeit  der  Dielektricitäts- 
coDstante  die  auf  Grenzflächen  fester  Dielektrica  gegen  andere  feste 
oder  flüssige  dielektrische  Medien  wirkenden  Druckkräfte  nicht 
mehr  senkrecht  zur  Grenzfläche  gerichtet  sind.  Ueberhaupt 
wird  das  elastische  Problem  der  Elektrostriction  durch  das  Hinzu- 
kommen der  mit  o und  ß proportionalen  Glieder  in  hohem  Grade 
erschwert,  um  so  mehr  als  es  keineswegs  statthaft  ist,  diese  Glieder 
von  vornherein  als  sehr  klein  gegen  die  übrigen  falso  4to,  inß  als 
sehr  klein  gegen  K)  zu  behandeln. 

Wir  wissen  über  die  Acndernngen  der  Dielektricitätsconstanten 
fester  und  flüssiger  Körper  durch  Deformationen  nichts  durch  directc 
Beobachtungen  ; aber  es  dürfte  wenigstens  für  solche  Dielektrica, 
bei  denen  die  von  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  geforderte 
Belation  zwischen  Dielektricitätsconstante  und  Brechungsindex 

K « n* 

annähernd  zntrifft,  der  Schluss  berechtigt  sein,  dass  die  Grössenord- 
nnng  jener  Acndernngen  dieselbe  sei,  wie  diejenige  der  entsprechen- 
den Aenderungen  von  n*,  letztere  sind  aberjin  den  untersuchten  Fällen 
keineswegs  ohne  weiteres  neben  n*  zu  vernachlässigen.  Bei  einigen 
dielektrischen  Flüssigkeiten  hat  Cassie*)  die  Aenderung  von  A mit 
der  Temperatur  bestimmt  und  annähernd  gleich  der  entsprechenden 
Aenderung  von  n*  gefunden,  woraus  wol  dieselbe  Uebereinstimmnng 
für  die  Aenderungen  beider  Grössen  durch  Druck  zu  schliessen  ist, 
weil  bei  jenen  Flüssigkeiten  erfabrungsmässig  der  Brechnngsiudex 
durch  thermische  und  mechanische  Dilatation  in  gleicher  Weise  ge- 
ändert wird. 

Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  unter  Umständen  noch  ans 
einer  im  Vorhergehenden  nicht  berücksichtigten  Ursache  Defor- 


1)  Es  sei  jedoch  auf  die  interessanten  qualitativen  Beobachtungen  an  ge- 
trockneter Gelatine  von  Ambronn  (Sitzungsber.  der  k.  sfichs.  Ges  d.  Wiss. 
1091,  Heft  III)  hingewiesen,  welche  zeigten,  dass  bei  dieser  Substanz  eine 
dauernde  Dehnung  eine  Vcrgi’össening  sowol  der  Dielektricitäts*  als  auch 
der  DiatnagnctisiinngscoDstante  in  der  Delmungsrichtung  hervorbringt. 

2)  W.  Cassie,  Phil,  Triinsnctions  IS90,  p.  1. 

Eine  Abnahme  der  Dielcktricitätsconst.  durch  Erwarmung  hnt  auch  Nc- 
grenno  für  Benzol,  Xylol  und  Toluol  naebgewiesen;  Compt.  Bend.  CXIV» 
p.  345,  1892. 
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mationen  bei  dielektrischer  bzhw  magnetischer  Polarisation  bcrvor- 
gehen  können,  nämlich  aus  einer  Aenderung  der  Elasticitätscon- 
stantcn  in  Folge  der  Polarisation.  Abgesehen  davon,  dass  eine  solche 
Aenderung  bisher  nur  für  die  Torsionscocfficienten  von  Glas  (und 
Glimmer)  nacbgewiesen  zu  sein  scheint '),  kommt  aber  diese  Art 
von  Deformationen  für  uns  deshalb  nicht  in  Betracht,  well  sie  in 
merklichem  Grade  nur  bei  Körpern  auftreton  können,  welche  bereits 
einer  starken  Deformation  unterworfen  sind , bevor  sie  in  das  elek- 
trische oder  magnetische  Feld  gebracht  werden. 

Wir  wollen  nun  die  bisher  vorliegenden  Bcobachtungsresultate 
daraufhin  befrachten,  wie  weit  sie  die  besprochenen  theoretischen 
Folgerungen  bestätigen  und  insbesondere  gestatten,  Schlüsse  in  Be- 
treff der  Grössen  a und  ^ zu  ziehen. 


Beobachtungen  an  Flüssigkeiten. 

In  einer  Flüssigkeit  verursachen  die  Spannungen  zweiter  Art  au 
jeder  Stelle  einen  hydrostatischen  Druck  R*  und  eine  diesem  ent- 
sprechende kubische  Contraction,  vorausgesetzt,  dass  eine  Aenderung 
des  Gesamtvolums  nicht  durch  starre  Wandungen  verhindert  wird. 
Versuche,  bei  welchen  diese  Volumänderung  unmittelbar  zur  Wahr- 
nehmung gelangen  konnte,  sind  zuerst  von  Quincke ‘)  angestellt 
worden,  indem  er  ein  Glassgefäss,  au  welches  eine  Capillare  ange- 
schmolzen war,  und  in  dem  sich  zwei  einander  parallel  gegenüber- 
stehende  Platinbleche  befanden,  mit  isolirenden  Flüssigkeiten  füllte 
und  an  deren  Staude  im  Capillarrohr  die  bei  elektrischer  Ladung  der 
Platinelektroden  ointreteude  Volumänderung  der  Flüssigkeit  mass.  Bei 
dieser  Vorsuchsanordnung  besitzt  das  flüssige  Dielektricum  keine 
freien  Grenzflächen  in  Gebieten,  wo  die  elektrische  Kraft  merkliche 

Intensität  besitzt;  es  kommt  daher  der  Druck  allein  zur  Wir- 
kung, und  man  würde  eine  Contraction  erwarten,  da  die  Dielektri- 
citätsconstante  der  Flüssigkeiten  durch  Compression  höchst  wahr- 
scheinlich zunimmt,  also  a positiv  ist.  Quincke  bat  aber  nur  bei 
einigen  fetten  Gelen  eine  Contraction  beobachtet,  dagegen  bei  allen 
anderen  von  ihm  untersuchten  Flüssigkeiten,  z.  B.  Schwefelkohlen- 
stoff, Petroleum,  Terpentinöl,  Wasser,  eine  mehr  oder  weniger  be- 
trächtliche Dilatation,  und  spätere  Beobachter,  nämlich  Röntg en®), 

1)  Quincke,  Wied.  Ann.  10,  p.  412.  1880. 

2)  Quincke, '^Wied.  Ann.  10,  521  u.  s.  f.,  1880. 

5)  Röntgen,  Wied.  Ann.  II,  p.  771,  188ü. 
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Oddone')  und  Bos®),  haben  auch  bei  jenen  Oelen  nur  eine  Aus- 
dehnung finden  können.  ,,Es  nnterliogt  aber  keinem  Zweifel,  dass 
„bei  allen  diesen  Versuchen  die  von  der  elektrischen  Polarisation 
„herrtthrende  Volumändernng  durch  secundäro  thermische  Wirkungen 
, verdeckt  wurde“.  Dass  eine  thermische  Dilatation  auftrat,  ist  ja 
sehr  plausibel,  da  die  untersuchten  Flüssigkeiten  nie  vollständig 
isolirten,  vielmehr  die  zur  Ladung  der  Platinbleche  dienende  Batterie 
sich  in  verhältnissmässig  kurzer  Zeit  völlig  durch  die  Flüssigkeit 
entlud.  Für  diesen  Ursprung  der  beobachteten  Dilatationen  spr'cht 
auch  der  Umstaud,  dass  dieselben  mit  der  Capacität  der  Batterie 
wuchsen,  während  doch  die  Elektrostrictionswirkung  nur  vom  Ladungs- 
potential  abhangen  kann;  ferner  das  Verhalten  des  Wassers, 
welches  bei  + 8°  eine  Dilatation,  bei  0®  aber  eine  Coutraction  zeigte. 
Wenn  doch  noch  Zweifel  möglich  waren,  so  sind  dieselben  durch 
die  oben  citirte,  in  Groningen  ausgeführte  Untersuchung  von  Bos 
beseitigt  worden,  welcher  das  Auftreten  einer  Erwärmung  zwischen 
den  elektrisirten  Platiiiplatteu  vermittelst  eines  Thermoelements 
direct  nachgewiesen  und  auch  dargetau  hat,  dass  diese  Erwärmung 
zur  Erklärung  der  gleichzeitig  beobachteten  Ausdehnung  ausreichte. 
Aber  auch  die  Contraction,  welche  Quincke  bei  Mandelöl,  Rüböl 
und  Olivenöl  beobachtete,  scheint  thermischen  Ursprungs  gewesen  zu 
sein,  da  Bos  in  dom  einzigen  Falle,  wo  er  sie  wahrnahm,  gleich- 
zeitig eine  Temperaturorniedrigung  im  Innern  der  Flüssigkeit,  wol 
in  Folge  von  Strömungen  gegen  dio  etwas  kälteren  Gofässwände,  be- 
obachten konnte.  Somit  haben  alle  diese  Versuche  bisher  nur  ne- 
gative Resultate  ergeben,  und  eine  Wiederholung  derselben  könnte 
nur  dann  Erfolg  versprechen,  wenn  Temperaturschwankungen  mit 
äusserster  Sorgfalt  vermieden  und  das  der  dielektrischen  Polarisation 
unterworfene  Flüssigkeitsvolum  gross  genug  gemacht  würde. 

Ebenso  negative  Resultate  ergaben  analoge  Versuche  mit  Gasen 
(Luft  und  COj),  welche  ebenfalls  von  Quincke*)  angestellt  wurden. 
Das  Gas  war  in  den  Raum  zwischen  zwei  coucentrischen  metallenen 
Hohlkugcln,  die  auf  eine  bestimmte  Potentialdifferenz  geladen  werden 
konnten,  eingeschlosscn,  somit  die  elektrische  Kraft  H an  jeder 
Stelle  der  Gasmasse  bekannt;  man  konnte  daher  mit  Hülfe  der  von 
Boltzmann  bestimmten  Dielektricitätsconstanten  die  nach  der  Theorie 
zu  erwartende  gesamte  Volumändeiung  berechnen.  Da  nämlich  bei 


1)  Oddone,  Ucndiconti  delln  R.  Accad.  dei  Lincci  VF,  p.  452,  1890, 

2)  Bos,  Volumilndcrnngen  von  Dielcktricis.  Dissertation,  Groningen 
1888.  (Bleiblattci  1890,  p.  1120.) 

3)  Quincke,  Wied.  Ann.  10,  529.  1880. 
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Gasen  K — 1 proportional  der  Dichtigkeit  ist,  so  orgieht  sich  für 
den  Aendernngscoefficienten  4ji«  selbst  der  Wert  A — i,  und  es  ge- 
nügt die  Kenntniss  von  A>).  Die  Berechnung *)  zeigt,  dass  bei 
Qniucke’s  Versnchsanordnnng , wobei  noch  eine  Volumänderung 

von  g-  nachweisbar  war,  eine  merkliche  Volumändernng  hätte 

eintreten  müssen,  während  nur  hei  Kohlensäure  eine  Spur  einer 
solchen  beobachtet  wurde;  es  müssen  also  wol  Nebenumstände  die 
Contraction  compensirt  haben.  Ein  Phaenomen,  in  welchem  sich  die 
Volumänderung  der  Luft  im  elektrischen  Felde  indirect  äussert, 
ist  aber  wahrscheinlich  das  von  Thomson  beobachtete  Tönen  eines 
Luftcondensators,  der  in  sehr  rascher  Aufeinanderfolge  mittelst  800 
Daniels  geladen  und  wieder  entladen  wurde. 

Beobachtungen  über  die  Volumänderung  magnetischer  oder  dia- 
magnetischer  Flüssigkeiten  im  magnetischen  Felde,  dio  eintreten 
würde,  wenn  sich  die  Magnctisirnngsconstante  mit  der  Dichte  änderte, 
sind  meines  Wissens  noch  nicht  vorhanden,  wären  aber  vielleicht 
(wenigstens  hei  Eisenchloridlösung)  nicht  aussichtslos,  da  man 
magnetische  Felder  von  weit  grösserer  Intensität  hersteilen  kann^ 
als  bei  elektrischen  Feldern  erreichbar  ist,  und  da  die  störenden 
Wärmewirkungen  in  Fortfall  kämen. 

Wir  kommen  nun  zu  denjenigen  Boohachtungen,  welche  dio  auf 
Grenzflächen  dielektrischer  oder  magnetisirbarer  Flüssigkeiten  wir- 
kenden Kräfte  betreffen,  bei  welchen  also,  wie  schon  oben  erörtert 
wurde,  nur  die  MaxwoH’schcn  Spannungen,  nicht  der  hydrosta- 
tische Druck|  Ä*  zur  Geltung  kommt.  In  Bezug  auf  alle  diese  Be- 
obachtungen sei  gleich  bemerkt,  dass  dio  von  der  Theorie  geforderte 
Proportionalität  der  Wirkungen  mit  dom  Quadrate  des  Potential- 
gefälles sich  fast  immer  gut  bestätigt  fand. 

Zunächst  ist  hier  zu  erwähnen,  dass  das  theoretische  Ergebuiss, 
wonach  auf  „Grenzflächen  gegen  Conductoreu  ' ein  Zug  von  der 

Stärke  wirkt,  durch  Messungen  von  Silow  und  in  weiterem 

Umfange  durch  solche  von  Quincke^)  (—  welcher  mittelst  einer 


1)  Vergl.  Korleweg,  Wied.  Ann.  9,  p.  59;  1880. 

2)  Eine  directe  Belrnndlung  des  Problems  mit  Hülfe  des  Encrgieprincips 
giebt  Lippmann,  Ann.  de  chim.  et  phys.  (5)  XXIV  p.  144;  1831. 

3)  Silow,  Pogg.  Ann.  156,  p.  389,  1875. 

4)  Quincke,  Wied.  Ann.  19,  p.  705,  1883;  28,  p.  529,  1888. 
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Waage  die  Anziehung  zweier  durch  eine  isolironde  Flüssigkeit  ge- 
trennten, auf  bekannte  Potentialdiffcrenz  geladenen  Metallplatten  be- 
stimmte — ) vollkommen  bestätigt  worden  ist.  — Mehr  Interesse 
haben  aber  von  unserem  Standpunkt  die  Erscheinungen,  welche  von 
der  durch  die  Gleichungen  2)  gegebenen  Druckdifferenz  an  Grenz- 
flächen zweier  verschiedenen  dielektrischen  Flüssigkeiten  oder  an  der 
freien  Oberfläche  einer  solchen  herrühren.  Wird  nämlich  eine  solche 
Grenzfläche  in  ein  inhomogenes  elektrisches  Feld  gebracht,  so  er- 
leidet sie  Gcstaltsändcrungen,  die  soweit  gehen,  bis  die  Schwere 
oder  die  Oberflächenspannung  der  elektrischen  Druckdifferenz  das 
Gleichgewicht  hält.  Eine  solche  Deformation  der  freien  Oberfläche 
kann  mau  z B.  sehr  bequem  beobachten,  indem  man  einen  schmalen 
Glastrog,  der  zum  Teil  mit  einer  isolirenden  Flüssigkeit  gefüllt  ist, 
zwischen  zwei  auf  hoho  Potontialdifferenz  geladene  Couductoren 
(etwa  kleine  Kugeln)  bringt.  Ein  anderes  Beispiel  ist  die  von 
Quincke  beobac;  tete  Erscheinung,  dass  sich  eine  Luftblase  inner- 
halb einer  dielektrisch  polarisirtcu  Flüssigkeit  in  der  Richtung  der 
Kraftlinien  streckt.  Die  ersten  Messungen  dieser  Oberflächeudrucko 
bat  Quincke')  in  der  Weise  augestclit,  dass  er  zwischen  den  durch 
die  Flüssigkeit  getrennten  Platten  eines  Condensators  eine  beide 
Platten  berührende  grosse  Luftblase  hcrstellto  und  mittelst  eines 
empfindlichen  Manometers  die  beim  Laden  des  Condensators  eiu- 
trotende  Druckzuuahme  in  dieser  Luftblase  beobachtete.  Kirch- 
lioff*)  hat  gezeigt,  dass  man  bei  dieser  Versuchsanordnung  die 
Grenzfläche  zwischen  Luftblase  und  Flüssigkeit  als  eine  zu  den 
Condcnsatorplattou  senkrechte  Cylinderfläche  betrachten  darf;  dann 
ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Flüssigkeit  innerhalb  des  elektrischen 
Feldes  von  merklicher  Intensität  (d.  h.  zwischen  den  Condeusator- 
platten  oder  in  deren  Nähe)  nicht  noch  andere  freie  Oberflächen- 
toile  besitzt,  die  Druckzuuahme  in  der  Luftblase  direct  gleich  der 
Differenz  der  Drucke  senkrecht  zu  den  Kraftlinien  in  Flüssigkeit 
und  Luft,  also,  da  die  elektrische  Kraft  R beiderseits  gleich  ist. 


Quincke  hat  hiernach  aus  seinen  Beobachtungeu  K berechnet  und 
dabei,  ausser  für  Rapsöl,  gute  Uebereinstimmung  mit  den  Werten 
gefunden,  welche  er  aus  den  oben  erwähnten  Messungen  der  An- 
ziehung von  Metallplatten  in  der  betreffenden  Flüssigkeit,  sowie  aus 

1)  Quincke,  Wied.  Ann  19.  718;  1883. 

2}  Kirchhoff,  Sitzungsber.  d.  Acad.  d.  Wisg.  zu  Berlin  1884,  p.l)59; 
Wied.  Ann.  25,  p.  606,  1886. 
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Capacitätsbestimmangen  abgeleitet  hatte.  Aus  dieser  Ucbercin- 
stimmnog  ist  von  Bos  (a.  a.  0.)  der  Schluss  gezogen  worden,  dass 
die  Constanten  a und  ß (—  welche  übrigens  bei  Flüssigkeiten  iden- 
tisch werden  müssten  — ) sehr  kleine  Werte  hätten.  Diese  Fol- 
gerung ist  aber  falsch,  da  diese  Grössen,  wie  schon  hervorgehoben 
wurde,  bei  allen  jenen  Messungen  „gar  keinen  Einfluss  haben“. 

Die  Messung  des  Druckes  in  einer  Luftblase  hat  Quincke') 
in  ganz  analoger  Weise  zur  Bestimmung  der  Maguctisirungs- 
bzhw.  Diamagnetisirungsconstante  von  Flüssigkeiten  benutzt. 
F'ür  diesen  Zweck  hat  er  dann  die  Versuchsanordnung  noch  in  der 
Weise  modificirt,  dass  zwischen  die  verticaleu  Polflächen  eines 
starken  Elektromagnets  der  eine  Schenkel  einer  mit  der  zu  unter- 
suchenden Flüssigkeit  gefüllten  I7-förmigeu  Rühre  gebracht  wurde, 
deren  anderer  Schenkel  sich  ausserhalb  des  Magnetfeldes  befand. 
Auch  in  diesem  Falle  besitzt  die  Flüssigkeit  im  Maguctfelde  eine 
( — sofern  man  von  ihrer  Krümmung,  wie  im  obigen  Fall  der  Luft- 
blase, absehen  kann  — ) den  Kraftlinien  parallele  Oberfläche;  bei 
Erregung  des  Elektromagnets  wird  daher  die  Flüssigkeit  in  dem 
zwischen  den  Polflächen  bofiudlichen  Schenkel , wenn  sie  magne- 
tisch ist,  steigen,  oder  wenn  sie  diamagnetisch  ist,  sinken,  bis  die 
dadurch  entstandene  hydrostatische  Druckdifferenz  der  Ditferenz  der 

iX 

magnetischen  Querdrucke  ^ in  der  Flüssigkeit  und  im  angren- 
zenden Gase  das  Gleichgewicht  hält.  Die  Messung  der  eintretenden 
Kiveaudifferenz  gestattet  demnach,  die  Differenz  der  Magnetisirungs- 
constauten  n der  Flüssigkeit  und  des  angrenzenden  Gases , sowie 
auch,  wenn  letzteres  in  verschiedener  Dichtigkeit  angewandt  wird^ 
die  absoluten  Werte  jener  Magnctisiruugsconstantcn  zu  bestimmen, 
wie  das  von  Quincke  in  zahlreichen  Fällen  geschehen  ist. 

Der  letztere  beobachtete  dieselben  Niveaudifferenzen,  wie  bei  der 
beschriebenen  Versuchsanordnung,  auch  dann,  wenn  die  Flüssigkoits- 
Oberfläche  im  (7-Rohr  senkrecht  zu  den  (jetzt  vertical  ver- 
laufenden) Kraftlinien  war,  was  zunächst  auffallend  erscheint,  weil 
die  Druckdifferenz  in  diesem  Falle  zufolge  2)  gegeben  ist  durch 

>^,R^  statt  durch  ^ R^ 

07C  ft  Sa 

Bedenkt  man  aber,  dass  ft  und  ft'  für  alle  Flüssigkeiten  und  Gase 
sehr  wenig  von  1 verschieden  sind,  uud  somit  auch  R in  beiden 


1)  Qaincke,  Wied.  Ann,  24,  p.  347 — 416,  1884. 
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Fällen  sehr  nahe  gleich  derjenigen  magnetischen  Kraft , welche  in 
dem  Magnetfelde  vor  dem  Ilinoinbringen  der  Flüssigkeit  herrschen 
würde,  so  ergiebt  sich  in  der  Tat,  dass  obige  Druckdifferenzen  sich 
nicht  merklich  unterscheiden  können. 


Beobachtungen  der  Elektrostrictlon  fester  Isotroper  Körper. 

Bei  festen  Körpern  sind  die  Deformationen  durch  dielek- 
trische Polarisation  bisher  nur  durch  solche  Versucbsanordnnngcn 
uachgcwiesen  worden,  bei  welchen  dieselben  die  isolirende  Zwischen- 
schicht eines  Coudonsators  bildeten  und  somit  sehr  starken  elek- 
trischen Kräften  unterworfen  werden  konnten. 

Die  von  G o v i wieder  aufgefuudeue  Erscheinung  der  Dilatation 
einer  Leydener  Flasche  gab  ja  directe  Veranlassung  zu  solchen  Ver- 
suchen. Um  dieses  Phaeuomen  genauer  studireu  zu  können,  gab 
Dutcr')  der  Leydener  Flasche  die  Gestalt  einer  dünnwandigen 
Glaskugel  mit  angescbmolzencr  Capillare,  welche  mit  einer  leitenden 
Flüssigkeit  gefüllt  wurde,  deren  Stand  im  Capillarrobr  zugleich  die 
Volumänderungen  anzeigte;  als  äussere  Belegung  diente  ebenfalls 
ciue  in  ein  das  erste  umgebendes  Gefäss  mit  Capillarrobr  einge- 
schlosscnc  Flüssigkeit.  Durch  diese  Versnehsanordnung  wies  Dnter 
nach,  dass  die  äussere  und  innere  Oberfläche  der  Glaskugel  eine 
nahezu  gleiche  Ausdehnung  erleiden,  dass  also  in  erster  Linie  nicht 
eine  Compression  der  Glaswand,  oder,  wie  Govi  meinte,  eine  solche 
der  inneren  Flüssigkeit  die  Ursache  der  Erscheinung  ist.  Obgleich 
hiernach  die  richtige  Deutung  der  letzteren  nahe  lag,  wurde  dieselbe 
nicht  von  Unter  selbst,  sondern  zuerst  von  Korteweg*)  gefun- 
den, welcher  bewies , dass  die  „Anziehung  der  beiden  Belegungen' 
des  Condensators  eine  der  von  Dutcr  beobachteten  ungefähr 
gleiche  Ausdehnung  hervorbringen  musste.  Dies  ergiebt  sich  daraus, 

dass  zufolge  der  Potentialtheorie  die  elektrischen  Drucke  g^fJ*,wel- 

che  auf  die  innere  und  äussere  Glasoberfläche  ausgeübt  werden,  um- 
gekehrt proportional  der  4 ton  Potenz  der  Kugelradicn  sind,  so  dass 
die  innere  Kogeloberfläche  einen  grösseren  Gesamtdruck  erleidet 
als  die  äussere,  und  ausser  einer  Compression  der  Glaswand,  die 
bei  deren  geringer  Dicke  sich  der  Wahrnehmung  entzieht,  eine  gleich 
grosse  Zunahme  des  inneren  und  äusseren  Radius  stattfindet.  Bei 
einer  cxacten  Berechnung  der  Volumändernng  müssen  aber  ausser 


1)  Vergleiche  die  früher  citirten  Stellen. 

2)  Sorteweg,  Compt.  rend.  LXXXVIII,  p.  338,  1879. 
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den  Maxwell’scben  Spannungen  parallel  den  Kraftlinien,  welche  sich 
in  jenen  Dmcken  anf  die  Oberflächen  änssern,  ancb  die  Spannungen 
2ter  Art  berheksichtigt  werden,  weiche  radiai  gerichtete  Kräfte  auf 
die  inneren  Punkto  der  Giaswand  zur  Feige  haben;  d.  h.  man  hat 
die  Gieichungen  5)  mit  den  Grenzbodingungen  6‘)  für  den  Faii  zu 
iösen,  dass  die  eiektrische  Kraft 

d?  1 n 
• 1 1 


ist,  wo  tff  die  Potentiaidifferonz , r,  und  r,  die  Radien  der 
beiden  Beiegungen  des  Kugeicondensators  bezeichnen.  In  dieser 
NVeise  haben  Kirchhoff)  und  Lorberg  das  Probiem  geiöst  und 
sind  zu  einem  Resuitate  geiangt,  weiches  schon  früher  Kortoweg 
durch  eine  etwas  abweichende,  spoeieiiere  Behandiungsweise  abge- 
leitet batte;  es  ergab  sich  unter  Voraussetzung  einer  im  Verhäituiss 
zum  Radius  sehr  geringen  Wanddicko  für  die  Voiumzunahme  des 
Inuenranmes,  ausgedrückt  in  Teiien  des  Gesamtvoiums,  der  Aus- 
druck: 


dt> 


3y0« 


■iE  . (r, 


worin  E den  Elasticitätsmodul,  v das  Yerhältniss  der  Quercontraction 
zur  Längsdilatation  für  die  Substanz  der  Kugelschale  ist.  Abweichende 
Formeln,  welche  1882  von  Boltzmann*)  und  neuerdings  von 
Kopp  *)  abgeleitet  worden  sind,  beruhen  anf  Irrtümern  in  den  theore> 
tischen  Grundlagen,  wozu  bei  letzterem  noch  Rechenfehler  kommen, 

Eine  grosse  Reihe  sorgfältiger  Messungen  der  Dilatation  von 
gläsernen  Kugelcoudensatoren  hat  Quincke^)  1880  - 83  ausgeführt, 
der  dabei  auch,  wie  es  für  die  Anwendbarkeit  der  obigen  Formel 


1)  Kirchhoff,  Wied.  Ann.  94,  p.  70;  1885. 

2)  Boltzmann,  Sitzungsbor.  der  Wiener  Acad.  d.  Wiis.  82  (2)  p.  826 
u.  1157;  1880.  Das  Fehlerhafte  seiner  Entwicklungen  ist  bereits  Ton  Kirch- 
hoff s.  a.  O.  dargelcgt. 

3)  Kopp,  Theorie  der  Elektrostriction  kugelförmiger  Condonsatoren.  Dis- 
sertation, Leipzig  1890.  — Der  Verf.  setzt  die  elektrischen  Drucke  an  den  Be- 
legungen proportional  mit  K*  statt  A,  crbftlt  durch  falsche  Differentiation 
Kruftcompouenten  für  das  Innere  des  Diclcktricums  und  macht  ferner  den 
Fehlschluss,  die  Glieder  mit  a und  ß als  klein  zu  vcrnachlftssigen,  weil  sie  nur 
von  den  Aendeiungcn  herrühricn,  welche  die  Dielektricit&tsconstante  durch 
die  Elektrostriction  selbst  erlitte. 

4)  Quincke,  Wied.  Ann.  10,  p.  165,  1880,  19,  p.  573,  1883. 
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darchans  notwendig  ist,  die  Elasticitätsconstanten  und  Dielektrici- 
tätscoDstantc  der  einzelnen  Apparate  dircet  bestimmte.  Allein  seine 
Beobachtnngsresnltate  stimmen  doch  zu  wenig  unter  einander  über- 
ein nnd  scheinen  zu  sehr  durch  mancherlei  unvermeidliche  Fehler- 
quellen, wie  die  Lcitungsfähigkeit  des  Glases,  gestört  zu  sein,  als 
dass  man  sie  zu  einer  exacten  Vergleichung  mit  der  Theorie  resp. 
zu  Schlüssen  über  die  Grössen  « und  ß verwenden  könnte. 

Man  hat  die  Elektrostriction  ferner  an  cy  lindorförmigen 
Condensatoren  beobachtet,  bestehend  aus  Glasröhren,  deren  Be- 
legungen entweder  von  einem  dünnen  Silberüberzuge,  oder  wiederum 
von  leitender  Flüssigkeit  gebildet  wurden.  Messungen  der  Längen- 
änderung solcher  Cylindercondensatoron  hat  schon  1879  Righi*) 
mit  Hülfe  eines  Füblhebels  ausgeführt,  und  später  in  grösserem 
Umfange  Quincke*),  welcher  zugleich  die  „Zunahme  des  inneren 
Volumens“  der  Röhren  bestimmte;  noch  genauer  sind  vielleicht  die 
1887  von  Cantono  *)  in  Palermo  angestellten  Beobachtungen,  wobei 
die  Verlängerung  durch  die  Verschiebung  Newton’scher  Interferenz- 
Streifen  gemessen  wurde.  — Die  lutegnation  der  Gleichungen  5)  mit 
den  Grenzbediugnngen  6‘)  für  den  Fall  eines  unendlich  langen  Cy- 
lindercondensators , wo  nur  radial  gerichtete  elektrisehe  Kräfte 
wirken,  ergiebt,  dass  die  bei  der  Ladung  eintretende  Deformation 
im  Falle  sehr  geringer  Wanddicke  bestehen  würde  in  einer  Er- 
weiterung des  Cylinders,  die  gegeben  ist  durch 


und  in  einer  Längsdilatation 


Sl 

1 


2,PE 


Das  vorstehende  Resultat  würde  auch  noch  für  einen  begrenzten 
Cylinder  bestehen  bleiben,  wenn  dessen  Belegungen  unveränderliche 
Länge  hätten. 

Sobald  aber  eine  Längenänderung  des  Glases  auch  mit  einer 
gleich  grossen  der  Belegung  verbunden  ist,  wie  cs  eintritt,  wenn 
die  Belegungen  auch  für  tangentiale  Kräfte  fest  am  Glase  haften. 


1)  Highi,  Compt.  rend.  LXXXVIII,  p.  1263,  1879;  Journ,  de  phys.  (l) 
IX  p.  203. 

2)  Quincke,  Wied,  Ann.  10  p.  374,  515;  1880  ; 19  p.  569,  1883. 

3)  Cantone,  Uend.  delU  H.  Acc.  dei  Liticei  IV,  p.  344,  471,  1888. 
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oder  wenn  der  Cylinder  nnten  geschlossen  ist,  und  eine  leitende 
Flüssigkeit  als  innere  Belegnng  dient,  so  kommt  noch  eine  Längs- 
dilatation 


ff 9o* 

l ~ ‘2tJ^  E 


und  eine  entsprechende  Qucrcontraction 
ör 


•2d>E 


hinzu,  so  dass  dann  die  genannten  relativen  Aenderungen  der  Länge, 
des  Radius  und  des  Yolnmens  gegeben  sind  dnreh 


8. 


V l ' r \47T 


— ftl  -v)) 


Somit  ist 


dl  dr  1 6v 

7 “ T ~ 3 V 


und  der  Ausdruck  für  — stimmt  völlig  mit  demjenigen  7)  überein, 

V 

welcher  für  einen  dünnwandigen  Kugelcondensator  gilt  Dieses  Re- 
sultat hat  sehen  Korteweg*)  lediglich  mit  Hülfe  des  Energieprin- 
cips  abgeleitet 

Die  oben  ausgesprochene  Voraussetzung,  unter  welcher  dasselbe 
gilt,  war  nun  ohne  Zweifel  bei  allen  Beobachtungen  erfüllt,  und  in 
der  Tat  hat  sich  die  Relation 

Sl  1 iv 

9-  t “ 3 TT 

dabei  immer  ziemlich  gut  bestätigt,  wodurch  Quincke*)  anfangs 
zu  dem  falschen  Schlüsse  veranlasst  wurde,’  dass  sich  das  Glas 
in  Folge  der  dielektrischen  Pelarisation  allseitig  gloichmässig  aus- 
dehne,  wie  durch  Erwärmung.  Die  Längsdebnnng  eines  unten  ge- 


1)  Korteweg,  Wied.  Ann.  12,  p.  647,  1881. 

2)  Quincke,  Wied.  Ann.  10.  p-  515;  1880.  Die  Unrichtigkeit  dieses 
SchlusBes  wurde  zuerst  dargetan  von  Königen.  Wied,  Ann.  11,  p.  771,  1880. 
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schlossenen  Cylindercondensators  mit  FIttssigkeitsbelegaugen  hat 
Lorberg  ')  auf  Gruud  der  allgemeinen  Theorie  der  Elektrostriction 
in  Strenge  zu  berechnen  versucht , indem  er  verschiedene  specielle 
Annahmen  Uber  die  Form  der  den  Cylinder  schliessenden  Calotte 
einführte;  bei  dieser  Rechnung  ist  er  jedoch  in  Irrtümer  geraten,  in 
Folge  deren  das  Resultat  von  dem  unter  8)  angegebenen  abweicbt. 
Das  letztere  ist  (im  Gegensatz  zu  dem  von  Lorberg)  unabhängig 
von  der  besonderen  Form  der  erwähnten  Calotte,  wenn  mau  auch, 
um  cs  aus  den  Gleichungen  6)  und  6')  abzuleiteu,  eine  solche  be- 
sondere Form,  z.  B.  die  einer  Kugelschale,  annehmen  muss;  in  der 
Tat  ist  leicht  ciuzusehen,  dass  diu  Form  der  Calotte  nur  Einfluss 
haben  kann  auf  ihre  eigenen  Deformationen,  welche  das  Gesamt- 
resultat  nur  unmerklich  niodificiren  können  und  in  den  Formeln  8) 
auch  tatsächlich  vernachlässigt  sind.  — Die  falschen  Lorberg’scben 
Formeln  hat  Canto  ne  in  der  schon  citirten  Arbeit  übernommen 
und  benutzt,  um  aus  seinen  Beobachtungen,  welche  au  halbkugel- 
förmig  geschiosBonen  Glasröhren  augestellt  wurden,  die  Grössen  a 
und  ß zu  berechnen.  Die  hicrlür  von  ihm  angegebenen  Werte  sind 
also  ebenfalls  unrichtig;  in  Wahrheit  kann  mau,  wie  die  richtigen 

/ 6l  dv\ 

Formeln  8)  zeigen,  aus  jenen  Beobachtungen  (von  -j  und  —1  über- 
haupt gar  nicht  « und  ß getrennt  berechnen,  sondern  nur  die  Com- 
bination  vo  — (1  — v);3.  Aber  auch  die  hierfür  aus  Cantone’s  Be- 
obachtungen sich  ergebenden  Werte,  welche  i bis  ^ betragen  würden, 
können  wegen  der  unsicheren  Kenntuiss  der  Dielektricitätsconstantc, 
der  von  Cantone  erwähnten  Abhängigkeit  der  Dilatationen  von  der 
Ladungsdauer  n.  s.  w.  noch  nicht  als  zuverlässig  betrachtet  werden. 
Eine  Wiederholung  der  Versuche  nach  der  von  Cantone  angewandten 
Methode  mit  recht  gut  isoiircndcu  Glassorten  wäre  wünschenswert. 

Die  Beobachtungen,  welche  von  Quincke,  sowie  von  Kör- 
le weg  und  Julius  an  Kautschuk  und  von  ersterem  an  Glimmer 
angestcilt  worden  sind,  mögen  hier  übergangen  werden,  da  sic  eine 
Vergleichung  mit  der  Theorie  nicht  gestatten.  Wir  wenden  uns 
vielmehr  zu  den  Deformationen  magnetisirbarer  fester  Körper  im 
magnetischen  Felde.' 


Beobachtungen  Uber  Haguetostrietiou. 

Schon  seit  Joule  war  die  Tatsache  bekannt,  dass  sich  ein 
Eisenstab  durch  longitudinale  Magnetisirung  verlängert,  und  1879 

I)  Lorberg,  Wied.  Aim.  21,  p.  300;  1884. 


Digitized  by  Google 


Pockels:  Uther  Klektroslriction  und  MagMlostriction. 


81 


führte  Rigbi  *)  Messungen  dieser  Verläugerung  aus,  welche  ergaben, 
dass  letztere  proportional  dem  Quadrate  der  Intensität  des  (durch 
einen  galvanischen  Strom  erzeugten)  magnetischen  Feldes  war.  Die 
Berechnung  der  Deformation  eines  den  Kraftlinien  parallelen  cylin- 
drischen  Stabes  würde  sich  nicht  streng  durchführen  lassen,  sondern 
höchstens  in  gewisser  Annäherung  für  den  Fall  sehr  kleiner  Quer- 
dimensionen, wo  man  die  Selbstinduction  vernachlässigen,  d.  h.  an- 
nebmou  könnte,  dass  das  magnetische  Feld  difrch  das  Hineinbringen 
des  Stabes  nicht  merklich  geändert  würde  *).  Daher  bat  Cant  one^) 
dem  Metallkörper  die  Form  eines  sehr  gestreckten  Kotationsellip- 
soides  gegeben,  für  welches  das  Problem  streng  lösbar  ist.  Das 
homogene  Magnetfeld  wurde  durch  einen  Strom,  welcher  eine  das 
Ellipsoid  umgebende  Drahtspiralo  durchfloss,  erzeugt,  die  Läugen- 
änderung  des  Ellipsoids  mittelst  der  Verschiebung  von  Interferenz- 
Streifen  , und  seine  Volumänderung  mittelst  eines  mit  Flüssigkeit 
gefüllten  Dilatometers  gemessen,  in  welches  das  Ellipsoid  hineinge- 
stellt wurde.  Aus  diesen  beiden  Messungen  kann  man,  nachdem  noch 
die  Magnetisirungsconstanto  besonders  bestimmt  worden  ist,  die 
Grössen  berechnen,  welche  den  früher  mit  a und  ß bezoichneten 
analog  sind  und  also  die  Aenderung  der  Magnetisirungsconstanto 
durch  Deformationen  bestimmen.  Can tone  findet  für  dieselben  bei 
Eisen  und  Nickel  Worte,  welche  im  Vorhältuiss  zur  Magnetisirnngs- 
constante  selbst  so  ausserordentlich  gross  sind,  dass  sie  den  Sinn 
der  Deformationen  allein  bestimineu.  (Die  Zahlouwerto,  welche 
überdies  jo  nach  der  Feldstärke  sehr  variirteu,  sind  wol  noch  wenig 
zuverlässig).  Bei  Eisen  ist  a negativ,  ß positiv,  bei  Nickel  umge- 
kehrt o positiv,  ß negativ,  da  sich  Eisen  in  der  Maguetisirungs- 
richtung  ausdehnt,  Nickel  aber  zusammeuzieht.  Die  hohen  Werte 


1)  Righi,  Memorie  dcll*  Acoail.  delle  Scmcdzc  dcll’  Istit.  di  Bologna' 
(4)  I,  1879. 

2)  Bei  dieser  Annäherung  ergeben  die  Max  wc 1 1 ’sehen  Spannungen  allein 
eine  allseitig  gleiche  Dilatation,  und  nicht  etwa,  wie  man  zunäclist 
erwarten  könnte,  eine  Contrnction  ]>arallcl  den  Kraftlinien,  <ia  das  Zusammen- 
Kiehun^sbebtrcbeii  in  dieser  Ktchtung  durch  die  auf  die  scheinbaren  magneti- 
schen Belegungen  der  Endflächen  wirkenden  Kräfte  überwogen  wird.  Die  an 
dünnen  Kisenstäben  von  Joule  und  Righi  beobachtete  Längsdehnung  ist  aber 
nicht  in  dieser  Welse  zu  erklären,  sondern  hängt  wesentlich  von  den  Span- 
nungen 2 tcr  Art  ab  (siehe  unten). 

3)  Cantone,  Memorie  dtllii  R.  Accad.  dei  Lincei  Vi,  1890;  Beiblätter 
15,  p.  49  1891.  Die  theoretische  Behandlung  schliesst  sich  derjenigen  an, 
welche  Kirch  hoff  bereits  in  Wied.  Ann.  25,  p.  702,  1885  für  eine 

bare  Kugel  gegeben  butte,  üebrigen«  war  mir  das  Original  nicht  zugänglich. 

Arch.  d.  Math.  a.  Phya.  3.  Keilte,  T.  XII.  G 
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von  « und  ß bringen  C8  mit  sich,  dass  die  Deformationen  in  Folge 
der  Magnetisirung  relativ  gross  sind  und  selbst  schon  merkliche 
Aenderungen  der  Magnetisirungsconstantcn  bewirken.  Hieraus  er- 
giebt  sich,  wie  leicht  zu  sehen,  eine  bestimmte  „Abhängigkeit  der 
„Magnetisirnngsconstante“  von  der  Feldstärke“,  welche  aber  nicht 
mit  der  heohachteten  im  Einklang  steht,  falls  man  a und  ß als  Con- 
stanten  betrachtet.  Ebensowenig  würde  sich  bei  letzterer  Annahme 
die  Tatsache  crklären*lasson,  dass  bei  einer  bestimmten  Feldstärke 
die  anfängliche  Dehnung  eines  longitudinal  magnetisirten  Eisendrahtes 
in  eine  Zusammenziehung  übergebt.  Es  ist  also  bei  den  stark  magne- 
tischen Metallen  die  Kirchhoff’sche  Theorie  jedenfalls  nur  für 
schwache  magnetische  Kräfte  anwendbar;  hierfür  hat  sie  aber  inso- 
fern eine  Bestätigung  gefunden,  als  directe  Beobachtungen  über  den 
Einfluss  mechanischer  Dehuung  auf  die  Magnetisirnngsconstante  für 
die  Dehnungsrichtung  gezeigt  haben,  dass  dieser  Einfluss  bei  Eisen 
anfangs  in  einer  Zunahme,  bei  Nickel  in  einer  Abnahme  besteht, 
wie  es  nach  der  Theorie  aus  dem  Sinn  der  durch  longitudinale 
Magnetisirung  bewirkten  Deformation  folgt.  — Auch  die  auf  einer 
allgemeineren  Grundlage  beruhende  Theorie,  welche  J J.  Thomson 
für  die  Wechselbeziehungen  zwischen  Magnetisirung  und  elastischen 
Deformationen  in  seinem  Buche  „Anwendungen  der  Dynamik  auf 
Physik  und  Chemie“  entwickelt  hat,  vermag  noch  nicht  alle  die 
merkwürdigen  Erscheinungen  zu  erklären,  welche  auf  diesem,  noch 
weiterer  Bearbeitung  bedürfenden  Gebiete  namentlich  durch  engli- 
sche Forscher,  wie  Bidwcll  und  To  ml  in  so  n ’),  aufgefunden  worden 
sind. 


Elektrische  Doppelbrechung. 

Es  möge  schliesslich  noch  einer  interessanten  Erscheinung  Er- 
wähnung geschehen,  welche  man  mit  der  Elektrostriction  in  Zu- 
sammenhang gebracht  bat:  es  ist  die  von  Eerr‘)  entdeckte 
Doppelbrechung  gewisser  isotroper  Körper  im  elektrischen  Felde. 
Feste  isotrope  Körper  müssen  ja  durch  dielektrische  Polarisation  in 
Folge  der  Deformationen,  welche  den  Gegenstand  unserer  Betrachtung 
bildeten,  doppelbrechend  werden;  allein  es  lässt  sich  berechnen, 
dass  in  Glas,  welches  für  Versuche  dieser  Art  wol  allein  in  Betracht 
käme,  diese  Doppelbrechung  nur  unter  sehr  günstigen  Umständen, 

1)  Vcrgl.  die  Ker«i'«t«  Ob«r  deren  Arbeiten  in  Bd.  9,  10,  II,  14  der 
,Bciblaiter“  1 ferner  z.  B.  Zehnder,  Wied.  Ann.  41,  p.  218,  1891. 

2)  Kerr,  Phil.  Msgszine  (4)  L,  p.  3»7  und  446,  1876;  Phil.  Mag.  (5) 
VIII,  185  und  229,  1879,  (5j  IX,  114,  1880, 
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etwa  bei  einer  sebr  langen  und  sehr  stark  geladenen  Franklin’schen 
Tafel,  wahrnehmbar  werden  kann.  In  der  Tat  ist  es  auch  noch 
fraglich,  ob  die  von  Korr  nnd  Brougserma  *)  iu  Glas  beobachtete 
Doppelbrechung  wirklich  auf  den  elektrischen  Deformationeu,  oder 
auf  secundären  Wirkungen  beruhte,  um  so  mehr,  als  sie  von  anduren 
Beobachtern  bei  allem  Anschein  nach  günstigeren  Versuchsbediu- 
gnngen  nicht  aufgefunden  werden  konnte.  Dagegen  ist  es  ganz  un- 
möglich, die  bei  isolirenden  Flüssigkeitcu  zuerst  vou  Kerr, 
dann  von  Quincke*)  und  Röntgen*)  beobachtete  und  gemessene 
elektrische  Doppelbrechung  durch  Deformationeu  zu  erklären,  da 
in  Flüssigkeiten , und  besonders  in  so  leicht  beweglichen  wie  der 
jenes  Phaenomen  sehr  stark  zeigende  Schwefelkohlenstoff,  nur  allseitig 
gleiche  Dilatation  oder  Coutractiou  möglich  ist,  welche  wol  eine 
Aenderung  des  Brechungsindex,  aber  keine  Doppelbrechung  ver- 
ursachen kann  *).  „Es  handelt  sieh  hier  demnach  offenbar  um  eine 
„dirocte  Einwirkung  der  dielektrischen  Polarisation  auf  die  Licht- 
„bewogung“  und  dadurch  erlangt  das  Phaenomen  gewiss  eine  hohe 
Bedeutung.  Dasselbe  aber  als  einen  Beweis  für  das  wirkliche  Vor- 
handensein der  von  Maxwell  supponirteu  Spannungen  anzuseheu.würc 
nnr  dann  richtig,  wenn  auch  das  Vaeuum  im  elektrischen  Felde 
doppelbrcchend  würde;  denn  iu  poudcrabeleu  Dielektricis  ist  der  mit 
(K — 1)  proportionale  Teil  jener  Spannungen,  wie  wir  sahen,  auch 
nach  der  alten  Anschauung  vorhanden. 


Elektrostrlction  krystalliuisclicr  Körper. 

Wir  wollen  nun  noch  den  Erscheinungen  der  Elektrostrictiou, 
welche  bei  krystalliuischen  Körpern  auftreten  können,  eine  kurze 
Betrachtung  widmen;  es  werden  dabei  einige  wesentliche  Verschie- 
denheiten gegenüber  der  Elektrostriction  isotroper  Körper  zu  be- 
achten sein. 


1)  Brougserma,  Wied.  Ann,  16,  p.  42Z;  1882. 

2)  Qordon,  Phil.  Mag,  (5)  .II  p.  203,  1876;  Mackeneic,  Wied. 
Ann.  2,  p.  336,  1877  ; Quincke,  Wied.  Aun.  10,  p.  633,  1830. 

3)  Quincke,  Wied.  Ann.  10,  p.  533,  1880;  19,  p.  705,  1883;  32, 
p.  529,  1887. 

4)  Röntgen,  Wied.  Ann.  10,  p.  77.  1880. 

5)  Bemerkenswert  ist  die  Tatsache,  dass  der  Charakter  der  elektrischen 
Doppelbrechnng  bei  einigen  Plnssigkciten  positiv,  bei  den  Obrigen  negativ  ist. 
Die  Versache  Quincke's,  diesen  Unterschied  aus  dem  verschiedenen  Sinne 
der  Aendemng  des  Brechnngsindex  durch  thermische  Dilatation  und  der 
Volnmltndorung  im  elektrischen  Felde  au  erklären,  sind  nicht  stichhaltig. 

6* 
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Zunächst  nehmen  hier  diejenigen  Krystalle  eine  besondere  Stel- 
lung ein,  „welche  kein  Ccntrnm  der  Symmetrie  besitzen“,  d.  h.  in 
welchen  entgegengesetzte  Richtungen  physikalisch  ungleichwertig 
sind  (piezoelektrische  Krystalle).  Denn  in  diesen  Krystallen  sind 
Deformationen  möglich,  welche  ihr  Vorzeichen  mit  demjenigen  der 
dielektrischen  Polarisation  umkehren  und  somit  nach  der  einfach- 
sten Annahme,  die  übrigens  auch  experimentell  bestätigt  worden  ist, 
„lineare  Functionen  der  elektrischen  Kraftcomponenten  oder  Momente“ 
(Polarisationen)  sind.  Dieselben  verhalten  sich  zu  den  gewöhn- 
lichen, dem  Quadrat  der  Kraftintensität  proportionalen  Deformationen 
gleichsam  wie  Grössen  Iter  Ordnung  zu  solchen  2ter  Ordnung  und 
scheinen  auch  nach  den  bisher  vorliegenden  Beobaehtungen  (an 
Quarz)  jene  bei  weitem  an  Grösse  zu  übortreffen.  Um  diese  Defor- 
mationen zu  berechnen,  kann  man  ganz  analog  verfahren,  wie  früher 
bei  den  von  den  „Spannungen  2ter  Art“  herrühreuden  Deformatio- 
nen, indem  man  jetzt  in  dem  Ausdrucke  3)  für  die  potentielle  Energie 
der  Volumeinheit  noch  hinznfügt: 

9)  + ■ • ■+'2.;»-,/) 

+ ('si 

wo  die  £ft  neue  Constanten  des  Krystalls  sind.  Die  negativen  Ab- 
leitungen dieses  Ausdruckes  nach  xi,  . . . xy  liefern  dann  die  neu 
hinzukommenden  Druckcomponenten 

SU  =-Oiig^  +t2i0y +ts,  g,) 

30)  

•8.  = -(«14  0“  + «24  0-  + «34  07) 


welche  in  die  Differentialgleichungen  5)  und  Grenzbedingnngen  6) 
hzhw.  G')  neben  den  früheren  einzusetzen  sind.  Betrachtet  man  nur 
die  Deformationen  erster  Ordnung  unter  Vernachlässigung  der 
dem  Quadrate  der  elektrischen  Kraft  proportionalen,  so  bat  man 
also  zu  deren  Bestimmung  die  Differentialgleichungen 

04:  Sy  8*  8x  0y  03 


und  die  Gronzbedingungen 
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XxCOS(n,  a-)  + Jl';,C08(n,  y)-|- Ji',  COs(n,  a)  — — ?(x"cOS(n,  ») 

— %y"cm{n,  y)  — S(,"cü8(n,  a) 


letztere  gültig  für  den  Fall,  dass  die  Oberfläche  an  ein  nicht  piezo- 
elektrisches, gleichviel  ob  isolirendes  oder  leitendes  Medium  grenzt 
und  keinen  äusseren  Druckkräften  ausgesetzt  ist ; dabei  ist  allgemein 
zufolge  der  Elasticitätstbeorie ; 

— -Vj  = e,,Xjr-|-  . . 

11)  

— -yj)  = Cei^a-f-  • • • -j-CiicaV/ 

Ckk  “ CM 

Es  sei  hier  noch  einmal  daran  erinnert,  dass  die  obigen  Glei- 
chungen nur  bei  ganz  speciellen  Verteilungen  der  elektrischen  Kraft, 
z.  B.  im  Falle  eines  (auch  noch  nach  Einführung  dos  Erystalles) 
homogenen  elektrischen  Feldes,  die  einfache  Lösung 

-X.  = . . --Y,==S(,", 

d.  h.  die  Berechnung  der  an  einer  bestimmten  Stelle  eintretenden 
Deformationen  unmittelbar  aus  den  ebendort  herrschenden  Drucken 
. . . 9f/'  gestatten. 

Da  die  negativen  Ableitungen  der  potentiellen  Energie  nach  den 

8(p 

elektrischen  Kräften  — . . . allgemein  die  inducirten  elektrischen 

Momente  (a,  4,  c)  darstcllen,  so  zeigt  der  Ausdruck  9),  dass  auch 
beim  Fehlen  äusserer  elektrischer  Kräfte,  d.  h.  für  gj  = Const., 
in  Krystallen  ohne  Contrum  der  Symmetrie  elektrische  Momente 
auftreten,  wenn  sic  deformirt  werden.  Es  ergiebt  sich  so  für  dieso 
„piezoelektrische  Erregung“  der  allgemeine  Ansatz: 

fl  = £,l  Ti  -f-  . . . -j-fißO-y 

4 = f j,  Ij:  -f-  . . . + Ejß 

® = ^31  + • • ■ + % 

welcher  1890  von  W.  Voigt')  aufgestellt  und  für  die  einzelnen 

1)  W,  Voigt.  Allgemeine  Theorie  der  piCzo-  und  pyroclektr.  Erschei- 
nungen an  Krj'stftllen  ; Abhandl.  der  k.  Ges.  d.  Wies.  r.u  Göttingen,  36;  1890. 
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Krystallgrnppen  gemäss  ihren  Symmetrieeigonschaften  specialisirt 
worden  ist.  Hiernach  ist  ersichtlich,  dass  sich  die  „Deformationen 
erster  Ordnung“  berechnen  lassen,  sobald  das  piezoelektrische  Ver- 
halten des  betreffenden  Krystalles  vollständig  bekannt  ist’);  dies 
ist  bereits  für  einen  einfachen  Fall  an  Quarz  von  J.  und  P.  Curie’) 
experimentell  bestätigt  worden. 

Wie  E.  Riecke’)  gezeigt  hat,  lassen  sich  die  pißzoelektrischen 
Erscheinungen  auch  molecnlartheoretisch  vollständig  erklären, 
wenn  man  die  Moleküle  piezoelektrischer  Krystalle  mit  gewissen 
permanent  elektrischen  Polsystemen  behaftet  annimmt.  Auf  Grund 
dieser  Vorstellung  kann  man  nun  auch  die  in  dom  obigeu  Ansätze 
enthaltenen  Gesetze  für  das  reciproke  Phaenomen,  d.  h.  die  ,, De- 
formationen erster  Ordnung“,  ableiten,  indem  man  die  Wechsel- 
wirkung zwischen  jenen  elektrischen  Polsystemen  und  den  durch 
die  äussere  elektrische  Kraft  inducirten  Momenten  der  einzelnen 
Moleküle  berechnet.  Dies  scheint  mir  deshalb  bemerkenswert,  weil 
sich  die  Spannungen  „zweiter  Ordnung“,  welche  in  isotropen 
Medien  allein  vorhanden  sind,  nicht  in  analoger  Weise  durch  Be- 
rechuung  der  Wechselwirkung  polarisirter  Moleküle,  wie  es  der 
Clausius-Mosotti’schen  Vorstellung  von  den  Dielektricis  entsprechen 
würde,  ableiten  lassen*). 


1)  Dieser  Znsammenhang  ist  zuerst  von  Lippmann  (Jonm.  de  phys. 

(1)  X p.  391  und  Ann.  de  chim.  et  phjs.  ('S)  XXIY  p.  164;  1881)  für  einen 
specicllen  Fall,  sodann  allgemein  TomVerf.  (F.  Pockels,  N.  Jahrb.  f.  Mine- 
ralogie. Beilagebd.  VII  p.  201,  1800)  bewiesen  worden.  P.  Dnhem  (Ann. 
de  TEcole  Normale  Supdrieure  (3)  IX  p.  167;  1899)  gelangte  neuerdings  in- 
folge eines  Irrtums  zu  entgegengesetzten  Resultaten;  rergl.  darüber  F.  Pockels. 
N.  Jahrb.  f.  Mineralogie,  Beilagebd.  VIII,  p.  407;  1892. 

2)  J.  und  P.  Curie,  Compt.  rend.  XCV.  p.  914,  1882;  Journ.  de  phys. 

(2)  VIII,  p.  149;  1889. 

3)  E.  Kiecke,  Göttinger  Nachrichten  1891,  p.  191. 

4)  Berechnet  man  n&mlich  die  Moleculardrncke,  welche  aus  der  Wechsel- 
wirkung elektrisch  polarisirter  Moleküle  resultiren  würden,  so  hndet  man 


B,  = -f  2;c2 


dq) 

ai  dz 


wo  k eine  mit  A' — 1 proportionale  Constanto  bezeichnet.  Diese  Ausdrücke 
würden  mit  den  früher  angegebenen  für 
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Die  bei  allen  Krystallen  notwendigerweise  ebenfalls  auftreten- 
den, wenn  anch  bisher  noch  nicht  experimentell  nacbgewiescncu 
Spannungen,  welche  dem  Quadrate  der  elektrischen  Kraft  proportional 
sind  und  denjenigen  entsprechen,  welche  wir  bei  isotropen  Körpern 
znvor  betrachtet  haben,  lassen  sich  in  ganz  analoger  Weise  berech- 
nen, wie  es  für  letztere  von  Kirchhoff  und  Lorberg  geschehen 
ist.  Man  hat  nur  zu  berücksichtigen,  dass  an  Stelle  von 

^ !(&)*+ (ST +01  Formel,  für  .die  potentielle 

Energie  eines  dielektrisch  polarisirten  Krystalles  der.Ausdruck  tritt : 

1 

^ T”  \dy)  + ''3’ vaj  ay  a; 

4-Ot' 

+-'‘^'a=  a.c+^^'^'^axe^j 

wo  W,,,  . . . Ajj  sechs  von  der  Natnr  dos  Krystalls  und  derOrien- 
tirung  des  Coordinateusystems  abhängige  Constanten  sind,  die  sich 
durch  dio  3 Hauptdielektricitütsconstanten  t:,,  A.-^,  und  die  Rich- 
tungscosinns  Bj,  . . . y^  der  Hanptaxen  des  Inductionsellipsoides 
fulgendermassen  ansdrücken : 

A'„  = ijB,*  -f  A.J 

= k,  ß,*  + k^ßi>+>Hß^^ 

12)  

A|a  — A'i  B|  -f-l-'ä  Bg  jig  -f-t*., ß.^ 


(das  sind  dio  von  der  pondcrabclen  Matcrio  honfihicndcn  Spannungen)  über« 
oinstinamen,  wenn  man  dio  aus  der  Mosuui-ClauslusVhiii  Theorie,  nach  welcher 


A'_ l 

A + 2 


proportional  der  Dichtigkeit  ist,  folgende  Uelation  cinführt: 


man  erhält  dann  ab3r 


ff 


= u = 


(A--1)(A--|-2) 

12ti: 


9l.r-f91x' 


Ö.-)-!»/ 


A'— 1 a<p 
4t  8y  dz 


also  von  Axt  • • » Ot,  > • • ganz  abweichende  Ausdiückc. 
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Hierans  geht  hervor,  dass  sich  A',i,  . • . A',j  auch  durch  blosse 
Drehungen  der  Volumelemento  (oder  des  ganzen  Krystalls)  än- 
dern, und  zwar  ergiebt  sich , wenn  k,  fi,  v jene  Drehungen  um  die 
X-,  1-,  und  Z-Axe  bedeuten, 


®A',i  0^2 

0A  0V 


^^38 

8k 


= + 2^23 


..  ?Ä81 

— A22-Ä33,  g-^- 


0^ 

0A 


- A«, 


woraus  die  Differentialquotienten  nach  fi  und  v leicht  durch  cykli- 
sehe  Perniutatiou  ableitbar  sind.  Dies  ist  zu  berücksichtigen,  wenn 
man  nach  dem  Vorgänge  Kirchhoff’s  die  Variation  berechuen 
will,  welche  das  Raumintegral 

13)  f (f.f  - |a'„  (j£)  +■  ■ ■+  2A',2  Ij;} ) rfi- 

dadurch  erleidet,  dass  (bei  unverändertem  (f)  in  dem  krystallinischen 
Diclcktricum  ein  beliebiges  System  von  Verschiebungen  tj,  f her- 
vorgebracht wird;  denn  ein  solches  ist  mit  Drehungen  der  Volum- 
clemento  verbunden,  deren  Componenten  k,  fx,  v durch 


1 

(05  _ 0t 

|\  1 /0f 

8S\ 

1 /8ti 

0I\ 

2 

\0it  8z 

J'  ä[8z- 

~ 8xJ' 

2\0* 

"0S/ 

gegeben  sind.  Setzt  man  die  so  berechnete  Variation  des  obigen 
Integrals,  d.  i.  dio  Variation  der  Energie  bei  Vernachlässigung  des 
Einflusses  der  Deformationen  auf  Ä,,  • • • ^nt  nachdem  man 
noch  die  von  den  Drehungen  herrührenden  Glieder  durch  partielle 
Integration  so  umgeformt  bat,  dass  sie  ebenfalls  die  Factoren  J,  g, 
J erhalten,  gleich  der  negativen  Arbeit  der  ponderomotorischen 
Kräfte:  — (A>-(- bringt  die  so  gefundenen  Aus- 

drUke  A,  li,  C unter  Benutzung  der  Differentialgleichung 


+ *“(00) 

welcher  (p  genügt,  auf  dio  Form 

8Ajc  SAg  8A3  8lia  8C’x 

dx  dy  8z'  8x  ' ' ' ’ 8x  ' ' ' ’ 
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so  erhält  man  diejenigen  Spannnugscomponenten , welche  im  kry- 
stallinischcD  Dielektricnm  an  Stelle  der  durch  die  Glcichnngen  (1) 
dargestellten  MaxweH’schen  Spannungen  treten. 

Das  Besultat  ist: 


14. 


- 2A’ 


0<f 


8.t\ 


-2A- 


dg  0<rj 
■"dt  01  ) 


1 ( /0<P\* 

8t T ^>''dx)  ~ V07 / + \a^ / 


— 2A',5 


dep  0gcj 
dx  dg  i 


d(f  cqi 
dg  dt 


B,  = r,--3  + (fj) 

0V  0<p  . d(f  d(f\ 
+ >*0*  0>-+  ”0*  0y) 

c,-..-  -'i*. 

07>  ^ . ..  0iJ>  dg\ 


V(p 

dx 


+ ^=0y0f+^ 


’ dx  0;y) 


. d(p  rg>  dip  dip) 

' dg  dt  " rt  dx  j 

Natürlich  ergehen  auch  diese  Spannungen  keine  Kraftcoinponentcn 

für  das  Innere  eines  homogenen,  keine  wahre  Elektricität  euthal- 

0.4j  . d-da  , dylg  I , j K ■ 
nebst  den  bci- 


tonden  Dieloktricnms,  d.  h.  cs  ist 
den  analogen  Ausdrücken  null  zufolge  der  Differentialgleichung 


0 

0* 


. 0ip 

dx 


{a'., 


dg  , ..  d<p 


+ A',s  + A- 


1 + 

+ sl 


*18?,+  *2S0^  +A 


0J,  r'>‘dx 


A-  K- 

' ^23  3,,+  -^3 


0ip( 

’ *3  08,1 
dgf 

33  08i  “ 


welcher  das  elektrische  Potential  g daselbst  genügt. 
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Die  Deformation  des  dielektrischen  Krystalls  ist  also  zu  be- 
rechnen ans  den  für  das  Innere  geltenden  Differentialgleichungen 

SJT,  Pjf,  0^, 

0x  ‘ 0y  ' de 


und  den  Oberflächenbedinguugen 

Xi  COS(n,  x)  + Xi/ COS(»,  y)  + X,  C0S(n,  e)  =z  (— Ai -j- yti“)  COS(«,  -e) 

+ y)+(  — ^j  + ^i‘)cos(n,  e) 


worin  Xx,  ...  Xu  die  durch  11)  gegebenen  linearen  Functionen  der 
Deformationen  und  Ax',  . . . Af  die  Maxwell’schen  Spannungen  in 
dem  angrenzenden  Medium  siud.  Dabei  ist  zu  berücksichtigen,  dass 
in  den  Grenzbedingungeu  für  <t>  im  krystallinischen  Medium  an  Stelle 
09 

von  der  allgemeinere  Ausdruck  tritt: 


(0r„|f-t-A„|j+A:j3jf)cos{..,  X) 

/ , 0(p  , B(p 

''  \ 0x  ' dy  ' 

+ Ix  + *‘=3  0^) 

Die  vorstehenden  Resultate,  bzhw.  die  entsprechenden  für  magne- 
tisch polarisirte  Krystalle,  sind  in  etwas  anderer  Form  von 
Hertz  in  seiner  p.  65  citirten  Abhandlung  (p.  389  ff.)  abgeleitet 
worden;  dagegen  stehen  sie  im  Widerspruch  zu  denen,  welche  Max- 
well in  seinem  „Treatiso  on  olectr.  and  magn.“,  Art.  641  — 643, 
angiebt.  Hach  letzterem  wirken  nämlich  auf  die  Volumelemente 
des  magnetisch  oder  dielektrisch  polarisirten  Krystalles  auch  Dre- 
hnngsmomente,  während  nach  Hertz  nur  Druckkräfte  von 
der  Natur  der  elastischen,  charakterisirt  durch  die  Relationen 

Ay  “ /?x,  Bm  ^ Cy,  Ox  “ Ax 

auftreten.  Nun  würde  man  in  derXat  nach  der  molecnlaren  Vorstel- 
lung von  der  Natur  eines  Dielektricums,  also  etwa  nach  der  Mosotti- 
Clausi us’schen  Hypothese,  das  Auftreten  von  Drehnngsmomenten 
im  Falle  anisotroper  Structur  erwarten,  weil  dann  die  Axen  der  polari- 
sirten Moleküle  nicht  den  Kraftlinien  parallel  sind,  und  somit  das 
Bestreben  vorhanden  sein  muss,  die  ersteren  in  die  Richtung  der 
letzteren  zu  drehen.  Dementsprechend  zeigt  auch  die  nähere  Unter- 
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suchung,  dass  man  zu  dem  Max  well 'sehen  „unsymmetrischen“ 
Spannnngssysteme,  bei  welchem  nicht  = Bx  etc.  ist,  und  wel- 
ches daher  Drehnngsmomente  ergiebt,  gelangt,  wenn  man  selbst- 
ständige Drehungen  der  einzelnen  Volumelemente  als  möglich 
annimmt.  Dann  kann  man  nämlich  die  Variation  der  potentiellen 
Energie  für  ein  beliebiges  Verschiebungssystem  I,  ?j,  { berechnen, 

h 

dx 

sicht  zu  nehmen;  denn  man  kann  sich  diese  Drcbnngeu  einzeln 
rückgängig  gemacht  denken.  Tut  man  dies,  so  findet  man  für  As, 
By,  Cm  die  früheren  Ausdrücke,  statt  der  in  14)  angegebenen  Werte 
der  übrigen  Druckcomponenten  aber  die  folgenden: 


j etc.  Rück- 


1 /Sc 

ohne  auf  die  Drehungen  der  Volnmelemcnte  ^ 


14') 


Bm  - - 

C'ii 

As  - ■ 
Cx  - - 
Ay  = 


1 ( 8cp  dep  /8<pY  I Sqp  0(t) 

ih  r»  dx  By  + By  Bx  ) 


1 ( Bq,  Sq, 

Bx  8,  + By  B: 


\7l 


1 Sq, 

ik  r'»  g-  + *33  g^  gj  j 

1.  ( „ St  St 

4n:  \ ” Bx  03 


Bq,  Bq  . /?t\*I 

>3  + i 

B<f  Bq  Bq  Bq\ 


...  Bq  Bq 

■"  By  Bx  + 03  j j 


.1.(3- 

4:i  \ 


Bq  0<f  Bq  0qiil 
‘“*0*  0y+^*=0x  03) 


A'u(g3  +^’- 

Bq  Bq  Bq  Bq) 


_ 1 Bq  Bq  /, 

ix  r''  Bx  By  + ^'-^Y 


Hieraus  resultiren  dieselben  deformirenden  Kräfte  wie  früher,  weil 
i(B,-\-Cy),  iCCc  + A»),  \(Ay-\-Bx)  noch  die  früheren  Werte  haben, 
aber  ausserdem  Drehnngsmomente,  deren  Componeutcu  ge- 
geben sind  durch 

L = Bs—Cy,  M=Cx  — A„  N=A,j  — Bx 


Dieselben  Drehnngsmomente  findet  man,  wenn  mau  die  durch 
willkürliche  Drehungen  1,  ys,  v der  einzelnen  Volumolemonte,  die  ja 
nach  der  augenblicklich  von  uns  angenommenen  Vorstellung  möglich 
sind,  verursachte  Energieändernng  berechnet  und  gleich  — (ü-f- 
jVTfi-)-A?v)  setzt. 

Fragen  wir  nun  nach  den  Folgen  des  Unterschiedes  zwischen 
den  Formelsystemon  14)  und  14'),  so  ist  zunächst  zn  bemerken,  dass 
sich  für  die  gesamten,  auf  einen  Krystall  im  elektrischen  Felde 
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wirkenden  Kräfte  und  Drehnngsmomente  aus  beiden  dieselben  Werte 
ergeben,  indem  die  Differenz  der  aus  14)  und  14')  folgenden,  auf 
die  Oberfläche  des  Krystalls  wirkenden  Kräfte  gerade  aufgehoben 
wird  durch  die  nach  14')  hinzukommenden  auf  dessen  innere  Ele- 
mente nnsgeübten  Drehungsmomente.  Ein  Unterschied  kann  also 
höchstens  in  den  Deformationen  auftreten,  und  zwar  würde  dies 
dann  der  Fall  sein,  wenn  die  durch  L,  M,  A' hervorgerufenen  Mole- 
kulardrehungen ihrerseits  Deformationen  zur  Folge  hätten.  Es  ist 
dies  ein  Punkt,  über  welchen  man  noch  keinerlei  Kenntniss  besitzt, 
weil  man  eben  kein  anderes  Mittel  als  elektrische  oder  magnetische 
Kräfte  besitzt,  um  Drehungsmomento  auf  die  Moleküle  auszuüben. 
Die  im  Falle  des  Vorhandenseins  solcher  Drehnngsmomente  notwen- 
dige Erweiterung  der  Elasticitätstheorie  ist  von  W.  Voigt  gegeben 
worden  ')•  — Dass  cs  gelingen  werde,  mit  unseren  jetzigen  Hilfs- 
mitteln jenen  etwaigen  Unterschied  in  den  Deformationen  nachzu- 
weisen und  somit  experimentell  zwischen  den  Formeln  14  und  14') 
zu  entscheiden,  ist  leider  wol  völlig  ausgeschlossen,  da  die  elektri- 
schen (oder  gar  magnetischen)  Deformationen  ,,‘2ter  Ordnung“  hei 
Krystallen  überhaupt  kaum  messbar  sein  werden,  um  so  weniger 
aber  der  fragliche  Unterschied,  welcher  von  den  Differenzen  der 
Haupt-Dielektricitäts-  (bzhw.  Magnetisirnngs)-Constanten  des  Kry- 
stalls abhängt. 

Aber  selbst,  wenn  es  gelänge,  auf  diesem  experimentellen  Wege 
die  Unzulässigkeit  des  symmetrischen  Spauuungssystems  zu  erweisen 
(—  eine  das  unsymmetrische  ausschliessende  Entscheidung  wäre  nicht 
möglich  — ),  so  würde  mau  darum  noch  nicht  die  Grnudvorstellung 
von  Maxwell  und  Hertz  aufzugebeu  brauchen;  deun  die  Existenz 
der  fraglichen  Drehungsmomeutc  wird,  wie  Hertz  1 c.  p.  395  be- 
merkt, mit  derselben  vereinbar,  wenn  man  den  Acther  bei  den  Be- 
wegungen der  Materie  als  ruhend  aunimmt,  in  welchem  Falle  aller- 
dings die  Hcrtz’sche  Theorie  einer  Moditication  bedürfte. 

Wie  bei  isotropen  Körpern,  so  bedürfen  auch  in  Krystallen  die 
Spannungen  Aj,  . . . einer  Ergänzung  (—  bestehend  in  den  Span- 
nungen 2ter  Art  — ) wegen  der  Aenderuug  der  dielektrischen  Pola- 
risation durch  Deformation.  Man  wird  bei  Krystallen  die  sechs,  das 
dielektrische  Verhalten  bestimmenden  Grössen  A',„  . . -A',j  als 
lineare  Functionen  der  Deformationsgrössen  s;*,  . . . einführen, 
also  den  Ansatz  machen: 


1)  W.  Voigt,  Theoretische  Studien  Ober  die  ElastieitätSTerhältuissc  der 
KrystnIJe,  At>hendluiigen  der  kgl.  Ges.  d.  VVissenseh.  zu  Göttingeil,  34,  1887. 
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15)  

Ä’lS  — A',5*4-l‘ci‘^-'  + l«S.V»  + lll3’i  + l'li4y'+lai*-r  + loO*4 
worin  im  allgemeinen  36  neue,  dem  Krystall  eigentümliche  Constanten 


>zm,n  Torkommen ').  Zufolge  diesem  Ansatz  erhält  man  { — wenn 
man  den  Index  ® der  Grössen  K auf  der  rechten  Seite  wieder  fort- 
lässt — ) folgenden  Ausdruck  für  die  potentielle  Energie  derVolnm- 
cinheit  des  deformirten  und  dielektrisch  polarisirten  Krystalls: 

16) 

r =.  (P  - 1 j/f„  4- . . 

■+-“:.ZZU- 

1 t, 

~swr«\dxj  + • ■ • 

+“'4:Si'- 

woraus  dann  in  analoger  Weise  wio  früher  folgende  Werte  für  die 
Spannungen  2ter  Art  9li''  . . . 91,;'  folgen: 


9(x' 


■ A i 

S.T 

_L2J.  + ‘U-  h\ 

+ dz  dx  ^ dx  di/i 


17) 


- s/ = L {-„  (|r)’+2...  % !f 


+ 2i5( 


Bcf  dip 
dz  dx 


+ 21-6 


d<p  d(f 
' dx  dy 


I 


1)  Dor  uuf  diü  ek-ktviiclicn  Doformntioncn  2tor  Ordnung  der  Krystalie 
bezügliche  Schlusssatz  meiner  Abhandlung  im  N Juhrh.  f.  Min.,  Beil.  • Bd. 
VII,  p.  231,  wo  ich  jene  Anzahl  zu  21  angab,  ist  unrichtig.  — Um  den  Ver- 
gleich mit  den  früheren  Entwicklungen  für  isotrope  Körper  zu  erleichtern, 
sei  bemerkt,  dass  für  letztere  zu  setzen  ist: 

^‘ij  ^33  ^“4  7tCt 

Äjj  a sss  s=a  z=  ■=*  Äjg  «=»  4 ?T^ 

I44  — l'iij  = ^co  =’  — 2 7i(a  — ß) 
wälirend  alle  übrigen  Iw.u  ~ 0 werrieii. 
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Man  hätte  F statt  als  Function  der  elektrischen  Kräfte  — a-,  — 

er-  Cy 

— g,  auch  als  solche  der  elektrischen  Momente  oder  Polarisationen 
a,  i,  c,  welche  mit  letzteren  durch  die  Relationen 


dip 


Vfp  . CIp 

¥x  ~ Sz 


verbunden  sind,  darstellen  können;  die  Form  bleibt  dabei  ganz  nn- 
gettndert,  nur  treten  an  Stelle  von  A', . . . A’,j  andere  Constanten 
A'„',  . . . A'„',  und  in  17)  an  Stelle  von  i,,  . . . ebenfalls  neue 
Constanten  . . . i-j,;',  welche  dcfiiiirt  werden  durch 

r ■ _ ^^ii'  ..  , ^A|,  , 8A')„ 

hi  - • '■><;  0^,  . ■ • • - 0,.^ 

In  dieser  Form  hat  Hertz  a.  a.  0.  die  von  der  magnetischen 
Polarisation  herrUhrenden  Spann  ungeu  dargestellt ; seine  Constanten 
^**'1  Mii-iii'  • • • entsprechen  genau  den  AT«', 

ij,',  . . . i'15'  . . . . 

Die  Constanten  A',',  Aj',  A3',  durch  welche  sich  A'„',  . . . A„' 
nach  den  Formeln  1‘2)  ansdrttcken  würden,  sind  die  reciproken 
Werte  der  Hanpt-Dielektricitütsconstauten  des  Erystalls ; sie  würden 
nach  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  also  mit  den  Quadraten 
der  drei  Hanptlichtgeschwindigkoiten,  bezogen  auf  die  Lichtgeschwin- 
digkeit in  Luft  = 1,  Ubercinstimmen.  Daraus  folgt,  dass  dann  A,,', 
. . . Ajj'  mit  den  6 das  „Fresnel’sche  Ovaloid“  bestimmenden 

P p 

Grössen  und  die  i™,»'  mit  den  von  mir  eingeführ- 

ten die  Aendernng  des  optischen  Verhaltens  durch  elastische  De- 
formationen bestimmenden  Constanten  identisch  werden,  und 

dass  insbesondere  die  Anzahl  der  verschiedenen  km.u  sich  für  die 
einzelnen  Krystallsysteme  in  genau  derselben  Weise  reducirt,  wie 
ich  es  für  die  a„,„  durebgefübrt  habe.  Wenn  nun  auch  jene  Ueber- 
einstimmung  keine  vollständige  sein  wird,  so  kann  man  doch  Jeden- 
falls sagen,  dass  die  k,,,.»'  für  hinreichend  langsame  elektrische 

Schwingungen  genau  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  die  für 


I)  F.  Fockeli,  tVi«d.  Ana.  37,  p.  151  ; 1889, 
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Lichtschwingungen , and  dass  dabcr  beide  Arten  von  Constanten 
voranssicbtlicb  von  derselben  Grösseuorduuug  sein  werden. 

Diese  Grössen  and  ^m.n,  von  welchen  die  Aenderang  des 
dielektrischen  and  magnetischen  Verhaltens  in  Folge  elastischer  De- 
formationen abhängt,  zu  ermitteln,  würde  der  Hanptzweck  weiterer 
Beobachtangen  über  Elekfrostriction  and  Magnetostriction  sein.  Denn 
wir  haben  gesehen,  dass  aus  diesen  Erscheinungen  nicht,  wie  man 
oft  meinte,  eine  Entscheidung  für  oder  gegen  die  MazweU’sche 
Theorie  von  der  Vermittelung  aller  elektrischen  und  magnetischen 
Wirkungen  durch  Spannungen  oder  Drucke  bergclcitet  werden  kann. 
— Wenn  aber  auch  andere  Gründe  voraussichtlich  zur  allgemeinen 
Annahme  der  Vorstollnng  MaxwelTs  führen  werden,  so  darf  man 
doch  nicht  vergessen,  dass  diese  selbst,  um  völlig  befriedigend  zu 
werden,  nachMaxweH’s  eigenem  Zugeständnisse)  noch  die  Lösung 
der  schwierigen  Aufgabe  erfordert;  „die  Spannungen  in  einem  dielek- 
„trisch  oder  magnetisch  polarisirten  Medium  aus  den  bekannten  Prin- 
,,cipien  der  Mechanik,  genauer  gesagt,  der  Dynamik,  zu  erklären". 


1)  Maxwell,  Tre.itisc  on  Klociricily  aml  Magnetiam  Arl.  110,  p.  163 
der  Uoberaeczung. 
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VI. 

Osculirende  Kugel  nebst  den  analogen 
Gebilden  für  n Dimensionen. 


Von 

R.  Hoppe. 


§.  1.  Dio  osculirondc  Kugel  einer  Ranmeurve  ist  das  analoge 
Gebilde  des  Krümmnngskreises  einer  ebenen  Cnrve.  Damit  ist  dio 
Frage  nach  einem  allgemeinem  Gebilde  für  beliebig  vielfach  ge- 
krümmte Linien  an  die  Hand  gegeben,  welches  die  zwei  genannten 
als  besondere  in  sich  begreift.  Um  soviel  als  möglich  die  Rechnnng 
dnreh  rännilichc  Anschauung  zu  illustrireu,  lasse  ich  die  Herleitnng 
der  osenlirenden  Kugel  in  solcher  Weise  vorausgehen,  dass  jede  dazu 
verwandte  Operation  sich  sichtlich  sogleich  von  der  Dreizahl  anf  n 
erweitern  lässt. 


§.  1.  Osculirende  Kugel. 

Ein  Pnnkt  P einer  Curve  s sei  Anfang  der  xyz.  Drei  andre 
Fnnkte  derselben  P■^,  /j,  /g  haben  die  unabhängig  unendlich  kleinen 
Hogenabstäude  «j,  «g,  % von  P.  Dann  ist  (Stetigkeit  bis  auf  3.  Ord- 
nung vorausgesetzt): 


jU=00  0/*®  K1L,U 

^ ,7T  etc.  {h  = 1,  2,  3)  (1) 

p— 1 V8-  fl. 

Der  Mittelpunkt  der  Kugel,  welche  durch  die  4 Punkto  geht,  ist 
der  Schnitt  der  Ebenen  E^,  A’g,  welche  dio  Sehnen  FPj,  PPi, 
PP-i  normal  halbiron.  Ihre  Gleichungen  sind; 
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**  (*0  ■ i^*'+ y*  (vo  — \yk)  + !'*  (*0  — hh)  — 0 oder : 
^iTo+y*yo+‘**j  ■“  i»"**  (A  = I.  2,  3) 
nach  deren  Auflösung  mau  erhält: 


j *"3 

M ^5 

^ = yi  y»  y3 

II 

H 

yi  Ü2  ya 

Sj  Sj 

*2  3a 

und  die  r die  Radienvectoren  bezeichnen. 


(2) 

(3) 


Seien  nun  g,  f die  Ooordinatcn  eines  der  Punkte  Pf,  7 3 
in  Bezug  anf  die  Tangente,  Haupt-  nnd  Binormale  in  /’,  und  a,  i,c,, 
a^dge^,  die  Ricbtungscosiuus  der  gcnauutcu  3 Fundamcntal- 

axeu  der  Curve.  Bann  ist  nach  den  Formeln  (1)  bis  auf  3 Ordnung 


i»  — «*- 


6(1* 


Vi 


Uh‘ 

2p 


At. 

6p*0» 


tk 


6prc 


(4) 


. wo  p und  n den  KrOmmungs-  und  Torsionsradius  bezeichnen , und 


a:*  = a,  Hs-l-ajijs-f-asJÄ  1 

JA  — V (5) 

*A  = C,Ja-|-Cj  7)A-f  ^sJ*  ' 

ist  Hiernach  wird 


Ctg 

^3 

/f  — 

^1  ^3 

Vl  Va  ^3 

<?l  Cg  C3 

mit  Weglassung  der  Terme  höherer  Ordnung. 
(5)  (4) 


1 «1  «1* 
l »3  »2* 

1 «3  «3* 

Ferner  ist  nach 


(C) 

Gl. 


TA*  ■=  1?A®-f  ft*  >=  »<A* 


ys  ys 
**  *3 


% Vs 
^s  Ss 


+ “3 


Si  Ss  i 


+ «3 


is 
Vs  Vs 


etc.  (7) 


Da  nun  J 6.  Ordnung,  ta*  ü.  Ordnung  ist,  so  sind  in  deu  Aus- 
drücken (7)  nur  die  Terme  4.  Ordnung  beizuhehalten.  Im  Ausdruck 
(3)  von  hebt  sich  der  erste  Term  von  tj  gegen  die  r*;  man  hat 
also  nur  einzufübren; 

Arch.  a.  Untli.  u.  Phy?.  2 Reihe,  T.  Xll. 
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..  Sq  111,^  . 

-*  ~ 8»  6 ji*’  ” 6^ 


(8) 


dann  wird  im  Aasdruck  (7)  die  erste  Determinante  mindestens 
7.  Ordnung,  fällt  also  weg,  die  beiden  übrigen  sind  4.  Ordnung,  und 
es  ergibt  sich: 


J,-. 


«I  «i  «j 

Cp*T 


1 * s * 

«3  ®P  S J 

«A*  UA®  Uh 

\ 1 

(h  = 1,  2,  3) 


(«sP  + '-s"  af) 


daher  nach  Gl.  (2)  (6): 


*0  = 


da* 


etc. 


(9) 


Für  einen  beliebigen  Anfangspunkt  ist  hierzu  noch  x zu  addiren, 
ist  die  Coordinate  des  Krümmungsmittelpunkts,  und  der 
Mittelpunkt  der  osculirenden  KOgel  erweist  sich  als  der  Coincidenz- 
punkt  der  KrQmmnngsaxe,  d.  h.  er  erzeugt  deren  Einhüllende.  Ist 
li  der  Radius  der  Kugel,  so  hat  man: 

^*=9’+ ("10*  (W) 


§ 2.  Das  osculirende  der  Kugelflächc  analoge 
Gebilde. 

Das  der  Kugelfläche  analoge  Gebilde  in  nfacher  Mannigfaltig- 
keit, welches  wir  kurz  runde  («— l)dehnung  nennen,  ist  der  Ort 
des  Endpunkts  einer  constanten  Strecke  eines  von  festem  Centrum 
ausgehenden  Strahles.  Wird  die  n fache  Mannigfaltigkeit  ausser 
dieser  Bedingung  durch  n — m lineare  Gleichungen  beschränkt,  so 
ergibt  sich  eine  runde  (m  — 1)  dchnnng  als  linearer  Schnitt  der  runden 
(n — l)debnung.  Man  kann  daher  bei  Darstellung  der  runden  (1, 
2.  3, . . . n — l)dehnungen  die  2ahl  n der  variabeln  Coordinaten 
eines  Punkts  unverändert  beibebalten. 

Die  n Coordinaten  eines  beliebigen  Punkts  in  Bezug  auf  n feste 
rechtwinklige  Axen,  deren  Anfang  ein  Punkt  P der  Curve  < sei, 

k 

seien  durch  a(fc  = l,  2,-  . . n)  oder  kurz  durch  x bezeichnet. 

k 

Ferner  seien  o«  oder  ai,{h  = 1,  2,  . . n)  die  Richtungscosinns  der 
n Fundamentalaxen  Ak.  Deren  Theorie  habe  ich  in  dem  Aufsatz 
XXL  5.  (TI.  XI.  S.  442)  entwickelt  und  verweise  hier  auf  denselben. 
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Wie  leicht  erhellt,  geht  jede  lineare  (n— Ijdehnung  durch  den 
Mittelpaukt  einer  runden  (m — ijdebnung,  wenn  sie  irgend  eine  Sehne 
derselben  normal  halbirt.  Seien  nun  A(A  — 1,  2,  . . . m)  mit  den 
Coordinatca  rt,  Curvcnpunkto  in  unendlich  kleinen  Bogenabständen 
US  von  P.  Dann  hat  ein  Punkt  -Cg  anf  der  linearen  (m  — Ijdehnung, 
welche  die  Sehne 

PP^  = r*  = y 1 rs» 

*=i 

normal  halbirt,  die  Gleichung  zu  erfttllen : 

i a-s  (*g  — Jx*)  = 0 oder  “ {r»”  (11) 

Um  aber  Mittelpunkt  der  runden  (m  -l)dehuung  zu  sein,  muss  er 
ausserdem  iu  der  liueareu  mdehuung  liegeu,  welche  durch  die  m-j-1 
Punkte  P,  P„  . . . Pm  bestimmt  ist,  folglich  fUr  irgend  welche 
Werte  der  Parameter  vh  die  Gleichung 

m 

Xg  (1.‘) 

befriedigen.  Dieser  Wert  iu  Gl.  (II)  eingefubrt  gibt: 

£ vu  Z rkXf,  — (13) 

^=1  t=i 

Gilt  diese  Gleichung  für  A = 1,  2,  . . . n>,  so  sind  die  m Parameter 
v/t  und  durch  diese  nach  Gl.  (12)  die  Coordinaten  des  Mittelpuukls 
xg  bestimmt. 

Zunächst  kauu  mau  von  der  linearen  mdehnung  (12)  zur  oscu- 
lirenden  mdehnung  übergehen.  Nach  taylor’scber  Entwickelung  ist 


(14) 

Setzt  man  dann 

m 

WA  “ 2 Vu  Uu^  : k I 

(15) 

/i=i 

30  wird 

Xq  ^ 2 

(16) 

;.=i 


wo  R für  endliche  w verschwindet.  Entwickelt  mau  ebenso  x*  und 
rs’,  so  erhält  man: 
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CO  00  uiJ*  •* 

S £ rrr-^TTi  ^ 

»=I  /-=HI  — 1)!*=1 


QO 

= 2’ 


u=2  II  ! 


(17) 


Bu  = ^ ^ (fi)xx(hx^l‘~^)  =:r  S — 2a*(.“)j 

*=i  A=i  *=1 

oder,  da  nach  Differentiation  z = 0 zu  setzen  ist, 


iJ„=-  2 (z2)M 
t=i 

Fuhrt  man  dies  ein  und  setzt  zur  Abkürzung 


(18) 


Aiu  = -2 

»=i 


(19) 


so  wird  Gl.  (11)  mit  Vernachlässigung  des  mit  verschwin 

donden  Restes: 


uiß  *"  “ 

2-'f  2 mÄXi.=-i£ 

ft!  A=1  J=l  ft! 


(20) 


Sie  wird  durch  willkürliche  «i,,  also  für  jedes  h erfüllt,  wenn  man 
die  Coefficienten  der  auf  beiden  Seiten  gleich  setzt.  Dann  hat 
mau : 

m 

^^wxAXfi  = (fl  = 1,  2,  . . .1«)  (21) 

und  nach  Auflösung  des  Systems: 

IC,  I AXfi  I (1,  ft  = 1,  2,  . . . ?n)  = (22) 

i 1 Alf,  A2fi  . . . A,_i,f(  Bft  Av-i-i./t  . , . A»tft  \ (ft  ^ 1,  . . . 7») 

und  nach  Gl.  (12): 


J 2 i(c)  I Ai^  . . . Ap~ijt  Bft  Ap^i^u  . • . An 


Alft  I (23) 


mit  obigen  Werten  von  1 und  ft  in  den  respectiven  Determinanten. 


Der  Radius  der  osculirenden  runden  (m  — Ddehnnng  ist  dann: 

und  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunkts  in  Bezug  auf  einen  belie- 
bigen Anfangspunkt 

= ®+*o 
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Atfs  der  resultircnden  Formel  (:i3)  würde  sich  nur  schwer  her- 
Iciten  lassen,  dass  der  Mittelpunkt,  wie  cs  die  Anschauung  fordert 
und  durch  geometrische  Schlüsse  sich  crgiebt,  auf  der  normalen 
linearen  (n  —1)  dehnung  liegt.  Doch  folgt  dies  auch  ganz  einfach 
aus  einigen  vorhergehenden  Formeln. 

Auf  der  Kochten  der  Gl.  (20)  fehlt  der  Term  ft  — 1.  Hieraus, 
wie  auch  aus  Gl.  (18)  erhellt,  dass  S,  ■=  0 ist.  Gl.  (21)  ergibt  also: 

m N 

■2  iclAii  — " 21  WA,  •£  x'*Gl  “=  0 
1=1  1=1  *=i 

Multiplicirt  man  Gl.  (16)  mit®'  und  sumrairt  nach  1-,  so  erhält  man 
(mit  Vernachlässigung  von  Jl): 

2 z‘r„  — 21  wl  21  ®'i(l)  »=  0 (24) 

1=1  1=1  *=i 

nnd  hiermit  den  Satz: 

„Die  Mittelpunkte  der  osculirenden  runden  (1,  2,  . . . n-1)- 
„debnnngen  liegen  sämtlich  auf  der  normalen  linearen  (n — 1 )deh- 
„nnng.“ 

Zugleich  ergibt  sich  die  Identität: 

M m 

£ x'  £ xt')  I A[u  ■ • • Ar— i,u  Bit  Ar4-i,(i  . . . A,„u  | = 0 (25) 

t=i  »=l 

gültig  für  jede  Kichtnng  der  Abscissenaxe. 

§ 3.  Lage  des  Mittelpunkts  der  osculirenden 
runden  (tn — l)debnnng  in  Bezug  auf  das  Fnndamental- 
axensystem. 

Sind  £,(j,  I201  • ■ ■ die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punkts 
Pq  der  osculirenden  linearen  m dehnung  in  Bezug  auf  die  »1  ersten 
Fundamentalaxen.  so  ist 

m 

xo  = Al  a^tS/,0  (26) 

/i=2 

Hierdurch  ist  bereits  die  Bedingung  (12)  ersetzt,  und  damit  7),  Mittel- 
punkt der  osculirenden  runden  (m—1) dehnung  sei,  so  braucht  er 
nur  noch  die  Bedingung  (11)  für  A = 1,  2,  . . .m  zu  erfüllen, 
welche  nach  Substitution  der  auf  xg  und  za  angewandten  Werte  (26) 
lautet; 

^ = i'A»  = 1 21  $-,uA»  (A  = 1,  2,  . . . m)  (27) 

A<=1  /i=l 
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Die  AaflösQog  des  Gleicbungssystems  ergibt: 

(28) 

wo 

•^  = I I (ft,  A — 1,  2,  . . . m) 

— I Si*?2*  . . . I (A  — 1,  2 . . . m) 

Nach  taylor’scber  Entwickelung  hat  man: 

I»  ( m 1 

“■*  “ ^ -J-f  +“*"■*■'  Ämj 

wo  S^(^)  den  itcn  Differentialqnotientcn  der  Coordinate  des  laufen- 
den Curvenpunktes  in  Bezug  auf  die  als  fest  gedachte  fite 
Fnndameutalaxe  des  Punktes  P,  also  für  constante  Of,,  bezeichnet. 
Subtrahirt  mau  die  zwei  gleichen  Ausdrücke,  so  kommt; 

0 - Om  I ~ 

m— 1 \uk^  X 

Z a/i  j — j- I, 2f„,  — «»“Äm-w 

p=l  ( fn.  ) 

Alle  Terme  mit  Ausnahme  der  Terme  der  ersten  Somme  für  A “ 1, 
2,  . . . m — 1 habeu  den  Factor  folglich  sind  die  Coefficienten 
der  letztem  sämtlich  null,  und  man  bat: 

(//U)  = 0 für  A = 1,  2,  . . . ,*  — 1 

daher: 

*•* 

(29) 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Determinante  .4  ein,  so  erkennt  man 
leicht,  dass  von  jeder  Summe  (29)  nur  der  erste  Term  in  Rechnung 
kommt,  weil  jeder  folgende  Term  dem  ersten  Term  einer  folgenden 
Summe  proportionirt  ist.  Folglich  ist 

I «A“  I ”• 

^ = 1 I = I I irr  (A,  #*  “ 1, 2, . . . m)  (30) 

Auch  ifp  bestimmt  sich  durch  die  gleiche  Betrachtungsweise,  wenn 
man  zuvor  r**  nach  Potenzen  von  «*  entwickelt.  Nach  Gl.  (27)  ist 

»n  II,  ...X 

r**  - X ~ X C’A  (31) 

ju=i  ;.=2  A ! ^ ' 
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Cx  = z (|;.»)(^)  (32) 

/t=l 

Die  Determiuaatc  Jv  zerfällt  iu  ciuc  Summe  von  Detcrmiuantcu 
eutsprecbeud  den  Termen  der  Snmme  (31).  Jede  Teildctcrminanto 
besteht  wieder  aus  Determinanten  entsprechend  allen  Comhinationen 
derjenigen  Exponenten  von  uh,  welche  in  irgend  einer  Folge  die 
Werte  1,2,.  . . m haben.  Von  diesen  sind  die  Werte  v-f-l,  v+2, 
. . . m bereits  übereinstimmend  mit  J festgelogt.  Für  A -=  v geht 
die  Teildeterminante  von  selbst  in  nur  mit  anderm  Coefticienten 
über.  Für  A <C  v sind  die  Stellen  der  Exponenten  1,  2,  . . . A— 1 
nnersetzlicb,  bleiben  also  wie  in  Die  übrigen  Exponenten,  welche 
in  J ihre  niedrigsten  Werte 

A,  A + 1,  . . . V— 1 (J3) 

hatten,  sind  durch  Erhöhung  in  beliebiger  Folge  auf 
A+1.  A + 2,  . . . V 

zu  bringen,  was  auf  2*^A  Weisen  möglich  ist.  Das  Vorzeichen  der  so 
erhaltenen  Determinanten  wechselt  natürlich  bei  Vertanschung  von 
je  2 Exponenten,  die  zur  Herstellung  der  aufsteigenden  lieihe  der- 
selben nötig  ist.  Sei  a die  Erböhuugszabl  eines  beliebigen  Gliedes 
der  Reihe  (33),  und  beziehe  sich  das  Summenzeicheu  S auf  die  ver- 
schiedenen Reiben  der  o,  welche  einem  v — A zugehören’;  daun  wird 


1 r m t In)  »_1  ‘c^Cji+o) 

- 2 Cx  n n 

x=2  a=l  5+”) 


und  nach  Division  durch  gemäss  Gl.  (28)  (30) 

1 p r-1 

^ X J ' 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst;  denn  iVs  bezeichnet  die  Coor- 
dinate  des  Mittelpunkts  der  osculirenden  runden  (m  — 1)  dehnung  in 
Bezug  auf  die  vte  Fnndamentalaxe. 

Da  iro  von  m unabhängig  ist,  so  ist  der  Wert  (34)  auf  jede 
mehr  als  (v  — 2)  fach  gekrümmte  Linie  anwendbar.  Zu  jeder  (m—1)- 
facb  gekrümmten  Linie  in  einer  beliebig  mehr  als  (»>  — 1)  fachen 
Mannigfaltigkeit  erhält  man  also  eine  Reibe  von  Mittelpunkten  oscu- 
lirender  runden  (1,  2,  ■ • • v — l)dehnuugou,  indem  man  zu  den 
V — 1 Coordinaten  aller  vorausgehonden  Mittelpunkte  noch  eine  v te 
Coordinate  in  der  binzukommenden  vten  Richtung  nach  Gl.  (31) 
hinzufügt.  Demnach  bilden  der  vte  und  (v  — l)te  Mittelpunkt  mit 
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dem  laufenden  Punkte  der  Curve  stets  ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
und  die  Mittelpunkte  sind  die  Ecken  einer  orthogonalen  gebrochenen 
Linie,  zn  deren  Bestimmung  man  bloss  die  Längen  der  geraden 
Strecken  £,g,  |,g,  . . . zu  kennen  braucht. 

Zu  ihrer  Berechnung  aus  Gl.  (34)  bedarf  man  der  Werte  der 
nicht  vollständigen  Diiferentialqnotienten  von  1^,.  Nach  Definition 
hat  man: 

a;(^)  = js 

woraus: 

*=i 

Der  Wert  von  Cx  ergibt  sich  aus  dem  von  r**;  denn  nach 
Rcihcueutwickeluug  von  arh*  erhält  mau: 

n um 

*=1  k=l  A=l 

Dies  verglichen  mit  Gl.  (31)  gibt: 

a = fj  2 (x*)G) 

4 ! i=i 

Es  wird  sich  wol  empfehlen,  Tabellen  für  die  Anfangswerte  der 
in  Gl.  (34)  vorkommendcu  Grössen  aufzustcllen. 


V — 1 

Reiben  der  a j 

c v-l' 

Reiben  der  a 

£ 

1 

i 1 

1 5 

11111 

1 

2 

11 

0 

20111 

0 

20 

1 

30011 

1 

3 

111 

1 

12011 

0 

201 

0 

40001 

0 

300 

1 

13001 

1 

120 

0 

20201 

! 1 

4 

1111 

0 

11201 

0 

2011 

1 

50000 

1 

3001 

0 

14000 

0 

1201 

1 

20300 

0 

4000 

1 

11300 

1 

1300 

0 

30020 

0 

2020 

0 

12020 

1 

1 1120 

1 

20120 

1 

i 

11120 

iO 
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>1  = 1 I 2 ; 3 ] 4 I 5 
JCi  — 0 ! 1 ' 0 1 — ! — 5/>iPi' 

wo  Pi,  Pi,  ■ . • dio  erste,  zweite,  . . . Krümmung  bezeichnet. 


X 

EA<^>  [ 

j,a+i) 

1 

1 

0 

2 

i I 

Pj 

Pl 

3 

PiP» 

-PiPl'+Pl  Ps' 

4 

1 PiPsPs 

1 

3pi  ‘ Ps  Pä + 2pi  P,’P3  +Pi  P*  P3' 

5 

1 PlPiPsPi 

(36) 


(37) 


X I 

1 i — Pi* 

3 ! pi"-pr’*  — PiPs* 

3 3pi>,+3p,'p/-fp,p,"  — 

X I £a(H8) 

1 I -3/>iPi' 

2 I Pt"—  3p, 'p,»  - 6p, *p,'  — ‘dj),piPi 

Jja+4)  „ — 4p,p,"+p,‘+p,»p,»-3p3‘> 

— 0 (38) 


Pi 


^3U 


Pi^Pa 


Pi  PzPs  V Pl’ 


Pl'p/ 

PiPj 


, PL  + 6?l‘Pi"  , 2p,'’pi‘  pt"pl  _ PtW 

PlPtPsP*\  Pl  Pl"“  PtPi  PiPs  PlP» 

?Pl  _ *Pi'^Pi  _ _ PiPtPi  _ 2Pi.'*Ps'  _ Pi!/V 

P”  Pi*Pi  PiPz*  PlP*P3  Pi*Ps  P.1 
Pi'Pj*  > Ps'Pa'  Pi'p3*\ 

7^1  /'a  / 
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§ 4.  Die  K rUmmangsaxen  und  ihre  Coincidenzpankte. 

Die  Axe  dos  KrQmmnngskreises  einer  Raunicurve,  gewöhnlich 
Krümmungsaxe  genannt,  ist  hckauutlich  parallel  der  dritten 
Fundamentalaxe  und  bat  einen  Coiucidenzpunkt,  der  zugleich  Mittel- 
punkt der  Krilmmungskugel  ist. 

Dies  bietet  Anlass  zu  dreifacher  Erweiterung  auf  mehr  als  zwei- 
fach gekrümmte  Linien. 

Zunächst  betrachten  wir  das  Lot  auf  dem  Raume  der  Krttm- 
mungskugel  in  ihrem  Mittelpnukte  crriclitet.  Dieses  ist  parallel 
der  vierten  Fundamentalaxe  und  geht  durch  den  Mittelpunkt  der 
oscnlirenden  runden  4 dehnuug.  Jeder  ihrer  Punkte  hat  einen  con- 
stanten  Abstaud  vou  der  Krüminungskugel,  nämlich  die  Hypotenuse 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Katheten  sein  Abstand  vom 
Fusspunkte  nnd  der  Kugelradins  sind.  In  diesem  Sinne  ist  er  Axe 
der  Krüminungskugel,  nnd  wir  können  ihn  zweite  Krümmnugs- 
axe  neunen. 

Alles  dies  ist  von  selbst  oder  aus  dem  Vorigen  klar.  Ob  aber 
die  2.  Kt'ümmnugsaxe  die  2 andern  Eigenschaften  mit  der  ersten 
gemein  hat,  d.  h.  ob  sic  einen  Coiucidenzpunkt  hat,  und  ob  derselbe 
der  Mittelpunkt  der  runden  hdehnung  ist,  bleibt  eine  zu  unter- 
suchende Frage. 

Die  vorstehende  Betrachtung  lässt  sich  auf  die  ganze  Reihe  der 
osculircnden  runden  m dohnungen  ansdeboen.  Im  Voraus  ist  be- 
kannt, dass  die  Verbinduugsgeraden  der  successiven  Mittelpunkte 
Stücke  der  successiven  KrUmmungsaxen  sind,  und  dass  die  mte 
Krümmungsaxe  die  Richtung  der  (m-{-2)ten  Fnndamentalaxc  hat. 

Die  Bedingung,  unter  der  eine  beliehigc  variirende  Gerade  in 
n facher  Mannigfaltigkeit 

z =■  o-|-au 

wo  « den  Ricbtnngscosinus  bezeichnet,  einen  Coiucidenzpunkt  z bat, 
ist  3z  — 0,  wird  also  gebildet  durch  die  n Gleichungen: 

0 = 0a-f-a3u-|-u3a 
und  nach  Elimination  vou  u und  du; 

I <1  Sn  dx  I = 0 
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gültig  für  alle  CombiDationen  von  3 unter  den  n Coordinaten  a und 
den  zugehörigen  a. 

Die  (m  - 2)  te  KrUmmungsaxe  hat  die  Gleichungen : 

fn—1 

A=1 

daher  lautet  die  obige  Bedingung: 

m — l 

I Om  Om  (i+  2t  akbh)'  I 0 
Da  nun  a' = o,  und  nach  T.  XI.  S.  446  Gl.  (13) 


o*'  4 1 — pi,-\iih-i  (39) 

ist,  so  ergibt  sich: 

W — 1 

1 Om  o,„'  ai-\-  2 jo*'i'*'  + (p*o*  + i — y*_inj,-i)  i*]  | =.  0 


oder  (mit  Beachtung,  dass  po  = 0,  Cq  = 0,  o„,+i  = 0 ist): 

m— 2 

1 o„,  om-i  o,  + 2 o*(i*' — pa';/i+i +p*-ii*-i)  I -=  ü 

*=i 

Diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn 

...  ..I  i.  tO  für  /t  = 2,  3,  . . . m — 2 

t»  — PAi*+i+p;,-if*-i  ■=  i ..1  für  „ 1 

Für  A — 1 ist  in  der  Tat 

pA?*+i  =”  1 ; I*'  = 0;  h-i  “ 0 

Ferner  ist  S»o  ein  Punkt  auf  der  (A  — 2)ten  Krümmuugsaxe,  folglich 
muss,  damit  Ia»  Coincidenzpuiikt  der  (A  — 2)tcu  Krümmuugsaxe  sei, 

|*o‘ — p*J*)-i.i)+p*— = für  A = 2,  3,  . . . m — 2 (40) 

sein.  Dieser  Bedingung  genügen  identisch  die  Werte  der  letzten 
Tabelle  von  § 3.  für  A = 2,  3,  4.  Daher  haben  die  erste,  2te,  3te 
Krümmnngsaxe  zu  Coincidenzpunkten  die  Mittelpunkte  der  osculiren- 
den  runden  (2,  3,  4)  deliuungon.  Die  identische  Gültigkeit  der  Be- 
lation  (40)  für  jedes  k zu  beweisen  ist  mir  nicht  gelungen.  Findet 
sie  statt,  so  dreht  sich  im  Fortschritt  der  Curve  das  System  der 
KrUmmungsaxen  momentan  um  deren  Durchnittspunktc.  Bewiesen 
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ist  vor  der  Hand,  dass  die  2 genannten  Eigenschaften  der  ersten 
Krümmangsaxe  nicht  auf  diese  beschränkt  sind,  sondern  zunächst 
auch  in  4 und  5 fachcr  Mannigfaltigkeit  für  3 und  4 fache  Krüm- 
mung der  2ten  und  3ten  Krttnimungsaxe  zukommeu.  Darüber  hinaus 
reducirt  sich  dann  die  Bedingung  (40)  auf  ihre  Gültigkeit  für  A— 5, 
6,  . . . m — 2 

Mit  Gl.  (40)  ist  gleichbedeutend: 

ata-jo'  — 0 (A  -=  5,  6,  . . . m — 2) 

t=l 

Bemerkenswert  ist  ferner,  dass  nach  Gl.  (39)  und  (40)  die  |*o  die- 
selbe Relation  zu  erfüllen  haben  wie  die  n*. 
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XXI. 

Miscellen. 


1. 

Eine  räumliche  Betmchtung'  der  Dreleckspuukte. 

In  jedem  Dreiecke  lassen  sich  die  Höhen  desselben  als  die 
axonometrische  Projection  der  drei  zu  einander  orthogonalen  Achsen 
des  Raumes  auffassen. 

Es  erscheint  somit  Fig.  1.  das  Dreieck  ryi  als  Spnrcndreieck 
und  sein  Höhenschnittpunkt  A als  die  axonom.  ProJ.  des  Achsen- 
ursprunges.  rn  der  Mittelpunkt  der  der  körperlichen  Ecke  Axgz 
nrageschriebenen  Kngel,  erscheint  als  Mittelpunkt  des  dem  Spuren- 
dreiecke  umgeschriebenen  Kreises,  nnd  seine  Projectionen  sind  die 
Mittelpunkte  der  Seiten  desselben. 

Die  Projectionen  der  Seitensymmetralpnnkte  sind  it„  (i,,  Die 
Punkte  A,  nt,,  m,,  ncj,  p,,  (ig,  m sind  also  die  Ecken  eines 
Parallelepipedes,  dessen  nmgeschriebene  Kugel  ihren  Mittelpunkt  in  o 
dem  Mittelpunkte  des  Stciner’scben  Nennpnnktkreises  hat,  mit  Be- 
rücksichtigung der  elementar  geometrischen  Auffassung  des  ganzen 
Gebildes.  Die  meisten  Sätze  des  Parallelepipedes  können  also  fQr 
diese  Punkte  in  Anwendung  gebracht  werden.  So  folgt  z.  B.  daraus 
der  Satz: 

In  jedem  Dreiecke  ist  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des 
nmgeschriebenen  Kreises  von  einer  Seite  gleich  der  Hälfte  des  zu 
dieser  Seite  gehörigen  oberen  Höhenabsebnittes.  o,,  o,,  o,  die  Proj. 
von  o sind  Mittelpunkte  von  Kreisen,  die  durch  A und  bezaglicb 
m, , mg,  mg  gebend  die*  Höhen  Uber  der  anliegenden  Seite  des 
Spnrondreieckes  hälften. 

* der  Schwerpunkt  des  Spnrendreieekes  tritt  als  Ecke  eines 
Parallelepipedes  auf,  das  durch  die  Verbindung  der  Seitend iagonal- 
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schnittpnnkte  des  NeuDpunktkrcisparallcIepipedes  mit  den  ttbrigen 
Ecken  dieses  erbalten  wird.  Seine  Projectionen  »„  »3  sind  die 

Schwerpunkte  der  Projectionsdreiccko  Axy,  Axz  und  Ayz.  z liegt  also 
auf  der  Diagonale  Am,  und  cs  ist  sowol  iin  Räume  wie  in  der  Proj. 
Ao  om,  o«  ==•  Jom,  mz  = J/1  m,  u.  s.  w. 

Construiren  wir  Fig.  2.  die  Punkte  c,,  cj,  «3,  die  bezaglich  der 
Proj.  Ebenen  symmetrisch  liegen , also  Mittelpunkte  von  Kugeln 
sind,  die  auch  durch  die  Eckpunkte  der  Proj.  Dreiecke  gehen , so 
erhalten  wir  durch  die  Verbindung  mit  dem  Punkte  m eine  Polar- 
ecke zu  A und  durch  die  gegenseitige  Verbindung  ein  mit  xyz  con- 
gruentes  Dreieck. 

Der  Höbenscbnittpnukt  und  der  Mittelpunkt  des  umgeschriebenen 
Kreises  eines  Dreieckes  sind  also  keine  so  weit  verwandten  Punkte, 
sondern  sie  sind  reciprok.  Die  beiden  sich  durchdringenden  Vier- 
flächner haben,  zur  Grundgestalt  ein  rechtwiukeliges  Parallelepiped 
(in  der  gegebenen  Detraebtuug),  bilden  also  einen  steruförmigen 
Körper,  dessen  Einbülleude  ein  rhombisches  Prisma  Ac^zc^ycixm 
ist.  Die  Kugel  um  m durch  A ist  gleich  der  Kugel  um  A durch  m; 
nicht  nur  in  der  Proj.,  sondern  auch  im  Raume  ist  x von  m,  Oj,  e, 
u.  s.  w.  gleich  weit  entfernt,  und  das  Dreieck  e,  m cj  mit  der  Spitze 
X ebenso  wie  die  analogen  Dreiecke  fordern  eine  Ergänzung  zu 
Rechtecken  und  Pyramiden,  die  durch  A oder  m zn  Oktaedern  ver- 
vollständigt werden. 

Von  ganz  ausserordentlicher  Tragweite  ist  die  elementare  Be- 
trachtung mit  Bezugnahme  eines  Höhendreieckes  z.  B.  z,.  Die 
projicirten  Achsen  sind  Winkel halbirende;  ihr  Schnittpunkt  der 
Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises;  ihre  Schnitte  mit  den 
Seiten  des  Spurendreieckes  Mittelpunkte  der  angesebriebenen  Kreise, 
deren  Radien  durch  die  Schnittpunkte  des  Höhendreiseites  mit  den 
Verbindungslinien  der  reciproken  Punkte  A und  m mit  x,  y,  z be- 
stimmt sind.  Diese  Schnittpunkte  sind  zugleich  die  Berührungs- 
punkte der  Kreise,  und  ihre  Entfernung  kann  nach  dem  Satze  von 
der  Grösse  der  Tangenten  an  2 Kreise  und  dem  Dreiecke  Z|  z, 
geprüft  werden,  mx  muss  z.  B.  senkrecht  sein  aufzj^i,  weil  dem 
Parallelismns  der  Linien  zufolge  Wkl.  mxy  = ^0303  = — zyA 

= Axz  = . , . ist. 

Die  Unzahl  der  congruenten  Dreiecke,  der  gleichen  Winkel,  der 
Bcstimmnugspnnkte  von  Kreisperipherien  und  die  ausgezeichnete 
Harmonie  machen  das  Ganze  zu  einem  wunderbaren  Gebilde,  das 
in  seiner  Proj.  wie  im  Raume  ähnliche  Erscheinungen  zeigt. 

Diese  erreichen  eine  interessante  Höhe,  wenn  man  die  gegebene 
Betrachtung  nicht  bloss  für  ein  Dreieck  anwendet,  sondern  dieselbe 
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Betrachtung  auch  bei  seinem  Höhendreiecke  ausftthrt.  Dann  er- 
scheinen Winkelbalbirende  als  Höben  and  umgekehrt,  und  die  Ver- 
einigung löst  die  Aufgabe:  Man  construire  ein  Dreieck  ans  einer 
Seite  z.  B.  xy,  einem  anliegenden  Winkel,  etwa  Wkl.  xyz  und  der 
Summe  der  Höhe  ans  diesem  Winkel  nnd  ihrem  unteren  Abschnitt, 
also  » = yA-J-Avi,  wodurch  die  Dreiteilung  des  Winkels  mit  Hilfe 
von  geraden  Linien  gelöst  erscheint.. 

Wird  der  Winkel  XAT  dnrch  die  Geraden  1 nnd  11  in  drei 
Teile  geteilt,  und  zeichnet  man  mit  einem  beliebigen  Radins  um  A 
einen  Kreis,  so  wird  DB'  •=  B'  H. 

DH  ist  stets  senkrecht  auf  11  und  trifft  die  Normale  anf  AX 
im  Punkte  B.  Der  Halbkreis  Uber  AB  als  Durchmesser  gebt  durch 
B',  nnd  sein  Schnittpunkt  mit  dem  Strahle  Al"  mit  B verbunden, 
ergänzt  AB  und  AB'  zu  einem  Dreiecke,  dessen  Höhenschnittpunkt 
H ist. 

Da  Wkl.  XI  1 11 -=  II Y,  ist  auch  arcAA’ = arcA'B' — 
arcB'A'.  Ferner  ist  AB  = BD.  Wir  kennen  also  vom  Dreiecke 
ABC  die  Seite  AB,  den  Winkel  ABC,  die  Summe  aus  der  Höhe  BB' 
und  dem  untern  Höhenabscbnitt. 

Graz.  Cbiadek  Franz, 

Techniker. 


2. 


lieber  gewisse  Gleichungen  und  Constanten  der  mechanischen 
Quadratur  und  der  Mechanik  ebener  Figuren. 

Man  kann  die  reducirte  Pendellängo  einer  ebenen  Figur  fUr 
eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Aufhängungsacbse  x xp,  wenn  die 
Breite  der  Figur  in  der  Entfernung  x vom  Coordinatenanfang  f{x) 
ist,  ihrem  mathematischen  Ausdruck 

f (x  — XpYf(x)dx 
f(x—xp)  f(x)dx 

zufolge  als  Schwerpunktsabstand  einer  neuen  Figur  von  der  Auf- 
bängungsachse  anseben,  deren  Breite  {x  — xp)  f{z)  ist.  Hiernach 
verschwindet  ebenso  wie  das  statische  Moment  um  die  Schwurpunkts- 
achse » •= 

f(x  —X,)  f{x)  dx=  0 

auch  das  Integral: 
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f(x  — rf)  (x  — a-,)  fix)  dx  = 0; 

wenn  xp  and  xq  die  Coordinaten  einer  Anfbängnngt-  und  zugehörigen 
Schwiugnngaachse  sind.  Aus  dieser  Gleichung  ersieht  man,  dass 
die  beiden  Geraden  x = xp  und  x = xq  nicht  nur  unter  einander 
(Reversionspendel),  sondern  auch  mit  jeder  Geraden,  deren  Coordi- 
nate  x die  Gleichung  f(x)  = 0 erfüllt,  vertauscht  werden  können, 
welches  letztere  der  vorhergehenden  Gleichung  zufolge  auch  für  die 
Schwerpunktsachse  x — x<  gilt. 

Sind  sämtliche  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  ->  0 reell,  so 
verknüpft  sie  einerseits  mit  x>,  andererseits  mit  zwei  zusammen- 
gehörigen Xp  und  Xq  dieselbe  Gleichung,  welche  die  Absuissen  in 
einem  den  Grenzen  der  ebenen  Figur  entsprechenden  Intervall  er- 
füllen müssen,  damit  vermittelst  der  zugehörigen  Functionswerte 
über  dasselbe  mit  einer  um  einen  Grad  höheren  Genauigkeit  mecha- 
nisch quadrirt  wird,  als  die  Zahl  der  Ordinaten  erwarten  lässt;  eine 
Uebereiustimmung,  welche  mau  auch  unmittelbar  aus  dem  Genauig- 
keitsgrade dieser  Quadraturformelu  ableiten  kann,  indem  man  eben 
mit  Hülfe  dieser  letzteren  die  zur  Bestimmung  des  statischen  und 
des  Trägheitsmoments  führenden  Integrationen  erledigt. 

Berlin,  d.  28.  10.  92. 

Rudolf  Skutseb. 
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VIII. 

Einige  Bemerkungen  über  die  Laind’schen 
Functionen  zweiter  Art. 


Von 

Ulrich  Bigler. 


Schon  der  Umstand,  dass  Heine  in  seinem  Handbuche  der 
Kugelfunctioncii,  Bd.  1,  Absatz  c des  § 87,  die  DiffcroDtialgleichung 
für  die  mit  S und  C bezeichneten  Kugelfunctionen  aurnft,  beweist, 
dass  die  in  Gleichung  (58,  c)  mit  f bezeichneten  Functionen  zweier 
Variabein  (u,  t>)  (mittelbar  ;,  t)  einer  Kugcifläche  und  nicht  der 
Oberfläche  eines  Ellipsoides  angeliören.  Die  Gleichungen  (58)  und 
(58,  a)  werden  im  Verlaufe  gar  nicht  mehr  gebraucht,  sondern  der 
Leser  hat  sic  durch  a;  ■=  p cos  6,  y = p sin  6 cos  v,  z = p sin  ö sin  w, 
verbunden  mit  dem  System  (58,  b)  zu  ersetzen.  Die  drei  Flächen, 
welche  Herrn  Heiue  einen  Punkt  des  Raumes  bestimmen,  sind  durch 
die  drei  Gleichungen 


**+y*+a* 


(i*— 6' 


0 


bestimmt  Eine  Schaar  concentrischer  Kugeln  wird  von  zwei  Schaaren 
confocaler  Kegel  geschnitten.  Nur  nnter^dieser  Bedingung  geht  aus 
der  Gleichung  [jF=0  (Differentialparameter  2.  Ordnung)  die  Glei- 
chung (58,  c)  hervor,  indem  man  entweder 

V oder 

«■=0  n—O 

arch.  d.  Math.  a.  Fhys.  2.  Raike,  T.  XII.  8 
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setzt,  jenachdem  das  Potential  r sich  auf  einen  innerhalb  der  mit 
Masse  belegten  Kugelääcbe  behndlicben  Punkt  oder  auf  einen  äussern 
Punkt  bezieht.  Wenn  aber  eine  dreiaxige  Ellipsoidfläche  mit  Masse 
belegt  ist,  so  soll  nach  Lamd  das  Potential  V für  einen  innern 

n n n 

Punkt  durch  ein  Aggregat  von  Producten  wie  E(g)  . E(ii)  . E (») 

m m m 

und  für  einen  äussern  Punkt  durch  ein  Aggregat  von  Producten 
n n n 

wie  F(q)  . E(n)  . E(v)  dargcstellt  werden,  wo  E eine  Function 
m m m 

zweiter  Art  ist.  Bei  dem  System  von  Flächen,  das  Heine  hier  im 
ersten  Baude  zu  Grunde  gelegt  hat,  hat  er  nur  den  Gegensatz  von 

e"  und  und  man  begreift  nicht,  wie  er  von  der  Vorstellung 

einer  Potcntialfunclion  V aus  zu  den  LamÄ’schen  Functionen  zweiter 
Art  gelangt.  In  Bd.  II  hat  Heine  aber  Putentialfunctionen,  denen 
ein  allgemeines  System  confocaler  Flächen  zu  Grunde  liegt. 

In  §.  101.,  Bd.  I,  versucht  Heine,  der  Lamd’schen  Function 
2.  Art  eine  andere  Darstellung  zu  geben,  die  sich  von'  F(x)  nur 
durch  einen  constanten  Factor  unterscheidet,  gibt  sich  aber  keine 
Muhe,  denselben  zu  berechnen.  Er  tut  Unrecht,  diese  Con- 
stante  eine  numerische  zu  nennen,  da  sie  doch  bei  ihm  eine  alge- 
braische Function  von  and  c*  ist.  Ich  habe  mich  nnn  daran 
gemacht,  diese  Constante  zu  bestimmen  und  erlaube  mir,  meine 
Kesultate  hier  zu  veröffentlichen. 

Ich  erkläre  ausdrücklich,  dass  ich  als  erste  Flächenschaar  nicht 
concentrische  Kugeln,  sondern  confocale  Ellipsoide  vorausetze.  Die 
Halbaxenquadrato  eines  solchen  seien  x — a,  x — b,  x — c,  wo  a < b 
c < ».  Die  Lamd’sclie  Function  erster  Art  ist  Pfir)  — (x  — a)“. 
(i  — — e)y  X Qw,  [wo  Q(z)  = a' — S — d^x’~  ^ 

+ . . .-1-  (— Iprfo  eine  ganze  Function  »ten  Grades  von  *,  und 
durch  keines  der  drei  Halbaxenquadrate  teilbar  ist],  welche,  wenn 

2V'(a:  — a)  (x  — b))x  — c) 
gesetzt  wird,  der  Bedingung,  dass 

1 a*P(«) 

P{x)  ■ 8»t 

eine  ganze  Function  von  x sei,  genügt.  Es  werde  noch  beige- 
fügt, dass  jede  der  drei  Zahlen  2a,  2/3,  2y  entweder  null  oder  eine 
ganze  positive  Zahl  sein  soll,  damit 
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n — 2(«+(S  + )’4-tj) 
Es  ergibt  sich  dann,  dass 


1 

P{x)  • 


S*P(x) 
dP  ~~ 


n(n-f  1)*  + ^;, 


E = (4n  — 2)  (<ij  -f-  «o  -j-  |Si  yc)  — n*  (a  i -)-  c) 


die  Exponenten  n,  ß,  y sind  keiner  andern  Werte,  als  0 nnd  | fähig. 
Der  Coefficient  dx  in  der  Fnnct.  Q erscheint  als  ganze  Fnnction 
iton  Grades  von  rf,  mit  reellen  Coefdeienten;  </,  ist  Wurzel  einer 
Gleichung  (»-[■f)ton  Grades,  die  lauter  reelle  und  verschiedene 
Wurzeln  hat;  jeder  Wurzel  <1,  entspricht  ein  Polinom  Q(x).  Die 
Gleichung  Q(x)  =»  0 hat  nur  reelle  und  ungleiche  Wurzeln,  die 
für  jeden  andern  Wert  d,  auf  andere  Weise  in  die  zwei  Intervalle 
a<«<i,  4<iir<c  verteilt  sind. 


Es  sei  nun  T{x)  ein  zweites  Integral  derselben  Di  deren  tialgl., 
welcher  Pfa)  genügt,  das  sich  von  diesem  nicht  nur  durch  einen 
constanten  Factor  unterscheidet.  Daun  ergibt  sich  durch  Subtraction 
beider  Differentialgleichungen,  derjenigen  für  T und  derjenigen  für 
P,  die  Gleichung 

1 S^T  1 3»P 

r ■ ci*  ~~  F dt*  ” 

das  heisst 


oder 


8T  8p 
^■öV  ~ ^ dt  ' 


P* 


dt 


© 


const. 


8 

dx 


— const. 


1 

2Vtl(i—a}  X F* 


Heine  verlangt  nun,  dass  in  der  Entwicklung  von  T nach  fallenden 
Potenzen  von  x der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  x gleich  1 
sei.  Denkt  man  sich  x sehr  gross,  so  ist 


P — X : pj  — a **; 


2Vn(x  — a)  X F* 


je— »— 'il 


folglich 


T const.  ,,  „ const. 

P - - 2u+i  X - 2»Ti  X 


also 

Es  ist  somit 


const.  = — (2n-}-l) 
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2«  + l 

dx\P{x))'^  2yn{x  — ä)X 

also 

CO 

/dz 

— - 

2Vn(z—a)  P*(z) 

X 

Heine  behauptet  nun  in  seinem  Lehrbuch  der  Kugelfunctionen  Bd.  I, 
Seite  386,  mit  Recht,  dass  diese  Lame’sche  Function  zweiter  Art 
elliptische  Integrale  nur  der  ersten  und  zweiten,  nicht  aber  der 
dritten  Gattuntt  enthalte,  weist  aber  diese  Behauptung  nur  für  die 
Expouentengruppe  (a,  ß,  y)  = (0,  0,  0)  nacli  und  stellt  auch  hier 
unfertige  Ausdrücke  auf.  Ich  will  nun  diesen  Satz  ohne  jegliche 
lieschränknng  nachweiseu,  und  zwar  erstens  dadurch,  dass  ich  zeige, 
dass  in  2’  keine  logarithmischou  Uustetigkeiten  vorhanden  sind  und 
zweitens  will  ich  T wirklich  für  alle  Exponentengruppen  in  ellip- 
tische Integrale  umsetzen. 

Es  ist: 

I\x)  = n(i  — o)“Q(i) 

also 

03 

2W  = (2n-l-l)  . P(x)  -J^ 2n.(z  — a)^^'\xO.\z) 

* 


Die  Pole  dieses  Integrals  liegen  in  a — a,  6,  c,  a:,,  a-j,  . . . 
wenn  die  x die  Wurzeln  der  Gleichung  Q{x)  0 sind.  In  der 
Nähe  von  o setze  mau  z =■  a-j-n*,  daun  ist 


1 


, Q‘(a) 


Ü*(a)0  ^Q(ar“’+' 


also 


dz  du 

2n{z— 0)2“+*'.  " 


dz 


c/u 

,.4o 


+ B- 


du 

,,4a-2 


+c. 


du 


Ist  nun 


/ 

/ 


u*du 

u^du 


« — 0,  SO  kommen  nur  die  Integrale  du,  u^du, 
und  so  fort  vor;  ist  aber  o — J,  so  hat  man 


u.  s.  f. ; es  ist  also  nur  die  rationale  Unstetigkeit 


const. 
■)7j  — a 
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möglich.  Äehnlich  verhält  sich  das  Integral  in  der  Käbo  der  beiden 
andern  Pole  b nnd  e.  Im  Bereiche  einer  Wurzel  der  Gleichung 
Q{x)  =•  0 setze  man  x = x,  + ic,  und  eiitwicklo  nur  zweigliedrig. 
Dann  ist 

Q(x)  — Q'  . w + JQ"  . «12+  . . . ; 

L 1 

Q2  Q'»  IO*  V*’'' * Q‘  • “T-  • • • j “ Q'«  • 

4-const.  10  -|-  . . . . 

Ferner  ist 

iI7(x-o)-2«-‘l.  ==  JJ7(x,-a)-2o-V.(l-izJ^^,o+.  . .) 
somit 


2/7(a  — a)2«F‘ . . ““  2 /7( i,  — a)2»+’  , . «'*(»•,) 


Nun  ist  bekanntlich 


o 4. 9^  s 1“  +1  1 X £ 

Q(*)  ' Q(i)  ■ X — o ' (i  — 4)(a>  — o)  2D(x  — a)  ’ 


also  für  X — Xj  erhält  man 

2(2"(x,)  + Q'(*.)  • =0 

Wendet  man  diese  Relation  oben  an,  so  folgt 


1 1 
2n(x  — o)»“+‘l.  . Q*(o)  ~ 2//(x,— o)S“+'l.  . Q‘*{x,) 


. (“s+  const.  + const.  «'  + • • ■ ^ 

und  man  erkennt,  dass  nur  Integrale  wie  fS-f 

etc.  Vorkommen.  Es  ist  also  auch  hier  nur  die  rationale  Unstetig- 

koit  vorhanden  und  ähnlich  verhält  sich  das  Integral  in  der 


Nähe  der  andern  Wurzeln.  Das  Integral  T enthält  also  nur  ratio- 
nale Unstetigkeiten,  wodurch  der  Ausschluss  elliptischer  Integrale 
3.  Art  schon  klar  gelegt  wird. 


Nun  soll  aber  T wirklich  in  elliptische  Integrale  umgesetzt  wor- 
den. Wenn  der  Kürze  wegen 
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gesetzt  wird,  so  ist 


ri(j— 


N 


so  ist 


nnd  man  hat  Q’W  in  Partialbriiche  zu  zerlegen.  Wenn  * — +A, 

h sehr  klein,  so  werde  ich  während  der  Rechnung  das  Argument  X| 
der  Functionen  Q',  Q",  . . . nicht  schreihen.  Da 

Q(*,+A)-  Q'  .A  + iQ".  A>+.  . . 

W«)"  •*  + ■ • •) 

WO 

Q'  “ ^ ■ r,  - a 

also  allgemein 

Q’W  [(»— ®j)*  ^ * X,  — o »— *ij 

wo  das  Snmmenzeichcn  sich  auf  alie  Wurzeln  Xj,  x,,  . . . , x. 
erstreckt.  Setzt  man 

+ 1 . x^+-> . 1* 


SO  ist 


T(x)  - . P(x)  . S 


n(x,-a)  . Q'»(xi) 


Es  ist  nun 


pdz 


aus  dem  Ansdrucke  für  L,  weg  zu  bringen. 


Sz  ' " 


fr. 

■1,-2«  „ r 


yl-4« 


-b){z—c) 


Wenn  mau  innerhalb  der  Klammer  alles  nach  Potenzen  von  z — xi 
ordnet,  statt  n,  i,  e die  Elemente  x,  — a,  x,  — 6,  -Tj  — e gebraucht 
und  beachtet,  dass 


1 — 4a 


~ [(xi-A)  + (xi— c)]  a:(1— 2(|3  + )’))(xi -a) 


so  findet  man 
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Ö n(z  — a)''*”2a r /l(arj — a) 

dz  ' z — a ^ L (2  — 


14-4«  1 


-22;(jJ  + y)(.r,-a)  + i(l  -4-S<«)(j 


Es  ist  also 


lim  . 
(N=ca) 


[f 


N 

i7(a  — o) '!.-««> 

i 


X 


N 

4- J'  p( 2 — -n)^  (tij 

X 


Sa  ist  der  Werte  0,  i,  jj,  1 fähig.  Im  ersten  Falle  wird  der  Func- 
tioasonterschied  gross  wie  — A*/»  und  das  Integral  wie 


N 


Man  kann  also  nicht  unmittelbar  A'  -=  00  setzen,  sondern  cs  muss 
vorher  eine  (die  Symmetrie)  Ausgleichung  zwischen  dem  Fanctions- 
untcrschicdc  und  dem  Integrale  Statt  finden.  In  den  (Ihrigen  Fällen 
dagegen  hat  man  sogleich 

J7(x— 


X 


Im  Falle  (0,  0,  0)  ist 

lim.  ff  V/T(z  — n)\  P z — i,  ] 

(A’-oo)[p”  +ij 


N 


y 

VFI(»  — e) 


Um  die  ünstetigkeiten  an  der  obern  Grenze  anfzuhebon,  schreibe 
man 
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Bi  gier  i Einigt  Bewitrkungen  ti6er 


L,-{ 


V (» — ft)(a— e) Vnu  — a) 


JV 


*1  ’ 


+ i /"  ( -2 1- 

7 Vn(»— o)  3'«  y»-a  / 


rf* 


Der  FuDctionsnuterschied  wird 


N 


»1  — a V(a— t)  (z  — c)i  a-|  — a y (x  — ft)  (x  — c) 


( _ X,  — a y(a— ft)  (z  — c)) 

I 2— X,  ■ yz— I ) 


yx — I 


aud  unter  dem  Integrationszeichen  wird  der  eingcklammerte  Aus- 
druck gleich 

1 ^ 1 (*— ft){*  — c)  , ^ , ,A 

— l*  - ">  + — 7 - «T“  - f » - c)  - (3  - b)) 


y 17  (2—0) 


wo 

und 


(2— Xi)  — (2-  c)  = c-x, 


{2— i)(2  — c)  , ,,  , ^ *— ft 

(*  — ft) •(«  — “)  ■ 

»—a  — a 


Der  cingeklammcrto  Ausdruck  ist  also 


c — *, 

y/7(i-äj 


— («  - a) 


Endlich  ist 


yz  — ft 

(z  — a)*i»  yz  — e 


N 

y(x-ft)fx-e)  /* ds 

yx — o 2 ,/  yti(2 — a) 

X 


IV  

c— o ^ yz — b . dz 

2 </  (2— o)'«  y* — c 

X 


wo  JV  — 00  zu  setzen  ist.  In  keinem  Falle  kommen  logarithmi- 
scho  Unstetigkeiten  vor.  Alle  Integrationen,  die  man  zu  vollziehen 
hat,  fuhren  nur  auf  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Art. 
Ich  habe  mich  gewöhnt,  beim  sweischaligen  Hyperboloid,  wo  i 
zwischen  a und  ft  hin  und  her  gebt. 
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_ b — a 

fc*  = * — o — (c  — fl)i*iS*u, 

b — X = (c  — a)i*C*u;  e — i — (c  — a)Ü‘u 


za  Betzen,  so  dass 


dt  — 


du 


Ve  — o 


wird.  Beim  Ellipsoid  ist  aber  * — a'^c—a,  folglich  i*S*u>l. 
Man  kann  sich  also  das  Argument  u zwischen  und  L befind- 

lich denken  nnd  u — L — w setzen, 


dt 


dw 

y'Cc~cL) 


wo  w positiv  ist.  Bio  Halbaxcn  des  Ellipsoides  sind  dann 
/ y c — a , , Du> 


Vx  — c = Vc — a . 


ferner  ist 


Cw 

Sw 


f' 

t/  Vf7(»  — o)  Ve  — a’ 


iV 


, P V(»  — l)  . dz  E am  w 

c/  (»  — o)"!>  y*  — c Vfe— ö) 


and  somit 


X,  — o V(x— ft)(x  — e)  , 1 

A —JZn ,/ 1- -T=((c— x,)w  — (c  — a)£am!t>) 

* — Vx — a yc  — a 


folglich 


T(xl  : 


2n  + l 


X P{x)  X S 


— a y I X — b)(x  — i) 


r»i— <» 

■ [_x—Xi  ■ 


y* 


y. 


f7(x,  — o)  (J'(x,  j 

^(c  — x,)u!  — (e  — o)  Eam  j 


Weil 
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Bigltr‘,  Einige  Bemerkungen  über 


® — — o — (jr,  — a)  — (c  — fl)  . 


/S*  lo' — jS*/p 
6**«?  — 5^'* 


SO  ist  auch 


T{x)  - X P(x)  X f Jj7  ' 

^ ^ i7(a-j  — fl)  . Q'(xj) 

1 \Sw\CvyDw  . 1 

■ 5*1?  L'S*'o'— S*»  • 5*k>'  - C*w'  X to— 5%.'  X i’amw.^ 
onn 

c—a  D^w. 

r,  — a — — . Xj  — b = (c — o)  , 


S«w,’ 
xj  — c — ■ (c  — a) 


S*Wi  ’ 


gesetzt  wird. 


C’if, 

S»K-, 


Was  die  übrigen  7 Fälle  betrifft,  so  kann  eine  Unstetigkeit  der 
in  Li  vorkomraenden  Integrale  nur  in  i — o,  i,  e gesucht  werden. 
In  z — c z.  B.  sind  wegen  des  Factors  p nnr  die  Uustetigkciteu 
dx  dz 

y^~S  'e  (z  — c)%  möglich.  Die  erste  ist  nnr  scheinbar,  weil 


dz 


Vx  — C 


= 2d  V»  — 0 


Boi  der  zweiten  denke  man  sich 


2 — c-|-o> 

gesetzt;  dann  ist  alles  andere,  womit  (— multiplicirt  ist,  nach 
1,  «*,  u*,  . . . cntwickelbar; 


dx 

(»— c)*i 


du 


es  kommen  also  nur  die  Integrale  ^ ^ du,  f u^du,  .... 


coust. 


vor,  und  folglich  ist  nur  die  rationale  Unstetigkeit  — möglich. 

V»  — e 

Ich  will  nun  die  andern  7 Fälle  der  Reihe  nach  durchgehen. 


I)  («•  /»,  y)  “ (i,  i,  i) 

In  diesem  Falle  ist 
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1 

(I  — Xi)yj7(a— a) 


ydz 
(—  5 (»  -Xi)  — 4£(x,  — o))  22J(a  — a)‘ 

die  Klammer  unter  dem  lutegratiouBzeichen  kann  durch 
_5(j_o)  — 7r,+4(A  + c)-a 


ersetzt  werden.  Dann  ist 


1 r '>* 

{x  — Xi)iU{^~ä)  (*-(')(*  — e)  ■ 2V 77 (*-a) 

X 

00  ^ 

+ (\(b->t-c)  ~a-lXi)J'  ^ • 2y/T(i^) 

X 

Das  erste  Integral  ist  J weil 


so  ist 


nnd  also 

C*  . " 


folglich 


j*5ä  = O»— C* 

_ y /'i  -i') 

C*  k*  / 


_ 5*  .S*  1 


\ * _J _L 

J (,— i)(»  — c)  • 2ViiT*'^~ 

.T 

r , „Sie  .Dl«  , ,,Si«  . Ci«i 

. |2»„_(l  + Ä:»)£am«.  + J:*— +t* 


ferner  ist 


(«— n)*l*  ■ i't* 


. G 


Digitized  by  Google 


124 


Riglen  Einig*  Betntrlcunytn  über 


00  ^ 

dz 1 p S^u  . 

n{x—a)  • 2^/Ü(x—a)  ~~  (e  — ay\*J  C-u  . 


. du 
ß*u 


Weil 


C>.D*  * ‘ C*  B«  ‘ 


io  hat  man  nnr  noch  mit 


t»S*  = t*(l  -C*)  = 1— ß» 


zn  multipliciren,  nm 


it*/* 


S« 


«»S» 


C?Tö«  = ■ “Ci“  - ß* + 

;S  7l 

~ D*  ~ ^ 

- /*(l+t*)  — 2(1— 7t*  + ifc«)0» 

+ l(‘-T?  + ‘'o) 


zn  finden.  Also  ist 
,00 


fw^y 


dz 

2Viiv—^) 


(c 


[i’d +*’)«>- 2(1  - 


, Sw  . Dm  Sw  .Op]  1 

+ * “ÖT"  + ‘ ~Dir J " (c 
und  somit 


""  (x-x,)yi7(*-a) 

. ((4(J  + c)  — o—V^,)  1^—5 f') 


II)  (o,  ß,  y)  - (i,  0,  0) 
In  diesem  Falle  ist 


V(x  — *)(»  — c) 

(x—Zi)V(x—a') 

+ J'  (-(=^-*i)  + 2(‘  + «)  — 2V- o)V7f(ö' - o) 

X 
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Wird  die  Klammer  unter  dem  Integrationszeichen  durch 
— (j  — a)-j-  2(i-f-c)  — a — 3:rj 
ersetzt,  so  findet  man 


^ y'(x-6)(^-c)  , p dz 

■ V Vifu^ 


und  weil 


{x — Xi)V(x— a)  ’t/  yti{z  — a) 

X 

/oo 

; — 7?r-=== 

X 


Vniz  — a)  V(c— o)’ 


00  w 

^ (s  — a)"}/ n(z — a) 


du 


SO  bat  man 


, y (x  — 4)  (x—c)  1 

X,  -»  7=r-rr-^ r — : 10 

(a— Xj)V(x— uj  2Y(c  — a) 


2(4+c)  — a — 3x|  1 ^ 

+ (c-ra)-.|l—  P («’-■ tarn») 


Weil 


m)  («,  P,  y)  = (0,  1,  0) 


^ ^ V(x  — g)  (z— e)  _ , r 
* (x — x,)y(x — 4)  »y 


</z 


yiJ(*  - g) 


+ (2(o  + .)  _ 4-3x.)  i 
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00  w 

X r i__.  r 

kJ  (* — h)'^Tl{z—~a) 


1 . 


i*S»«  1 f 1‘  \ 1 ^ d /k^SC\  ,\ 


00 

i /*_ 

ty  (a  — 6)V/I(z — a) 

X 

^ ^ 71  I n fl'®"'’ 

= (c-a)n,  ■ “ + 


und  demnach 


X,  _ V(*  — »)  (g  — c)  ^ 

* (x  — i,)V(®'—*)  * 

2(g+<;)-i— 3x,  1 


(c  — a)’l» 


1 r .•  ( r,  ..SioC«;'] 

• ösrj 


IV)  (o,  ß,  y)  - (0,  0,  i) 


Unter  dieser  Annahme  ist  nun 


7 ^ V(g  — o)  jx  — b)  ^ P dz 

^ {x  — «i)V(x  — c)  j — ®) 

X 

+ (2(a  + i)-o-3».)iy 


and  weil 


ao 

, 7___* L_  Z*^  i. 
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==  (“^) 

0 

1 1 fS,ü  .Dw^  \ 

-(0-^.-  r*l— ö. — 


so  ist 


^ V(i  — a)  {x  — b)  _ 1 

* (x  — a-,)  l/(x-c)  y(e  — a) 


+ 


2(g  + &)  — e — 3r,  1 

— a)*l>  ■ i* 


folglich 


(a 


£ am  w -f" 


Sw  . £)w?1 
Cw 


t XPW-y*  /7(,^_4(2't(x,) 


V)  («,  p,  y)  - (i,  i,  0) 

Setzt  man  diese  Werte  von  «,  y in  £,  ein,  so  erhält  man 
aus  demselbeu  folgenden  Ausdruck: 

i _ V(»-^ 

‘ (x  — xj  V (x  — a)  (x—b) 

+y‘(-3(x-i)  + 2a-i  + c-5x.)2^^_^^ 
s: 

, cc 

_ y (a;  ~ c) P <h 

{x  — (Tj)  V(f!  — a)  (*  — «/  (a  — a)  yj/(s — a) 

X 

CO 

/Js 

7~, 

2(«  — o)(a  — i)iy/I(5  — a) 

X 

Nan  ist  aber  nach  früherem 
00 

, Z'  1 1 . s.  X 

4 / , “ ; . r*  (w  — • £am  w) 

(z-a)Vn(x—a)  («  — «)*  > t*  ' 

X 

und  ferner  ist 
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Jiigler:  Exnigt  ßemerhungtn  über 


*/ 


dz 


(a  — a)(a  — i)  y i7(*_a)  (« 


J PS^{u)du 

— y D\u) 


weil  nao  aber 

S‘u 


S*  u 1 / z>  \ 

D»u  Pk*\D*u~  +^‘  ® V 

" 4-‘  (-2Z»+(l  + /«lß»„  - I 


80  ist  auch 

00 

i f — ^ 

t/  (2 rt)  (z  ' — 


<lz 


(z  — a)(z—b)  yn(z—a) 


(c 


-J^z  ■ ^ (-2Z“.«+(l  + Z*)£am.o  -i« 


somit 


1 


(c  — o)*l«  • Z‘i3 


V(»— c) 


. y 


(x  — Xi)  Y{x  — a)(x~b)  (c -- a)*l«  ■ i* 

2a  — i-|-c  — 5c,  1 

(c— a)*l«  • iV« 

VI)  («,  ß,  j)  = (i,  0,  i) 

In  diesem  Falle  ist 

^ ^ dz  

‘ (x  — X,)  V(X  -a)(x  — c)  *i/  (2  — a)  yjl(z  —a) 

X 

00 

+ (2a4-i-c-5x.)  f- V 

i/  2(2  — a)  (2  — c)yil{z  — a) 


Weil  nun  aber 


oo 

1 /* — 

J (2  — a)  (2  - c)  ' 


1 ns^a 
-ay\zj 


und 


{z  — a)(z-e)yTl(z  — a)  (c  — C*u 

» 0 


d» 


Digitized  by  Google 


der  Lam^*schen  Funciionen  zioetier  Art. 


129 


6»« 


also 


_00 

i f , 

«/  (z—  ä){t—c)y  n(z—a) 


SO  ist 


(c  — a)‘  z ■ kU* 


■y^x  — b 


n-“- (,«  - 

X,)  V(x- a)  (*  — <!)  {<•-«)* 


+ 


2a+4  — c - 5x,  1 


(c-«)> 


IV-"-  iii»-" 


VII)  («,  |3,  y)  = (0,  i,  i). 

Man  erhalt  sogleich 

Vx  — a ^ /■ 'fa 

“ (x— X,)  V(^vri)-(x_c)  o/  (»  - e)  in(z  — a) 

X 

00 

+ („_4+2a-  5x,)iy 

X 

Nun  ist  nach  früherem 

dz  1 1 fStti  . 7)io 


‘A 


(z-c)  ViHz  — a)  {c-a)“i8-  1*\  t'ia 


/Stti  . Dio  \ 


und 


*/ 


. G 


somit 

Aroh.  J.  Math.  b.  Phyi.  2.  lUlhe,  T.  111. 
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JUgltri  Einige  Ufinerkungen  über 


V(a:  - a) 

(®  — 3-,)  y(x  — i)  (a:— c)  («■ 


Sw  . Dw 


+ 


— 5*,) 
(c  — o)“l* 


—E&vaii'j 

^ 


Heiuo  gibt  iu  seinem  mehr  erwähnten  Lehrbuche  der  Kngel- 
functioiien  Bd.  2,  §,  100  nicht  durchweg  fertig  gerechnete  Werte 
für  T(x)  für  die  Fälle  « = 0 und  » — 1 an.  Weil  ich  später 
die  ausgerechneten  Werte  von  T[x)  für  n — 0,  1,  2,  3 nötig  habe, 
so  will  ich  schon  hier  die  Rechnnng  durchführen  und  gehe  dabei 
von  der  Formel 

CO 


T(x)  - (2n+l)  . P(x) 


/ 


dz 

2 y/l(a— X P*(«) 


X 


aus,  wo 


I\x)  •—  i7(r — a)“  X 0(ir),  Q(a*)  = ir®  — (tj  z®' 

+ • • . + (— 1)'''^'’ 

und  2(o-f-/t+)'+»')  = n 

st. 


I.  n — 0,  also  » -=  0,  (o,  ß,  y)  = (0,  0,  0). 

In  diesem  Falle  ist  P(x)  — 1 und  die  Formel  für  T(z)  gibt 
sogleich 

■ w 

V(f-  a) 


./  2 Vilfs  — a) 


II.  n =•  1,  also  *>  “=•  0. 

1)  («,  ß,  y)  - (i,  0,  0). 


Setzt  man  diese  Werte  in  die  Ausdrüke  für  P{x)  und  T(x)  ein, 
eiu,  so  erhält  man 

p{x)  - yx~  a -=  yj^  X 

und 


2’(z)  — 3 y* — a / 

J 2(»-a)yi7(.  — o) 


(c  a)  S{W) 


-f 

.'0)J 

0 


S*(k)  X ' 


(<•  - a)  • k-S(w) 


[ic  — Kam  u'] 
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Man  findet 


und 


2)  («,  ß,  y)  •=  (0,  i,  0). 

, , ß(io) 

P{x)  — Vx  — b — Vc— a X 


00 

T(x)  — 3 V(^^6)  / 

' ^ J 2(2  — i)  VßU  — 


«) 


3 15  (tc)  /^S*n 


(c  —a)  ' S(w)  ' .fohl  (c  — a)  ' f'* 

0 


3)  («,  ß,  y)  - (0,  0,  i). 
In  diesem  Falle  ist 


P(x)  =.  -^(x-  c)  - V(c-a)  X gX, 


C{w) 

(io) 


nnd 

oo 

r(x)-3y(.-c)/-- 


2(2 — c)y  F/(2  — a) 


3 Cfio)  /^S»(j^ 

“(c-ar  ST»)V  C*(»)''“ 

0 

= — • r,  [ ß('e)  — • -K  am  w] 

(c— a)  1*  L ('")  J 


III,  n — 2,  also  V entweder  0 oder  1. 

1)  («1  y)  — (0,  0,  0),  0 =}  1. 

Es  ist  nnn 

P(x)  =-x  — tl 

wo  d vermöge  der  Relation 

(14-l)(2n-21  — l)</t+i  = [(2n  — 1)./,  — 2i(n-l)  . Sa 
2:(«a)]dA  + (e-A+l)[(2e-21+l)X 
X ^(ic  + 4i:(oic)]  ■ dA-i+2(v-A+l)a4oXrfA-2X(o-l  + 2,' 

durch  die  quadratische  Gleichung 

9* 
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ßigter:  Einigt  Bemerhtngtn  ühtr 


3d*—  2ZaX  '1+  — 0 

oder 

111 
fi  — o + rf— * '■  rf  — c 

bestimmt  wird.  Die  letztere  Formel  offenbart  sogleich,  dass  die 
beiden  Wurzeln  d und  d,  zwischen  a und  c liegen  müssen.  Ich 
setze  nun 

1 Dh 

</  — a = (c— <0  . (2-4  = (c -a)  . * 

. C®£ 

d — c = (e—a)  . 

und  die  Gleichung  für  d gibt 


und  weil  (S*(t)  = 0 das  Unstatthafte  (2  = oc  verlangen  würde,  so 
hat  mau 

^ + D^)  + C^}  “ ® 

Diese  Gleichung  führt  auf 

e«  _ i — iä-f-t* 

Q sei  positiv  verstanden.  Zu  p,  — p gehören  resp.  t und  t';  man 
kann 

S(t)  - i . yiqrtT.f7.  c{z)  - I . Vi+7; 

D(c)  =.  »•  Vl'-fi» 

< zwischen  — L und  K—L 

2>(t')  - \ . c(t')  - j . vr-1; 

D(t')  - .yir-p+i» 

f'  zwischen  K nnd  K — L annehmen.  Aus  diesen  Gleichungen  er- 
gibt sich,  dass 

V3  2 

S(0.(S(£')=-Y.  C(.)  . C(t-)  = - p Z)(£)  . - .7 


Nun  ist 
P(x) 

und 


z — c2  = * 


a — (<2  — o)  = (c  — o) 


S*(£)  — S«(>r) 
' S*(£)  . •i’’(ie) 
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/CP 

2(j  — rf)*  Vn(z  — a) 


5 j r sHu)du 

“ (c  - a)>n  • b*{w)  " • ./  (&•>(£)  -S*(u))*’ 

0 

Setzt  man 

p — S>(«)  — SS(£) 

so  ist 


a /s(») . CM  . iKu)\  _ 0 /5«  ■ Cu . 7Ji.y 

0«  V p J ^ Sp  \ p J 

J,,  l-2(14-F)S»(t)+3t^^'SV»)  ^s»(£)  C’»(£i  »«(£) 

“ ^ P P* 

and  weil 

5^  _ 1 I o 1 

(S*(u)-5»(f))»“ 

so  findet  man 


= i>5>(t)p  + 2C*(£)  . ö*(£)  + 2^^  [3  -(l+t»)S»£  + i*S‘£] 


Vermöge  der  Gleichung  für  S*(e)  wird  aber  der  Coefficient  von 
- zu  uull  gemacht,  wodurch  die  elliptischen  lutograle  dritter  Art 
wegfallen.  Man  hat  daher 


T{i) 


’ 2(c—  a)»l« 

rc'.(ic) 


sHt) 

' C»(£)/)=i(£) 

n{w)  5*(£)— 

i'*(£)  5>(w) 


S(w) 


(C’*(£)  . - i-’am  ic) 


und  eine  gleiche  Formel  mit  £'. 


2)  (o,  ß,  y)  — (0,  i,  J),  « — 0. 

Es  ist 


und 


P(x)  — Y(x — i)(i— c) 


, , C(w)  . DM 

ic-a). 
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T(x)  = 5V(x- J)  (®— <)  J 


>1« 


(a  — i)  (a — c)  VH(a  — a) 


w 

5 «><•)  . D(«')  SH“) 

(«— a)‘ia-  S>(,p)  -J  C'n  . Dhi 
0 


Da  ich  dieses  lutcgral  schon  auf  Seite  129  ausgewertet  habe,  so 
kann  der  Wert  uumittclhar  hingesetzt  werden  und  mau  bekommt 


r(*)  = 


1 rc«(„i)-f  n»(,p) 

1*  S(ic) 


1 c(xn)  n(w) 
it*  S*(«c) 


({1  -j-l“)  Kam  IC  — i’«j) 


3)  («,  ß,  r)  - (i,  0,  1),  V - 0 


Man  findet 


P(x)  _ y(x—a)  (x—ej  — (e  — a) 


und 


C(ic) 


00 

T (x)  — 5 ■/(* — a)  (x — c)  / 

J 2(a-o)  fa-c)  1 


2(a— o)  (a — c)  V 17  (a  — o) 

w 

-(c-a)>l.  S^(w)J  C*(u) 


also  nach  Seite  129  ist  somit 


” (c-a)".Z*  SW  2k>)Eamic)j 


4)  («,  |J,  y)  - (J,  i,  0),  o ~ 0. 
In  diesem  Falle  ist 


P(x)  = V(x-(i)  (x-/>)  (c— o)  . 

und 
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GC 

r(^)  = bV(z-a)(x-2]J 




■c)  y'll{x  — a) 


W 

5 n{>r) 

— {c-ayx'  5*(U')  ■./  u*(»)  ’ 


also  nach  Seite  128  findet  mau 
5 


2-(») 


(c  - a)’ 


1 ■_ 
■ , 


CM 

SM 


+ i‘-  Hi^J((2-*=’)£a>n.»~21“v) 


IV.  n = 3,  « = 1. 

1)  («)  |5)  y)  “ (i>  « — 1- 

In  diesem  Falle  ist 

p(x)  = (x-d)yx-a  

•1»  d — a x-a/c  — a e — a\Vx  — o 

= (o  — a)  . ^ ^ _ a)  y g _ o 

— “ OJl' 

~ ■ S>M  ' o — a\>l  — a “V 

und  d wird  durch  die  Gleichung 


d — a'd  — b'd  — c 


bestimmt.  Wenn 


1 . , . 
,1— « — (c -a)gT^y  rf— i — (c 

G*(t) 

gesetzt  wird,  so  genügt  5*(t)  der  Gleichung 


3 + 


1 


oder  auch 


■ ö»(£)  C*(t) 

3PSHi)  — ia  + f‘*)SHi)  + ^ -0 
Diese  Gleichung  führt  auf 
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Itigler:  Emige  Bemtrkungtn  über 

p«  =.  4-  7i*+4i‘  = 4i*  + i2, 


wo  f positiv  verstanden  wird,  und  man  hat 


” iTTs  • V2(l+i»)+p,  C(.)  - . V2=l^, 

D(i)  — . l/p  — l+2yt* 

W)~-h  ei)“?- 

uht)  “ 7 • VeTl^ 

und  ebenso 


m ■ "»^2(1+ /.-*)  -e,  c(,')  - . y2=ii:r^, 

•O(t')  “ ij/g  • y-e— l+2i» 

“ 75  • y2(i+**)+p,  pjpj  = ^^  V-2^'~+e, 

^)  “ 7 • V- 9 + 1-21? 

folglich 

6W.5(s')  = ^-^3;  ew.c(0--~ 
z>(oe(.')  = - 

Es  ist  nun 


P(x) 

und  ebenso  wird 


(e  — o)“U 


S*(c)  — S*(.c) 
S»(£)  . Ä>(«-) 


T(*) 


00 

7(x-d)V^^  J'- 


dz 


(j — d)*(» — a)Y  n(z  — a) 


w 

= L_  c/.'  /;•  s«(«) 


Um  dieses  Integral  zu  bestimmen,  setze  ich  wieder 
p •=  S*(u)  — i'’(e) 

dann  ist  nach  Seite  133 
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8 

8u 


'Su  . Cu  . r>u\  , 
) “ ^ P- 

i p / 


ferner  ist 


5«(«) 


1 — 2(  1 + A:*)  5»(t)  4-  3t-»  S«(t) 

P 

„S*(e)C‘(i)mO 




(5*(e)-S»(«))>  ■ ■ ' ■ - p ■ p‘ 

Wird  diese  letzte  Gleichung  mit  2C»(£)i»»(e)  und  die  vorhergehende 
mit  S*(£)  mnltipl.,  so  gibt  ihre  Summe 

iS*(u)  . 8 /Su  . Cu  . Du\ 

2C*(£)  . ß>(£)  . s^jT)--wru)^  0u  ( — ; — ) 

-=  6S»(£J  c»(f ) DHt)  + (2(C»(£)  D\t)  + A-»  s*(£))  P 

+ ^^(6C*(£)Z)*(£)  — 1 + 2(1  + 4»)S»(£)  - 3fe»S‘{>)) 

P 

wo  aber  vermöge  der  Relation 

3i»S«(£) -4(1 +i»)S»(£)  + 5 = 0 
6C»(£)  DHt)  - 1 + 2(1  + i*)  6»(£)  - 3i* S‘(£)  = 0 
ist,  wodurch  die  Integrale  dritter  Art  Wegfällen.  Ks  ist  somit 


auch 


S*(£) 


" (e  — o)»  ■ 2i»C*(^i>‘(£) 


C(w)  D(w) 
SHw) 


+ 


~ 2(1+ 5*(£»)£am  w - (3  - (2  + fc«) *»(£)  »c)j 


und  eine  ähnliche  Formel  erhält'man  für  £'. 


Es  ist 


2)  (“,  ß,  y)  ■“  (0,  i,  0),  » =■  1. 


P{x)  = (X  — d)'^x  — b 

’l»  d — b X — b/e-a  c — o\V(x— ^ 


(c  — a) 


oder 


c — a c- 

»It 


p(x)  =.  (c  — o) 


-i»  /c  — rt  c — c 

-aU— * V{c-a) 

D(,v) 


■ S»(£)S«(.c) 


. (S*(£)-S’(ic)) 


Die  Constante  d wird  in  diesem  Falle  durch  die  quadratische  Glei- 
chung 

1 H I 

0 


,-A_+  1 


d — a ’ d — b ' d — c 
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bestimmt,  fuhrt  man  hier  die  olliptisehen  Functionen  ein,  so  er- 
hält man  für  S'(s)  die  Gleichung 

,,3,1 
^ + Z)*(E)  + C»{f)  " ^ 

oder 

5 — 2(2  -I-  m SHe)  + 1»  S‘(£)  ==  0 
Diese  Gleichung  führt  auf 

wo  g positiv  verstanden  wird,  und  man  hat 

S(e)  = j . y2-j-i*-(-  g ; C'(s)  — - . -j/j  ; 

d(£)  = i . yr^H*+ei 

s(ij  — Tvä'  Ve  — 1-*'; 

AG^rl/s-  i/i +**-<> 

für  e'  hat  mau  die  Formeln 


S(£')-|.  V2-|;t»-e;  C’(£')  = i.  y2-p; 

D(f)  = / ; 

S(£')“fy3'  V-e-1-1*;  V2  + g-, 

aus  diesen  Formeln  folgt,  dass 

Vo  l 

S(.z)  . S(i‘)  - C{t)  C\t')  = -j.-,  n{>)  ■ D(e’)  --  - f V3 1 


Für  die  Lame’scho  Function  r(a:)  erhält  man  in  diesem  Falle  den 
Ausdruck 


T(x)  = 7(x 


— d)yx  — b . J P ; 


(e — d)*  (* — b)  Vi7(j  — a) 


7 S»(OD(«0  _ .. 

(c  — a)»  • S’(,e)  'h  («)) 


r 


S°{u)du 
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Um  (lieics  Integral  ausznwovten,  setze  man  wie  früher 

p _ s*(„)_,s«(£) 

dann  ist 


d /S(u) . C(u)  .D{u) 
du  V 7> 


^ 1 -2(1  + I-»).S«(t)  +3^US«(t) 

S’(e)  . C^{t)  . U*{£) 


— 2 . 


und  weil 

,S»(u)  1 , 1_  L 

ü*iu)(S‘‘{c)—^{u)y‘‘'~  **/>(£)  ■ »*(«) 


so  bat  man 


S*(£KM-2ß»^)  1 ^£)  1 

+ ~ n\tf 


S*(k)  , 3 /»Su . C»  . Du\ 

2C*(£)  t7*{c)  . (S*(e)  — ■ 3«  V j)  y 

C*(£)  . D*  (£)  , „ t*  (£)  1 

= /-’S«(£)p-2 Pi h 2 -p,  . 


4-  — ’ (5  - 2 (2  + i»)  .S’>(£)  + i»S^(£)) 


z*  . , 3 /S«  - C'm\  , j . 

Ersetzt  man  hier  jy%^y  durch  D*(u) — k ^ J uud  wendet 

5 — 2(2  + i;»)  + fc25*(«)  - 0 


dio  Relation 


mehrfach  an,  so  erhält  man 

S®(«)  . 0 />Sw  . Cu  . Du\ 

2C*(e)  . 7>^(£)  . 7j*(üyV(A«‘(7)  — S-(«yp  V P / 

“ (3  -2S»(£))+p^  (7-.%*  -2(3-i’  — t‘)S*(£))  U(u) 

C*{£)  ^ 

i’  3u  V 77«  / 
und  somit  ist 


S*(£) 


D(w) 


“ 2(c  -aj^k^P  • C>(£)  . />(£)  • S»!«') 

r « . , / Sw  . Cm  . Dw  . Sw  . Ci0 

. (S*(£)  - . S*(£)  . “77— 

+ l'/7»(£))(3-2S«(e))X'e+(7  - .W» - 2;3  - /.*  -7*)-‘'”(0) «amirj 
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3)  ß,  y)  = (0,  0,  i),  0=1, 

Id  diesem  Falle  ist 
P{x)  — (x  — tl)  Vz — c 

= (c-a)"\  ) ]/Ez3 

0 — fl  c — fl  \fi  — (?  x^c/r  e — a 
führt  man  hier  die  elliptischen  Functionen  ein,  so  erhält  man 

r(x)  = (o  - m^)  - S-Oe)) 

für  die  Constante  d hat  man  in  diesem  Falle  die  quadratische  Glei- 
chung 

_1  , 3 

,l  —a  ' ,z_  6 + tl  — e ~ 

die  nun  für  5*(t)  folgende  Relation  liefert: 

3 1 

^ + mt)  ” ° 

oder  auch 

5 — 2(1  -[-  2t*)  5*(£)  -)- 1*  S*(£)  = 0 

Setzt  man  hier 

e*=r  1— 

und  versteht  g positiv,  so  folgt 

S(£)  - ^ . yr+2i*^;  C(£)  = ^ 

Z)(£)  = i V2i»+^; 

s(£)  “ vö  ■ +2** - p ; ~ ~yä'  + ** — p ; 

s(£')-|. . yr+2i^^i  yr+F*^e; 

D{t‘)  - .-y^^; 

s(t')  ~ y3  • Yz-  4^1+*^*+?; 

D(i')  — r • i 
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V5  l 

S(£) . S(t')  - C(t) . C(t')  _ - - . v3; 

D(t)  . D{t') il 

Nun  soll  die  I.amd'scho  Function  zweiter  Art  dargestellt  werden. 
Es  ist 

80 

T(x)  = 7(x  — d)y*  — ci  / ; . — --  — 

•/  (5 — — c)  YlT(z—a 


S*{£)  . C(w) 


a) 

^'«(u)  ■ rfu 


(c  - o)»  • S‘(ic) 
Weil  nach  früherem 


-S*(£))* 


d /Sh  . Ou  . Du\  . 1 -2 

bA ^ 


(l+iW£)+3i'S‘(£) 


und  da 


— 2 . 


S*2(f)  . C*(£)  . /)*'£) 


S“(«) 


C»(u) . (S‘(t)-S‘(H)) 


so  erhält  man 


C^U)  . C‘(h) 

+ C*(£)  (1+2C“(£))  ^ 


^ > Ö /'S«  . C«  . Bh\ 

■ C’>»(«)  . (S*(f)-Ä»  («))»  + ^(*)0u  ( p j 

= tV  . S*(£)  - 2C*(£)  . ß«(£)  + 2 

+ (5  ”2(1  + 2*5)  S*(£)  + *«  S<(£)) 


w a j 1 9 /'■S«  . D« 
Wird  7= ; - durch  7- 1 — 77-r 
C*(e)  f/u\  C(tt) 


‘)+z’-z)*(u: 


) ersetzt,  so  bann  man 


diesem  Ansdrncke  mit  Hülfe  der  Relation 

5 -2(1  + 2**) S>(£)+*>5<(£)  — 0 

auch  folgende  Form  geben: 

2C*(£)  . /)*(£)  . +S*(£)  3,;  ( y ■ 


) 


+2 


z>*(£)  s*(£)  (4  - S*(t))  + ^ (5  - 7**  -2(1  + i»  - 3A+Ä»(£))  . D*(u) 
B*(t)  B 

du 


/Su  . Z>u\ 

[~cir~  ) 
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Schliesslich  wird 


T{^)  - ; 


SHt) 


C(«0 


2(c— «))*«»  • C*(l)  . D\()  ■ S*(w) 

, I}w 
'•) 

+ /.•  WJ»(f)S*(£)  (4  - S*(e)) + (5  - 74»  - 2(  1 + /■■>  - 34«)  S‘‘(e))  i;am  !p 


+ 4WJ»(f)S*(£)(4-S*(( 


4)  («,  r)  = (J,  i,  J), »’  “ 1- 

Man  hat  sogleich 


P(l)  =•  V(x  — a)(ir  — b){x  — c)  = (c— a) 


*!i  C’(w)  . D(w) 


und 


S\«) 


T{x)  “ 7 4 — t*)  (iP  — b)  (x — p) 


dz 


a)  (j  — i)  (i  — c)  V Il(%  — a) 


(<?  — a)*  * C*u  . £)*« 

0 


■ J C*u  . L 


du 


Nun  ist 

S“u  / /*  <S*k\  Z* 

folglich 


Die  Lame’sche  Function  zweiter  Art  soll  eine  andere  Darstellung 
erhalten,  die  sich  von  2'(x)  nur  durch  einen  constanten  Factor 
unterscheidet. 


Fs  sei 
dann  ist 


’/s— “ 

7*(x)  •=■  n (x  — o) 

2o-V 

fix)  = n(x—a) 


f{r) 

* Q(x) 
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und  wird  in  der  Nähe  von  r =<  a,  wenn  « =■  0,  gross  von  der  Ord- 
nung wenn  « — klein  wie  V* — n;  ähnlich  wie  bei  b 

yx — o 

und  c.  Daher  convergiren  die  zwei  Integrale 
b c 

f /■(*)  ''»■>  j'  /■(»■) 

a b 

Nun  soll  die  Differentialgleichung  für  P(x)  in  eine  solche  für  fix) 
verwandelt  werden.  Bekanntlich  genügt  P(x)  der  Gleichung: 


P{x)  • 0t* 


n{n-\- l)x D 


|f-277(* 


1 0 

Statt  mit  j, . gj  behandle  man  den  Ausdruck  mit 


4f-  -0i“OP- 


Op.  (erster  Term) 


+W(*-a)  . . g^- 


Der  zweite  Term  des  Ausdruckes  für  g-  sei  Af . fix).  Um  Op.  At 
zu  finden,  schreibe  man 


3f  •—  (1  — 2a)  ix  — o)~“(a;  — i)*~ /*(a: — c)*— '/ 
+ (1  — 2ß)  (®-  a)'-»(®  — 4)-^(*  — e)>-y 
+ (1  — 2/)(»  — a)'““(x — — c)~V 


vollständig  hin.  In  Op.  A/ bekommt  (a:—<j)-*(a— 4)  (a: — c)  den  Uoeff. 
-4«(1  -2o)  = 0 

X — a den  Coeff. 

4(l-2|S)(l-y)-f4(l-2y)(l-|3)  = 1-  j(|3  + y)-f 2jSy 

Weil 

-303  + )')  = -2(^-f  yl  + K^-f  y)  = _ 2(|3-f  y)  + y* 
so  ist  der  Coeff.  von  x — o gleich 
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l-2(/3  + y)  + /»’+2|Sy  + y*  = - (1  -ß-y)^ 
Op.  jW  =■  S{\  — ß — y)*(*  — a) 


folglich 

Op.  (zweiter  Term) 

= \n{x-a)  . S 2(1  _ /S  - y>  (X  - o)  . f(x) 

Daher  ist 

ip-  dt*  " ^ • dx*  - + • 0^ 

+ ^(1  — |3  — y)*(®  — a)  ./(*)=  i(n(n4-l)®  + £)  ./■(*) 

Man  hat  nun  für  f als  Function  der  unabhängigen  Variabein  x 
eine  homogene  Diffcrcntialgl.  zweiter  Ordnung  gewonnen,  worin  die 
Coefficienten  der  Abgeleiteten  ganze  Functionen  resp.  dritten, 
zweiten,  ersten  Grades  ton  x sind.  Bezeichnet  man  die  drei  Coeff 
der  Kürze  wogen  mit 

<f{x)  = 17(x  - o) ; x(x)  = \n{x  — a)  . S ; 

ip(x)  = Z(l  — ^ — y)*(x  — a)  — i(n(n  + l)x  + £) 

SO  genügt  /(x)  der  Gleichung; 


Es  sei  nun 


0*/  0/ 

^/•=  9(x)  . ^ + y(x)  . pi  +V»(*)  . 0 


v=r^, 

J X~z 


mit  constantcn  Grenzen,  die  nicht  von  x abhangen,  und  vorläufig 
mit  keinem  der  drei  Punkte  a,  b,  e zusammen  fallen  sollen.  Man 
will  V F(*)  berechnen.  Weil 


1 JL 

fix  ' X — s 


i 1 

dz  ' X — z 


Cx  ^ X — * (x  — tJ  X — 3 
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0fK(x)  ( f{2) 

fix*  ((x— s)* 


Wenn  man  non  ^ F hinschreibt,  so  setze  man,  nm  die  Differentialgl. 
anwenden  zo  können,  unter  den  Integrationszeicbeu 


v(x)  — t(s)+(»>(x)  — 9(»),  etc. 


und  beachte,  dass 


Dann  findet  man : 


^ _ (<P(^)  • /(»)  _ sp(g)  • /'(^)  + x(»)  ■ 

+/'^-  • '"<■>  "■ 


Die  Bruche  unter  den  lutegrationszcicben  sind  der  Reibe  nach  ganze 
Functionen  zweiten,  ersten  Grades  und  eine  Constante.  Daher  sind 


^ U)(x)— y(a)  fi  %{x)  — %{•) 

fij*  ' X — * ’ fis’  X — z 


Constante.  Verwandelt  man  (I)  durch  zweimalige , (II)  durch  ein- 
malige partielle  Integration,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen: 


(I)  = 


(<p(x)  — y(z) 
( X — z 


/■'(»)- 


y(x)  — <p(a) 

(x  — *)* 

0* 

+ fe*  V 


L-^j 


•/w  + 

/ y(x)  — (jp(»i)^  jy 


f(z)dz\ 


Also  Ist 


^ I (x — »)*  X — « ) 

rfi^  <]p(x)  — y(g)  _ ^ g(x)  — a;(i)  v-(x)  — y.(z)1  P ^ 

' Lfi*’  X — X fix  x Z X — 3 


Der  Factor  des  Integrals  ist  eine  Constante  und  werde  mit  M 
bezeichnet.  Han  untersuche  den  Functionsunterschied  { . . . } in 
z — a,  um  zu  sehen,  ob  hier  vielleicht  eine  passende  Grenze  sich 

Arcb.  d.  Mutli.  u.  Pb;:*.  2.  Beibe,  T.  XII.  10 
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findet.  Man  wird  dann  sogleich  erfahren,  was  aus  1 . . . | in  »=i, 
c wird.  Der  Wunsch  ist,  diesen  Functionsunterschied  zu  null  zu 
machen.  Welchen  Wert  hat  also  der  Ausdruck 

y(0  • /'(g)  (x(n)  — <p‘  (e)) . f(z) 

(*  — »)•  x—z 

in  » a?  Es  sei  * = a-f-A,  A sehr  klein.  Weil 

2“+i 

?(*)  •/(*)  = n(z  — a)  . Q(z) 

so  verschwindet  cf(z)  . f{z)  jedenfalls.  1«.  Wenn  « --  0,  so  ist 

f{z)  ~ AA->i.  + ÄAM,+  . . . , f'(z) iAh-lie  + . . . , 

vW  ■“  (*  — “)(«  — a)A-j-.  . 9'(s)  — (6  — a){c  — a) 

XW  “ i(A  — a)  (c  — a)+ . . .;  also 

vW /^^(*)  = — iA(A — o)  (e— a)A~'!s -|- . . ., 

2(z)  — q,'(z)  — J(A  — a)  (c  — a)  + . . . , 

[XW  — y'W]/«  - iA(A  -«)  (c-a)A-M.  + . . . . 

Der  zweite  Term  ist  daher  mindestens  klein  von  der  Ordnnng 
A'!s,  verschwindet  also  in  r = a.  2“.  Wenn  o — so  ist 

/•(»)  = ^A‘!«  + . . /•'(*)  = 4-,  . 

XW  = if*  — “)(«—«)  + • • •, 

9>(®)  verschwindet, 

xW  — d^'W  = —!(*—“)  (c  — «)  + • • •, 

ist  endlich,  f(z)  verschwindet.  Der  Ausdruck  verschwindet  demnach 
auch  in  z •=  a:  er  verschwindet  somit  überhaupt  in  * — a,  A,  c. 
Die  passenden  Grenzen , für  welche  der  Functionsuuterschied  weg- 
lällt,  sind  gefunden;  das  eine  Mal  integrire  man  über  a < z < a' 
das  andere  Mal  über  b z c.  Man  setze  nun 


b c 


a b 


b e 

G.  fW  dz,  fi?)  dz 

a b 

Dann  gelten  die  zwei  Diiferentialgl. 

V F,  W - M.üy-,  F,(*)  = M . U„ 
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die  nicht  mehr  homogen  sind,  sondern  eine  Constante  als  rechte  Seite 
haben.  Noch  ist  M zu  berechnen.  Weil 


** — 

X — * 


80  ist 


0»  y(g)—  y(«)  _ „ 

0»*  ' X - - * 

Der  höchste  Term  in  %{x)  ist 


folglich 


0r-  I-.  - 


Endlich  ist 

= 3-42:«+2i:a*+22:|3y 

X Z 

-W"  + l)  = 3-1  . Z«  + (.£o)»  -Jn(n  + 1) 

Daher 

Af=  . ,So+(i:«)»-i><(n+l)  - i(l-2;o)(l-2£a)-l«(n+l) 
Weil 


also 


so  ist 


2=”+^“ 


M “ — 

und  es  bestehen  die  zwei  Differentialgleichungen 

+ ZC*)  • + 

0*  y 0 y« 

9>W  + Z(*)  • + - MU, 

Multiplicirt  man  dieselben  und  addirt,  so  sieht  man,  dass  I j(a:) 
— derselben  Differentialgl.  wie  f(x),  folglich 

II . W(a;)  — 17  (I  — a)  Mi-o  ( U,  Fj(*)  — F,  (i)) 

derselben  Differentialgl.  wio  P{x)  genügt,  dass  nämlich 

0*TF 

= («(«+ !)«  + £)  IF 

denkt  man  sich  i sehr  gross,  so  ist 

10* 
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b 

W “ f + + . . . , 

a 

e 

W-f  + li/'¥(^)äz  + . . 

b 

also  17,  Fj(x) — 17,r,(a;)  DiindesteDS  von  der  Ordnung  des  sehr  klei- 
nen. Da  aber  der  Exponent  J — 2ß  nur  der  Werte  1,  J,  0 fähig 
ist,  so  ist  lE(^)  mindestens  von  der  Ordnung  x-'U  der  Kleinheit. 
Die  Function  VE(x)  kann  daher  nicht  mit 

n 

/>(x)  =x^+.  . . 

znsammenfallend  gedacht  werden,  sondern  sie  unterscheidet  sich  von 
der  Lamd’schen  Function  T(z)  zweiter  Art  nur  durch  einen  consfanten 
Factor  und  ist  in  Wirklichkeit  von  der  Ordnung  x-'U(»fi)  der  Klein- 
heit, wenn  x sehr  gross  wird.  Heine  bezeichnet  diese  Constante  mit 
k und  nennt  sie  eine  numerisehe,  sagt  aber  in  seinen  Arbeiten  über 
die  Art  ihrer  Berechnung  kein  Wort.  Ich  habe  schon  oben  bemerkt, 
dass  diese  Benennung  Heines  nicht  zutreffend  ist,  da  sie  in  Wirk- 
lichkeit bei  ihm  eine  algebraische  Funct.  von  4*  und  c®  ist.  Will 
man  nun  nach  Formel  II.  diu  Function  H’(x)  in  elliptische  Integrale 
umsetzen,  um  durch  Vergleichung  mit  den  entsprechenden  Aus- 
drücken von  2’(x)  die  fragliche  Constauto  zu  erkennen,  so  wird  die 
Rechnung  je  weilen  durch  das  Auftreten  der  beiden  Perioden  des 
elliptischen  Integrales  dritter  Art  sehr  erschwert.  Ich  will  nun  der 
Function  IV(x)  noch  eine  andere  Gestalt  geben,  welche  die  Um- 
setznng  in  elliptische  Integrale  in  so  fern  erleichtert,  als  man  nicht 
genötigt  wird,  beide  Perioden  des  ellipt.  Integrales  dritter  Art  zu 
berechnen. 

Stellt  man  im  Ausdrucke  für  TV(x)  den  Factor  /I(x — oI'Ij-»  bei 
Seite,  so  kann  man  den  Multiplicand  Ljlj(x) — G, r,(x)  als  Doppel- 
integral  aufl'assen.  £s  gilt,  dieses  Doppelintegral  in  die  Form  eines 
einfachen  Integrales  zu  bringen.  Statt  der  Integrale  D,,  47,  mit 
geradlinigem  Wege  habe  ich  solche  mit  krummlinigem  geschlossenen 
Wege,  die  sieh  resp.  in  eine  Doppelgerade  von  a bis  4 und  zurück, 
vou  4 nach  c und  zurück,  verwandeln  lassen.  Da  ich  über  eine 
entsprcchendo  Iiitegrationslüuctiou  mit  beweglicher  obern  Grenze  ver- 
fügen muss,  so  setze  ich 
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= int)  ^ in(»-a)-‘i.  . P(t)  jn(,-„)2a-.|,  . Q(.) 

Da  2a,  2ß,  2y  ganze  Zahlen  (0  oder  1)  sind,  folglich  TI{t — n)®“  . Q(a) 
eine  ganze  Fnnction  ist,  so  ist  alle  Irrationalität  in  der  einzigen 
Quadratwurzel  Vf*— o)(x — i)(x — c)  vereinigt;  daher  reicht  ein  zwei- 
blättriges  Feld,  in  dem  eine  Uebergangslinio  von  — N nach  a,  eine 
andere  von  l>  nach  c gezogen  ist,  zur  Aufnahme  der  Function  f7(a) 
hin,  und  Ui,  l\  erscheinen  als  die  zwei  Perioden  derselben.  Wo 
sic  verschwinde  ist  gleichgültig;  man  kann  allenfalls  z = c als  untere 
Grenze  des  Integrals  U(t)  annehmen,  damit,  wenn  z sich  nur  in  der 

Rcalitätslinio  dos  ersten  Blattes  von  c gegen  N hin  bewogt, 

folglich  auch  f/(z)  stets  positiv  seien.  (Denn  Q{t)  ist  daun  pos., 
weil  alle  Wurzeln  der  Gleichung 

QW  - 0 

unterhalb  c liegen).  Die  Variabele  x liege  weit  östlich  von  c in  der 
Rcalitätslinio  und  es  sei 


tlZ  — 


in(,x  — a)'\t-<tdV  = n(x  — a)'l.-z 


dU 

X — t 


177 


/x— oyi.-"  r(t)  ^ 
\z — a)  X — Z 


Man  betrachte  das 


Integral  / UdZ 


r- 


(Weg  wie  in  Fig.  2). 


Ich  habe  den  Weg  geschlossen,  weil  V wirklich  auf  denselben 
Wort  zurückkehrt,  was  sogleich  gezeigt  werden  soll,  und  weil  es 
dz 

sich  von  g-  von  selbst  versteht.  Man  denke  sich  nämlich  den  Wog 

ot 

auf  die  Realitätslinic  und  um  die  Punkto  a und  e zusammongezogen. 
Dio  Punkte  C,  C‘  des  ersten  Blattes  zwischen  a und  h fallen  dann 
zusammen,  und,  weil  die  durchgehenden  Wegesteile  entgegengesetzte 
Richtung  haben,  so  heben  die  ihnen  entsprechenden  incremento  der 
Function  U einander  auf;  dasselbe  gilt  von  den  zwei  Wegestcilen 
ah  im  unteren  Blatte.  Der  Punkt  li  des  ersten  Blattes  ist  mit  dem 
Punkte  B'  des  zweiten  Blattes  durch  die  Uebergangslinio  hindurch 
in  unmittelbare  Verbindung  gesetzt,  die  Ineremente  der  Function  U, 
die  den  entgegengesetzt  goriebteten  Wegesteilen  bc  durch  B und  B' 
entsprochen,  heben  einander  auf;  und  dasselbe  gilt  von  den  zwei 
noch  übrigen  Wegestcilen  bc.  Der  Weg  ist  also  geschlossen.  In 
der  Figur  1.  habe  ich  den  Intcgrationsweg  entfernt  von  der  Reali- 
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tätslinie  gezeichnet,  nur  um  die  Vorzeichen  von  , ■—  ■ 

V(^-o)(a-4)0-c) 

jeweilen  an  der  AnsBensoite  der  Wegesteile  anbringon  zu  können, 
denke  mir  aber  den  Weg,  wie  gesagt,  auf  die  Realitätslinie  zusam- 
men gedrängt.  Für  die  halben  Perioden 


sei  der  Weg  a^b  (Vorzeichen  1)  massgebend  und  für 


c 

tiU 


z=b 


der  Weg  bßc  (Vorzeichen  a).  Anf'dem  Wege  von  b über  e und  S 
zurück  nach  b (natürlich  westlich  von  a durch  die  Uebergangslinie 
hindurch;  ich  werde  später  kurz  „Weg  6t JA“  sagen,  womit  zugleich 
die  Richtung  des  Weges  angezeigt  ist)  gewinnt  dio  Function  17(j) 
die  ganze  Periode  L\-,  wenn  ihr  Wert  in  a mit  u bezeichnet  wird, 
so  beträgt  derselbe  in  ß nun  In  ß ist  das  Wegelement  dz 

positiv,  in  a negativ.  Daher  fällt  auf  6c  für  die  zwei  durch  o und 

ß gehenden  Strecken  als  Teil  des  Integrals ^ UdZ  der  Betrag 

In  e hat  die  Function  U das  Vorzeichen  — 1 ; sie  gewinnt  daher  auf 
dem  Wege  bridb  die  entgegengesetzte  Periode  — t/i;  wenn  sie  in  y 
den  Wert  k‘  hatte,  sc  bekommt  sie  in  d den  Wert  — If+u'.  Auch 

g.  hat  in  y und  d das  frühere  Vorzeichen  a mit  — i vertauscht; 

daher  fällt  auf  6c  für  die  zwei  Wegstrecken  durch  y und  d wieder 
der  Betrag 

I7(x-a)>ia-<.ii;,K, 
für  alle  vier  Strecken  6c  der  Betrag 
I7(*  — 

Wenn  z den  Weg  6ad4  (natürlich  frei  um  e herum)  zurück  legt,  so 
gewinnt  die  Function  V dio  Periode  t/,;  wenn  sie  in  e den  Wert  u 
batte,  so  bekommt  sie  in  0 den  Wert  t/j+u.  Weil  in  e und  6 für 
ÖE 

--  das  Vorzeichen  — 1 gilt,  so  entfällt 
c* 
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— 17(i  — 

als  Anteil  dos  Integrals ^ UdZ  anf  die  zwei  durch  £ und  9 ge- 
führten Strecken  ab.  Auf  dem  Wege  hßyb  wird  f/j  von  der  Func- 
tion !7,  gewonnen;  wenn  ihr  Wert  in  r)  mit  «'  bezeichnet  wird,  so 
beträgt  derselbe  in  t nur  — U,-\-u'.  ln  beiden  Punkten,  J und  rj, 
ÖJZ 

bat  das  zugehörige  Vorzeichen  1 ; daher  fällt  anf  die  zw'ci  durch 
oj  und  S gehenden  Strecken 

— Il(T  — a)'  >-»  . 

als  Anteil  dos  Integrals ^ lUlZ;  für  alle  vier  Strecken  ab,  somit 

— /7(v  — 


Also  ist 
^ UdZ  (Weg  in  Fig.  1) 


Wird  nun  der  in  Fig.  1.  dargestollte  Integrationsweg  in  die  Ebene 
hinaus  erweitert,  so  lässt  sich  derselbe  in  folgende  drei  geschlossene 
Wege  zerlegen:  der  erste  ist  ein  doppelter,  rückläufiger  Kreis  um 
das  endliche  Gebiet,  der  also  zweimal  die  westliche  Uebergangslinio 
passirt;  der  zweite  ist  ein  kleiner,  rechtlänfiger  Kreis,  der  im  ersten 
Blatte  tc  nmschliesst,  und  der  dritte  ein  eben  solcher  im  zweiten 
Blatte.  Beim  ersten  Woge  kann  man  nach  fallenden  Potenzen  von 

0 jj 

s entwickeln.  Der  Anfangsterm  vou  ^ ist  derjenige 

von  U also  Die  Exponenten  befolgen  eine 

aritbmetisebe  Differenz  — 1,  wenn  nicht  eine  anfällige  Integrations- 
constante  A binzutritt.  Pa  es  sich  aber,  wenn  man  den  Factor 

IJ(x  - a)'lv— “ weg  lässt,  nur  um  das  Integral  — (Weg 

ein  negativer,  doppelter  Kreis  um  das  endliche  Gebiet)  handelt,  und 
da  die  Exponenten  in  den  mit  dem  Factor  A behafteten  Termen 
lauter  ungerade  Zahlen  sind,  so  dass  die  bezüglichen  Integrale  sämt- 
lich null  werden,  so  ist  A für  den  Wert  des  Integrals  von  keiner 
Bedeutung.  Nimmt  man  daher  A = 0 an  und  erwägt,  dass  die 
Reihe  für  U so  lange  convergirt,  als  v absolut  grösser  denn  c ist, 
so  hat,  wenn  man  vom  Horizonte  herkommt,  U in  beiden  Blättern 
entgegengesetzte  Werte  und  muss  daher,  wenn  man  z.  B.  von  Osten 
her  der  Realitätslinio  folgt,  in  c den  Wert  0 annehmen.  (Der  all- 
gemeine Wert  in  diesem  Punkte  ist  dann  wenn  p und  A 
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1 

ganze  Zahlen  bedeuten.)  Da  nun  X ->  0 ist,  so  hat  ^ V gj 

ausserhalb  eines  Kreises  um  0,  der  a,  b,  c und  x umschliesst , den 
Charakter  einer  ganzen  Function  von  der  zweite  Umlauf  gibt  da- 
her dem  Integrale  denselben  Wert  wie  der  erste.  Lässt  man  * nur 
ein  Mal  in  positivem  Sinne  umlaufen,  so  wird  das  Integral  zu 


fh  (Weg  ein  rechtläufiger  Kreis  um 
das  endliche  Gebiet) 

Der  Wert  ist  also  das  (2i7t)  fache  des  Coefficienten  von  J in  der 
Entwicklung  von 

(U(t)  b=txi  , .u=a>  rje 


(2(»-v)-l))» 

ist.  Damit  der  Exponent  von  z gleich  —1  werde,  muss 

I -f-  f»  = 2(n  — o — 1 ) 
sein.  Jenes  Integral  ist  also 

/ / U(«)\® 

/ 1^— ~)  * (Wog  ein  pos.  Kreis  um  das  endliche  Gebiet) 
I=2(n— 0-1) 

(2n  — 2v  — 1 — I)  aw^'*“2>’-2-A 


= 2 jre  . 


2 

A=0 


und  ist  eine  ganze  Function,  deren  höchster  Term 


2w 

2n  — 2v  — 1 • 


j;2n— 2b-2 


beträgt. 

wodurch 


Diese  Function  ist  noch  mit  I7(*  — a)Mj-«  zu  multipliciren, 
der  höchste  Term  dos  Integrals ^ üdZ  (Wog  wie  oben)  zu 


3» — 1 

2in  2 '' 

2n — 2v  — 1 

gemacht  wird.  Wir  suchen  den  Wert  des  Integrals  des  zweiten 
Weges.  Es  ist 
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UdZ  (Weg  ein  kleiner,  rcchtlänfigcr  Kreis  um  ^ im  ersten  Blatte) 
“ -y  X P(^)  (Wog  wie  vorhin) 

also  noch  Cauchy 

J'  UdZ  iitP(i)V(xi) 

Ebenso  ist 

^ UdZ  (Weg  oin  kleiner,  pos.  Kreis  um  x im  zweiten  Blatte) 
= mP{x)  . U{x^) 


wenn  für  die  Function  P(x)  ihr  Wert  im  ersten  Blatte  gilt.  U(r^) 
und  U{x^)  bezeichnen  die  Werte,  welche  die  Function  U{z)  im  Punkto 
,r  des  ersten  und  des  zweiten  Blattes  annimint.  Der  Wert  dos  In- 
tegrals j UdZ  längs  des  zweiten  und  dritten  Weges  ist  somit 
-inP{x)[U{x^)-V{x^)-\ 

Nun  ist  aber 

U^x^)-  U(x,)  -f  d Ul^t) 

Der  Weg  dieses  Integrals  ist  eine  rückläufige  Schlinge,  die  ans  dem 
Funkte  x des  zweiten  Blattes  um  die  Verzweigungspunkte  o,  b,  e 
geworfen  ist,  dio  westliche  Ucbcrgangslinie  durchdringt  und  im 
Punkte  X des  ersten  Blattes  endigt.  Diese  Schlinge  zerfällt  aber  in 
eine  nur  die  Punkte  a und  b cinschlicssendo  Curvo,  welch#  die  öst- 
liche und  westliche  Ucbcrgangslinie  durchdringt,  und  in  eine  nur  den 
Punkt  b umgebende  Schlinge,  dio  allein  dio  östliche  Ucbergangslinic 
zwischen  b und  c passirt.  Der  Wert  des  Integrales  auf  dem  ersten 
Wege  ist  bekanntlich  — Ui,  und  auf  dem  zweiten 


^ U{x  — a)“-'l«  p(t)dr,  so  ist 
c 

X 

U(xi) — U(x,)  = n{z  — P(x)d* — U, 


Weil 


2(o  — })  — V — ’/j 


so  ist  der  höchste  Term  in 


Digitized  by  Google 


1&4 


Biglerx  Einigt  Bemerkungen  eic. 


n(z-a)«-M4  . P{z) 

2 

folglich  *’****'”''*  höchste  in 


nnd  daher 


3n  — 1 

— 2»«  2 
2n -"2^^  ® 


— V 

der  höchste  in 


-i,tP{x)[U{x^)-U(T^)) 
und  wird  daher  Tom  höchsten  Termo  in 


UdZ  (Weg  ein  pos.  Kreis  um  das  endliche  Gebiet) 


anfgehobou.  Da  aber  W(x)  nnr  die  Ordnung  x 2 erreicht,  so 
mQsscu  n — V Terme  zerstört  werdeo.  Es  ist  somit 


II.  IV(x)  = 2!ji  X CoefF.  tou  i in  der  Entwicklung 

X 

r/(x-o)‘!.-«  _ [^y* X P{z)dz- f/J 

c . in l\x) 

Diese  Formel  eignet  sich  allerdings  viel  weniger  zur  Anftiudung  des 
n-|-l 

Coeff.  von  x 2 , als  der  Ausdruck  I,  offenbart  aber  sogleich, 
dass  keine  elliptischen  Integrale  dritter  Art  Vorkommen.  Kuu  soll 
die  Function  Wix)  für  die  Fälle  n = 0.  1,  2,  2 mittelst  der  For- 
mel II.  in  elliptische  Integrale  umgesetzt  werden. 

Bern,  den  9.  März  18BB. 
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IX. 

Zur  Complanation  des  dreiachsigen  Ellipsoides 
mittelst  elliptischer  Coordinaten. 


Von 

Ferd.  Jos.  Obenrauch, 

Professor  nn  der  L.-Oborrealschtile  in  Brflnn. 


Bekanntlich  hat  zuerst  J.  Liouville  ')  in  einem  seiner  au  P.  H. 
Blanchet  gerichteten  Briefe  die  Ohcrfiäehc  des  dreiachsigen  Ellip- 
soides durch  elliptische  Cuordinatcn  dargcstellt. 

Liouville  geht  in  seiner  Abhandlung  von  dem  homofocalcn 
Flächensysteme  zweiter  Ordnung 


ans. 

Unter  den  Voraussetzungen 

i<e<p,  v>Ä>0 


1)  „Lettres  sar  diverses  qucctions  d*ana))'so  ct  de  phjsique  mathematique 
concernent  iVlIipscIdc,*'  ndress^es  a M.  P.  II.  Blnnchct;  Paris,  39.  mai  1846. 
S.t  Journal  de  math^matiques  pures  ct  nppliquecs,  publik  par  Joseph 
Liouville,  Tome  onzibme,  Paris  1846,  pag.  217—336. 
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erhalten  wir  eine  Schaar  dreiachsiger  Ellipsoide  mit  den  Halbachsen 
P,  yp*— i*,  Vp*— c®,  geschnitten  durch  eine  Schaar  homofocaler 
oder  confocaler  einteiliger  Hyperboloide  und  eine  Schaar  confocaler 
zweiteiliger  Hyperboloide,  von  welcher  'die  ersteren  fi,  Vft® — i*, 
Vc® — (4*,  die  letzteren  v,  Vi*— v*,  y«* — v*  zu  Halbachsen  haben. 

Dieses  System  confocaler  Flächen  zweiter  Ordnung  hat  zuerst 
Lamd  *)  in  seinem  „M4moirc  sur  los  surfaces  isothermes  dans  los 
corps  solides  homogenes  on  ^quilibre  de  tomp^rature“  im  V.  Bande 
der  M6moires  prisentes  par  divers  savans  ä l'Acaddmie  dos  Sciences 
de  l’institut  de  France,  Paris  1837  in  die  analytische  Geometrie 
eingefuhrt  und  gab  den  veränderlichen  Parametern  p,  ft,  v,  welche 
den  Raumpuukt  M(x,  y,  z)  bestimmen,  den  Namen  clliplischo  Coor- 
diuateu. 

Lame  gelangte  in  diesem  Memoire  u.  a.  zu  dem  die  Oberfläche 
eines  Kugeloctanten  vom  Halbmesser  r •=  1 darstellenden  Doppel- 
integral 

b c 

p p V® — p*  JI 

xJ  u yv® — 6*  yc* — V*  yi® — p®  y«® — p®  ^ 2 

0 h 

C>  b>0 

dessen  Wert  Herr  Hofrath  Dr.  Ant.  Winckler  ®)  durch  Spocialisirung 
eines  durch  Gamma-Functionen  ausgedrttckten  Doppolintogralcs  von 
allgemeinerer  Form  bestimmte. 

Lionville  weist  auf  pag.  218  seiner  Abhandlung  auf  die  von 
Jacobi  ®)  verwendeten  nnd  für  die  Complanation  dos  dreiachsigen 
EUipsoides  nicht  so  bequemen  Intogrationsvariabeln  ip  und  *)  bin 
und  gelangte  auf  pag.  219  zu  dom  Dilforential  dw  der  Oberfläche 
des  durch  die  Gleichung 


1)  S.  a.:  „Jonrnnl  de  raathematiques  pures  ct  appliqudcs,  publiti  par 
Joseph  Liouvillc,  tomc  II,  Paris  tS37,  pag.  147 — 183.“ 

2)  „Allgemeine  Transfoirantion  der  bestimmten  Doppelintegrale“.  Von 
Dr.  Ant.  Winckler.  Denkschriften  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften, 
XX.  Bd.,  vorgclegt  in  der  Sitzung  vom  7.  Januar  IS 59. 

3)  „De  transformationc  et  determinatione  integralium  duplicinm“,  Crelle’s 
Journal  Bd.  X,  Berlin  |B33,  pag.  lUl. 

4)  Winkel  der  Normalen  mit  den  Coordinatenachsen. 
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bestimmten  dreiachsigen  Ellipsoidos 


1 


t/?r 


(p^  — V*)  Vp* — |U*  Vp* — V* 

Vfi* — b*  Ve* — (t*  Va* — V*  Vc*— V* 


dp  dv] 


Die  Oberfläche  <S  des  Octanten  eines  dreiachsigen  Ellipsoides]  mit 
den  Halbachsen  p,  Vp*— i*,  ^p*— c*  ist  demnach  dargestellt  durch 
das  Doppelintegral 


(3)  Sie, 

c b 


, r r Vew* 

V J Vp*—b*  Vi*— V*  Vc»— V»  '* 


Den  Gegenstand  der  vorliegenden  Abhandlung  bildet  die  Be- 
stimmung der  Oberfläche  des  Octanten  S(u,  b,  e)  eines  dreiachsigen 
Ellipsoides  mit  Hilfe  des  confocalen  Flächensystemes  zweiter  Ord- 
nung : 


(4| 


I*  V*  =* 

+ A»  + 7* 


+ 4»-|i*  + 


. - y _■  1 __ 

4* — v’  ‘ c*— V* 


Unter  den  Voraussetzungen 

a>i>c>0,  Ä>v>’C 

erhält  man  ein  dreiachsiges  Ellipsoid  mit  den  Haihachsen  a,  b,  o, 
geschnitten  durch  eine  confocale  Schaar  zweiteiliger  Hyperboloide 
mit  den  Halbachsen  Vo*— f»*,  Vg*  - 4*,  Vjx“ — e*  und  eine  confocale 
Schaar  einteiliger  Hyperboloide  mit  den  Halbaxcn  Va*-  v*,  l/i*— v*, 
Vv* — c*. 

Durch  Auflösung  dieses  Glcichungssystemes  ergeben  sich  für  die 
orthogonalen  Coordinaten  y,  z eines  Punktes  des  Ellipsoides  die 
Werte : 
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— u*  V«* — »'* 


(5) 


r — Vfi* — 6*  — -V* 


V#** — Vv* C* 

Cj  £j 


wobei  zar  Abkürzung  gesetzt  wurde 

t,  = £j  Va»-c*,  t,  = Va»— i* 

Die  Oberfläche  des  Octanten  eines  dreiachsigen  Ellipsoides  kann  nun 
unter  Benutzung  des  Gleichnngssystemes  (5)  ans  der  allgemeinen 
Coinplanationsformel  oder  mit  Benutzung  der  unter  rechten  Winkeln 
sich  schneidenden  Bogenelemente  <la,  da^  der  Krammungslinien  beider 
Arten  in  elliptischen  Coordinatcn  direct  dargestellt  werden. 

Wählen  wir  die  letztere  Methode,  so  erhalten  wir  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen 


an  Vo’ — V* 

(Ix 

av 

d^- 

*8^3  Vo* — n* 

dv 

Va* — V® 

dy 

in  v'4*~v® 



hv 

Vfi»— 4* 

*1*3  4* 

dv 

~ fl  fj 

V4»— V» 

dz 

cn  V V*— c* 

dz 

cv 

Vfl* — c* 

>¥ 

*1*8  Vft«— C* 

dv 

Vv*  — c® 

für  die  Bogenelemente  da,  da^  der  KrUmmungslinicn  der  ersten  und 
zweiten  Art  die  Werte: 


(7) 


d(S  ‘ 


Vlt‘—v’ 

Vo* — t**  Vf** — c*  ^ 

V*  Vfl* — V* 

Vo’ — V*  Vi* — V*  Vv*— c’ 


dv 


folglich  mit  Rücksicht  auf  das  Dupin’sche  Theorem  für  das  von  den 
. Bogeneicmenten  da,  da,  begrenzte  Fläch  enelemcnt  d/*  des  Ellipsoides 
(a.  i,  c)  einen,  dem  Liouville’schcn  Ausdruck  analogen  Ausdruck 

dF  = _ ^ 

Va* — (4*  Vft*  — 4’ c*  Vo*  - V*  Vi* — r*  Vv* — e*  ^ 
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Lassen  wir  p.  alle  Werte  von  b bis  a und  v alle  Worte  von  c bis  b 
dnrcblanfen,  so  erhalten  wir  die  Oberfläche  S(a.  b,  c)  des  Octanten 
eines  dreiachsigen  Ellipsoides  dargestellt  dorch  das  Doppelintegral 


(8)  S(a,  b,  c) 
a b 


-ff 


V») 


Va*— p»  VjiCTjs  Ypi—c*  Ya'—v*  ib*-v'  Vv'-c» 


rf(i  dv 


welches  somit  im  Sinne  der  Complanations-Thcorie  als  eine  ste- 
reometrische Erweiterung  des  Lam6’schen  Dappelintegrales  betrachtet 
werden  kann. 

Um  das  vorliegende  Doppelintegral,  welches  auch  in  der  Form  ^ 


_ P P V») ^ ^ 

Vo»— ft*  V;.*^**  y a*— V«  Vi*— V*  y;;»^  *' 

b c 

a b 

„ r r ^ 

,/  ■]/ a* — (a*  yji* — — c*  ^ t/ Va* — v*  Vi* — V*  V V* — 


u c; 

_ r , r 

Va* — ft’*  Vj«* — Vjtt* — c*  ^ t/ Va* — v*y6* — u 


: rfv 


V*  y V*— c 


geschrieben  werden  kann,  auf  den  bekannten  Legendre’schen  Aus- 
druck zu  reduciren,  führen  wir  in  das  erste  und  dritte  Integral, 
beziehungsweise  in  das  zweite  und  vierte  Integral,  statt  ft  und  V die 
neuen  Integrationsvariabcln  B und  9 mittelst  der  Gleichungen 

«s  V*  — c* 

o»-  “ ‘«V 

ein,  nnd  erhalten  wegen 


oi’sinöcosfl  „ , *3  , . 

du,  — - ' =rfO,  fc=  < 1 

Vl  - 1*  sin»e  “ 


</v 


it,^siny  cosqp 
V'l-A^cos^'’’’ 
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(11) 


//v5= 


— V*) 


V/*® — c®  Va* — V®  V(**' — V®  ~ c® 


(2ft 


2 2 
a’i  (1— Ä;«8in*fl)»  P (1— >i®C05»<p ^ 

*»*</  yi— ).*8m*ö  Vl — x*sin  9 «y  Vl — Ai®cos®9>Vl— *,*sin*«|p  ***" 

0 0 


n n 

~2  "2 

r (i-/Aip»9)  r (1— 

®«l/yi — fc®sm*0  yi — **sin*Ö  -f  Vl — i-,®cos*q)yi  — 

0 0 


• wobei 


X 


Es 

t» 


yo*— i® 

y o* — c® 


< 1, 


»®+x,»=  1 


Wenden  wir  auf  die  nunmehr  erhaltenen  einfachen  Integrale  die 
bekannten  Reductiousformeln  au,  so  gelangen  wir  schliesslich  zu 
dem  von  Legendre  ‘)  durch  elliptische  Integrale  der  ersten  und 
zweiten  Art  dargestellten  Ausdruck 


(12) 


k/* y a’ — u®  y (i* — < 


V») 


ya’ — (»®  y^* — 4*  yfi®— c*  ya* — v*  yi* — v*  y^*- 


~d)i  tlv 
/•* 


wobei 


n £, oy  4®  — «* 

4 f 2 ^y  (;* 


. £j  . y<»* C* 

<s  — arcsin  ~ = arcsin 

^ a a 


Lassen  wir  e gegen  die  null  converglren,  so  geht  der  Ellipsoid- 
octaut  in  einen  Ellipsenquadrauten  über,  und  wir  erhalten  wegen 
£(i,  g>)  — 1 

den  Wert  eines  mit  dem  Lame’scben  Doppolintcgral 


1)  „Extrctcpi  de  cnlrul  inic'grol,  lomc  I«'.  Parii  1811,  pag.  191“  und 
„Traite  des  funetions  elliptiq  ues,  tonie  |er,  Palis  182S,  pag.  357“, 
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(2) 


V«*  — u* 


b 0 


Vä»-v*  V**— V* 
a > Ä > 0 


dp.dv 


7t 

2 


verwandten  Doppolintegrales,  nämlich 


ff  7^, 


h 0 


fiv(u* — V*) 

Vfi* — J*  Va* — V*  Va* — V 
« > A > 0 


(l^irlv  ™ ^ flA 


Um  (las  vorliegende  Doppclinfegral  (8)  in  das  Liouville’scho 
Uoppelinlegral  zu  traiisformiren,  setzen  wir  statt  der  constaiiten 
Parameter  a A,  c beziehungsweise  p,,  Vpi*— Ai*,  Vp]“'— wobei 
Pi  > e,  > A,  und  führen  statt  fi,  v die  neuen  Inlegrationsvariabeln 
Pj,  vj  mittelst  der  simultanen  Substitution 

Vpi*— f**  Vpj*  — V*  =*  p,V, 

(14)  

yp*-(p,»-A,*)  y(p,»-A,*)-v*  = yp,*-A,* 

ein. 

Die  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  nach  p und  v liefert 

(15)  (*»  = py  — V,*,  r>i  = p,*  — p,» 

Folglich  ist 

«1  > f*i  > *1  > ”1  > <1 

Für  die  Euler’sche  Functionsdeterminante 


dfi 

dfi 

<1)1, 

’ r?v, 

Sl  = 

1 

dv 

dv 

(Tp, 

erhalten  wir 

wegen 

du 

f/v 

dv 

'*(fp,  ■ 

= 0,  p = - 

Vj, 

V » 

(/p, 

= -1*1, 

O ^ - 

ypi*- 

-Ml*  Vey-v 

Die  Oberfläche  dos  Octanten  eines  dreiachsigen  Ellipsoides  mit  den 
Halbachsen  p,,  Vpi^-Aj^^,  Vpi*  — «iS  beziehungsweise  p,  Vp*— Ä“, 

Arcb.  d.  Miith.  u.  Fliys.  2.  TI.  Xll.  1 I 
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ist  somit  dargestellt  durch  das  zuerst  von  Liouville  an- 
gegebene Doppelintegral 


(16)  ü(p,  V(i®— c*) 

i 

Vp*  — V*  p*  — V* 

Vp* — fr*  Ve* — p*  Vfr* — V*  Vc*— V*  ^ 


0 fr 


welches  in  einfache  Integrale  zerlegt,  die  Gleichung  liefert 

(17)  Ä’(p,  V/-4'*,  yp*-c*) 

4 c 


p*  yp*— p* 
yp*^— 4*  y«* — p* 


b 


b 


c 


C-  yp’-t*’ r v*yp*-v*_ 

,/  y^*— i*  Yc~ — p^  ^ ./  yt’* — V*  y^* — v* 


yp*— » 


f/V 


wobei 

c>p>4,  4>v>0  ist. 

Führen  wir  in  das  vorliegende  Doppel  integral  (8)  statt  p und 
r die  neuen  Integrationsvariahein  u und  v mittelst  der  Gleichungen 


p*  V*  ■=»  V 

ein  und  ersetzen  die  neuen  Greuzenpaare  fr*,  a*;  c*,  4*  durch  b,  a;  c, 
4,  so  erhalten  wir  für  die  Oberfläche  des  Octanten  eines  dreiachsigen 
Ellipsoides  mit  den  Halbaxen  y«,  Vb,  Vc  den  Ausdruck 


(18)  S(Va,  Vb,  Vc) 
a b 

Va-uVu 

h c 


(u  — ü)  Vww 

by  c^/  a — v'^b  — rVt>  — c 


dv  dv 


Zerlegou  wir  das  letzte  Doppelintegral  in  seine  einfachen  Integrale, 
so  erhalten  wir  für  die  Oberfläche  eines  Octanten  des  dreiachsigen 
Ellipsoides 

,7  + ^ + 7“! 


den  Ausdruck 
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(19)  Ä'(Va,  Vi,  Vc) 

a h 

_ , r «V»  r _ vv 

*/  ~}/ a — wVw  — h "}/ u — c «y  a — v b — v v — t 


<lv 


- i /"y— f 

xJ  \ a — «y«  - b V u ^ c O y a — vyb  — v y v — c 


welchen  K.  II.  Schellbacli  in  seiner  „Lehre  von  den  elliptischen 
Integralen  nud  den  Theta-Functionen“Bcrlin  18G4,  pag.  310 — 315“ 
auf  anderem  Wege,  jedoch  mit  dem  outgegengcsotzten  Vorzeichen 
gefunden  hat. 


Schellbacli  geht  nämlich  hei  Bestimmung  der  Oberfläche  dos 
dreiachsigen  Kllipsoides  mit  den  Halbachsen  -y/a,  Vb,  Vc  von  der 
bekannten  Complanatiousformel 


<XS  ■=  + + 

aus,  wobei  .X,  Z die  Determinanten  der  partiellen  Differeutial- 
quotienten 


1 d- 

!?i! 

dx 

dx 

du 

did 

dv 

dW 

dv 

, V=  1 

i,  z = 

dz 

dz 

1 dx 

'if  1 

•ly 

7lü' 

dv 

\ d7' 

dv  1 

du' 

dv 

sind,  und  führt  als  neue  Intcgrationsvariabelo  die  variabelen  Para- 
meter «,  V des  Fläcbeusystoms  zweiter  Ordnung 


(20) 


+r 


,+ 


+- 


a(a  — u)  ' h{h  — «)  ~ c{c  — «) 


‘I 

0 > 


a{a  — i’)  ' b{b  — t<)  ' c(c  — v) 


ein,  nud  gelangt  unter  den  Voraussetzungen 

a^45>c,  a^u^i,  b ^ v ^ c 
zu  folgendem  Ausdruck 


1 1» 
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/2i'  Vv r V» 

Vn  — dVä-wV»-  c J y«  — «ya  — h~^u  — 

c h 

h a 

^ ■>> ^ »V» 

y«— »yi — »y»  — c J y« — «y« — 


(liirrli  welclion  in  seinem  WerUe  auf  pap.  315  die  Oherfiärlio  dos 
ganzen  Kllipsoides  ausgedrückt  erscheint. 

Von  der  Riclitigkoit  des  die  Oberfläelie  eines  Ellipsoidoctanten 
(V''o,  VA,  Ve)  darstellenden  Doppelinteprales  (19)  kann  man  sich 
auch  mit  Hilfe  des  Dupin’sehen  Theoremes  überzeugen,  wenn  man 
das  Flächeuelement  der  Krümmungslinicn,  welche  durch  den  Schnitt 
der  beiden  Strahlonflächeu 


a(a — u)  ~ Mb  —it)  ^ c(c  - «)  ^ 

I = 0 ) 

a(« — v)  ^ h{b  — v)  ‘ c{c  — v)  ' 


mit  dem  dreiachsigen  Ellipsoide 


(20)  -+|-  + - = 1 
entstehen,  direct  ableitet. 

Durch  Auflösung  des  letzten  Gleichungssystemes  (20)  erhalten 

wir  

3-  = 1M-»  y«lj’  V«  , 
ya  — A ya  — c J 

(22)  , = V«=:^*i^VA  > 

y a — b yh  — c i 

I 

y« — c yA — 0 

und  für  die  Bogenelemente  ds,  da,  der  Krümmnngslinien  der  ersten 
und  zweiten  Art  

y«-»v« 

f/(5  = 4 j-r: r: (hl 

“ y a ~ u y u — h y u — c 
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rfff,  — j 


Va_„  Vo 


V„_„  -]/b  — v Vo  - 


do 


Das  vou  deu  Bogeuelemeuteu  da,  da,  der  Krilminuiigsliiiicii  begreiizio 
Flächonelement  dt  des  Ellipsoides  (Va,  Vb,  Ve)  ist  somit  bestimmt 
durch  die  Gleichung 

, («  — »)  t/uv  , , 

dF=  i r— T — ■- 7-^ i du  dv 

Va — u V u — bVu — cVa — rVb  ~vVv  — c 


Lassen  wir  k alle  Werte  von  b bis  a und  v alle  Werte  von  c 
bis  b durchlaufen,  so  durchläuft  die  Uoppelscliaar  der  Krümmungs- 
liuien  sämtliche  Punkte  des  Ellipsoidoctauteu , dessen  OberBäehe 
somit  durch  das  Doppelintcgral 


(18)  5(V«,  Vb,  Vc) 
a b 


, ( / _ _ (n-e)  Vuv 

«y  Va — uV  a — hV  u — cVa  — v 


Vb—v  Vv- 


. du  <lv 


ausgedrückt  erscheint. 

Um  von  deu  Lame'schen  Ceordinaten  iiuf  elliptische  Coordinaten 
in  trigonometrischer  Form  überzugehen,  führen  wir  in  das  vorliegonde 
Uoppelintegral  (8)  die  neuen  Intcgrationsvariabeln  o,  (p  mittelst  des 
simultanen  Gleichuugssystcmes 

=*  £3  e,  sin  3^  Vi~  X,  sin^go 

(24)  , 

y p* — b*  Vd*— V*  = tj  £j  cos  fl' cos  (J) 

ein,  wobei 


und  erhalten  den  von  F.  Joachimsthal  ‘)  gefundenen  Ausdruck 

(25) 

a b 

— V*) 

V Vjxä— y vi—v^Vv^—c*'^^ 

b c 


1)  S : F.  Joachirasthivl:  „Anwendung  der  Differential-  und  Integral- 

rechnung auf  die  allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  der  Linien  doppelter 
KrümmuDg,  Leipzig  1872,  pag.  127“.  (III.  Auflage.  L'jipzig  1890,  pag.  149). 
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2 2 

ff 


V (i*cos*9-|-i*8in*  5^  V i®BinV+e*co8*<p 


y 1 -x*sin*#  y 1 — *i*sin*qp 

0 0 

X (®*cos*0-|-!r|*sin*3^)rfftrfT 
Setzen  wir 


(26)  A>=- 


(a* — fi“)  (ft““  — c®)  (a* — V*)  (i*— V*)  (v® — c*) 


und  betrachten  wir  in  geometrischer  Auffassung  u.  zw.  im  Sinne  der 
Cubaturen-Tlicoric  die  Werte  der  elliptischen  Coordinaten  als  ortho- 
gonale Coordinatcn,  so  drückt  das  vorliegende  Doppelintogral  (8) 
das  Volumen  eines  Körpers  aus,  welcher  von  den  Ebenen  A ■=  0, 
p =■  (1,  n ^ b,  V — h,  V = c und  von  der  Fläche  (26)  der  vier- 
zehnten Ordnung  begrenzt  wird.  Die  das  Volumen  begrenzende 
krumme  Fläche  hat  acht  reelle  Asymptoteuebenen , davon  vier  an 
den  Grenzen  des  Integrationsgebietes.  Vier  reelle  und  vier  ima- 
ginäre Asymptotenebenen  liegen  ausserhalb  des  Integrationsgebietes. 

Wird  c ■=  0,  so  geht  das  Doppelintegral  (8)  in  das  Doppolinte- 
gral (13)  über.  Die  zu  diesem  Doppelintegral  zugehörige  Fläche 

(27)  X} 

* ~ (o  — p®)(p®  — 4®)(o®— r®)(6»-v») 


ist  eine  Fläho  der  zehnten  Ordnung  und  bat  sechs  reelle  Asymptoten- 
obenen,  davon  vier  an  den  Grenzen  des  Integrationsgebietes.  Zwei 
reelle  und  zwei  imaginäre  Asymptotenebenen  liegen  ausserhalb  der 
Grenzen  des  Integrationsgebietes.  Das  Volumen  des  zu  diesem 
Doppelintegral  gehörigen  Körpers  ist  gleich  dem  vierten  Teil  des 
Volumens  eines  elliptischen  Cylinders,  welcher  das  Ellipsoid  (o,  b, 
c)  längs  des  Hauptschnittes  (a,  b)  berührt  und  die  Masseinheit  zur 
Höhe  hat. 

Zum  Schlüsse  können  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Untersuchungen 
von  Tortoliui ’)  und  Roberts®)  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  das 


1)  „Nuove  applicazioni  del  calcolo  integrale  relative  alla  qnadratura  delle 
superficie,  curve  e cubatnre  de  solidi,  dal  1).  B.  Tortoliui“.  Crelle’a  Journal, 
1846,  Bd.  XXXI,  pag.  12—39. 

2)  „Note  aur  revaluation  de  Pairo  de  la  surface  nommee  dans  l’optique 
aurface  d’dlaslicitd,  par  William  Kobens“.  .Tonrnal  de  math.  1846,  t.  XI, 
pag.  81 — 86, 
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vorlicgcndo  Doppelintcgral  (8),  sowie  alle  r.iit  demselben  geometrisch 
verwandten,  d.  h.  die  Oberfläche  eines  KllipS idoctanten  mit  den 
Ilalbachssen  a,  b,  c darstellenden  Doppclintegrale  gleichzeitig  die 
Oberfläche  eines  Octanten  der  zu  dem  Ellipsoid 


(28) 


zt 


1 


gehörigen  Fusspunktfläche  vierter  Ordmiiig 

(29)  = bcx^-\-acy- -^abz“^ 

mit  dem  Coordinatenursprnng  als  Projoctionscentrum  darstellen. 
Diese  Fusspunktfläche  zog  zuerst  Fresnel*)  bei  seinen  Untersuchungen 
über  die  doppelte  Strahlenbrechung  in  den  Kreis  seiner  analytischen 
Forschungen  und  gab  ihr  den  Namen  Elasticitätsflächo  (la  surface 
d’61asticit6). 


I)  „Mdmuire  sur  la  double  r6fiActiun.  I,  II**.  Paris  1821.  (Rceuoil 
des  savaiits  dtrangers.) 
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Hoppe',  OscnUrende  Parahel. 


X. 

Osculirende  Parabel. 


Von 

R.  Hoppe. 


Kin  Paukt  P einer  Curve  s sei  Anfang  der  Coordinatoii  y,  » 
eines  variabelu  Curveupuukts  in  Bezug  auf  Axen  von  beliebiger 
fester  Kicbtung  und  zugleich  Anfang  der  Coordinaten  u,  u,  eines 
variabelu  Punkts  auf  einer  Parabel  in  den  Richtungen  ihrer  Axo 
Seheiteltangente,  überdies  « = m und  «i  = « die  ihres  Sebcitels. 
Die  Gleichung  der  Parabel  ist  also: 

+ = 2p(m  + «)  (J) 

Ks  sollen  nun  die  Constanten  m,  n,  j>  und  die  Lage  der  Parabel  so 
bestimmt  werden,  dass  die  Punkte  (uit,)  und  (xyz)  nebst  ihren  un- 
endlich kleinen  Verrückungen  bis  auf  die  zur  Bestimmung  hin- 
reichende Ordnung  bei  Verschwinden  eiuer  gemeinsamen  Unabhän- 
gigen zusammenfallen. 

Die  Wahl  der  Unabhängigen,  als  deren  gleichzeitig  verschwin- 
dende Functionen  die  5 Coordinaten  zu  denken  sind , bat  wie  leicht 
erhellt,  auf  das  Resultat  keinen  Einfluss-,  doch  eignet  sich  hinsicht- 
lich der  Einfachheit  der  Rechnung  keine  besser  als  der  Krümraungs- 
winkol  der  Curve,  weil  durch  dessen  Annahme  alle  Differentiation 
von  Brüchen  vermieden  wird.  Die  Ditforentiatiou  nach  demselben 
sei  durch  Striche  bezeichnet. 

Den  Fall  einer  ebenen  Curve,  weil  er  immer  der  Hauptfall 
bleibt,  wollen  wir  getrennt  behandeln. 
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nsin(r-l-fi)  — pcos(T  + fi)  = 0 (6) 

MCOs(T-|-ft)+;isiu(T  + |i)  + «'siii*(r+f»)  ■=  0 (7) 

— »sin(T+  fi)-|-7)C08(T  + /»)+  3«'sin(T4-/i*)cos(T  + f*) 

-|- .i"  sin*(r-|- ft)  = ü (8) 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  geben: 

n = — s'sin*{T  + ft)cos(t  + fi);  p ■=  — «'siiG(t-(-(i)  (3) 

die  erste  und  dritte: 

und  nach  Gl.  (2)  wird  dann: 

ni  = — Js' sin(T  + ft) co8*( T 4 t*)  ) 

nach  Gl.  (4)  in  Verbindung  mit  (10): 

0ff  . 3»'  dl/ 

i^  arctgg";  n = - arc tg - arc tg  (12) 

Nachdem  jetzt  r + ft  durch  Gl.  (10)  bekannt  ist,  wird  die  Parabel 
absolut  durch  die  zweite  Gl.  (9),  ihr  Scheitel  durch  Gl.  (11)  und 
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Hoppt'.  OscuUrende  Parabel, 


(9)  und  ihre  Axenrichtung  durch  Gleichung  (12)  gemäss  Gl.  (3)  be- 
stimmt. Uie  Gleichung  der  I’arabelaxe  ist  «,  = const,  für  den 
Sohoitel  aber  uj  ■=  n,  folglich  allgemein : 

* sin  fl -|- y cos  fl  = n (13) 

Um  den  Breunpunkt  zu  bestimmen , ist  zu  dieser  Gleichung  hiuzu- 
zufUgen: 

u = r cos  fl  — y sin  fi  ■=  ik-|-  Jp 

woraus  als  Coordinaten  desselben  hervorgehen: 

x=  (»1 -j-ip)  cos  fi-|- nsiii  fl  I 

1 (11) 
y = — (n»-j-ip)  siu  fl neos  fl  ’ 

Um  alle  Bestimmungen  auf  einen  beliebigen  Coordinatenanfang 
zu  übertragen,  sind  nur  zu  x,  y die  Coordinaten  von  P zu  addiren. 


§ 2.  Osculirende  Parabel  einer  Baumeurve. 

Die  Relationen  der  Coordinaten  seien; 

1»  ^ A x-\- B y-\- C z \ 

«I  " -djK Cjz  > (15) 

= As*  + Bjp  C^z  ^ 

wo  bzhw.  die  Parabelaxe,  die  Scbeitcltangcnto  und  die  Normale  der 
ParabelHäcbo  die  Richtungen  der  Axon  der  «,  iij,  «,  haben  Sind 
ferner  aßy,  a^ß^y^  die  Richtuugscosiuus  der  Tangente, 


Haupt-  und  Binormalo 

von  s und 

a ^ A a-{- B ß-{- C y, 

h = Aa,  + B ß,  + Cy, 

etc.  1 

"i  = ■^t“-\~Bjß-\-C\ß-, 

i,  = Aj«,  -f  B,ß,  C,y, 

etc.  > 

(16) 

oj  = A,o  -J-ßs^  + C'^y ; 

i,  =-  Aj«,  B^ß,  -|-  Cs)», 

etc.  1 

die  Richtungscosinns  der  Axe,  Scheiteltangente  und  Normale  gegen 
die  Fnndamentalaxen  der  Curve  »,  so  ist 


m'  = s’a  ; 

a'  — i ; 

5'  “ c ß' — a ; 

C-  - —0  &' 

Uf  = * 

*0 

1 

1 
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wo  das  Krümmunggverliältniss  (d.  h.  Torsion  diridirt  durch  Krüm- 
mung) bezeichnet.  Uiflferentiirt  mau  nach  diesen  Formeln  Gl.  (1) 
4 mal  und  setzt  in  allen  4 Gleichungen  «,  = 0,  so  erhält  man : 


na,  — pa  =0  (17) 

nA,  — pä-j-Ä^a,*  0 (18) 

ii(c,tf'  — Oj)  —p{c9‘  — a)4-3*’a,Ä|  (19) 

n[c,  y'  - -f  1 )] -p[e  »"  - -f  1 )]  (20) 


[4o,(C|  9'  — n,)-)-3Ä|*J-f-5»''n,  A,  = 0 

Die  Gl.  (17)  (18)  geben: 

ncj  — .»'«,*«;  pcj  =»  — (21) 

und  die  Gl.  (19)  (20)  werden  nach  Einführung  dieser  Werte: 

tf'a,  + o,  - 0 (22) 

(t"a,*  f tt'*  — 3-}-  ^ j a|>-|-4a,  c,  -J-  5 ^ a,  A,  = ü 

Da  aber  die  Farabelebeno  durch  die  Tangente  von  s gehen  muss, 
so  hat  nian  — 0,  und  das  Orlhogoualcoefficiontonsystem  hat  die 
Form : 

n -=  -sin<p  A — cosipcosi/^  c = cosgisintgi 

rtj  = cosip  A,  = sin  9 cos  v<  c,  = siiiip  sini//(  (23) 

= 0 A,  — sin  lg  c,  = — cosv  1 

so  dass  die  Gl.  (22)  lauten: 

g" 

3tg9>cosi(<  = #' tgig — (24) 

■0'^  — 3-|-^,  — 9 tgyz-f- ( 4it'tgig +5  ^ ) tgqocos  lg 
-t-3(tg7)C08>h)*  ■=  0 
woraus  nach  Elimination  von  q>: 

5»'ngV  - (3(^"  + (»'  tg  V"f  3d'2  — 9 - 4 +3  ^ - 0 

und  nach  Auflösung; 
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ftappf.  OscuUrende  Parabei 
“ 1^'  ± (25) 

+«l(y  )’+120-6j,7’2_6ü^^ 

nach'ä'JlTuld"’.?:“" 

m V V , sin^cos'V 

:>cüsv'“*  ” = (^6) 


cos®® 

yj  = tf'  — 

cosif» 


(^7) 


welisys'tom^  -™-  ^“8®  '■®'‘“‘''  Fu»damcntal- 

don  Gl.  (16) 
druckt  siud. 


O''  • t «4UUI  l'UlU 

doü“ri  r«/"“  ^ t^'ocfficieutcu  A,ti.  . . erhält  mau  aus 

ILÜM  5^’  “-*■•••  noch  Gl.  (23)  in  ,,,  ausge- 


§ 3.  Beispiele. 

I.  Bio  Ourvo  * sei  die  Cykloidc 

^ ^0 ‘4~  ^*( I cos  m)  ; ^ -.j- ;,(jy  _ gj,j 

Ihre  Gleichungen  geben  differentiirt: 

X = »'  COS  T = A ö'  sin  "< 

^ ==  Ä siliT  = Aco*(l  — cosfu) 


woraus: 


also 


r ^ (ü  Q) 

s =>  2h  w'sin  -y  \ r = 7- 

« 2 


tu'  = 2;  ^ 4Asin  j ; *"  = 4/1  cos  “ 

Daher  ist  nach  Gl  (10) 

tg[r  + ^|  = -3tg| 
und  non  nach  Gl.  (9)  (11) 


p = 


108A  . ,0) 
2 
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6/t  Ü>  Q> 


36  A 


Cd 

2 cos 


Cd 

2 


wo  zur  Abktlrzuni; 


gesetzt  ist.  Im  RUckkehrpuukt  verschwinden  p,  m,  n und  r,  die 
Parabel  degenerirt  in  ihre  Axe.  Iin  Scheitel  verschwinden  m und 
n,  Scheitel  und  Scheiteltangentc  von  Parabel  und  Cykloide  fallen 
zusammen,  und  es  wird 

p = ih 

gleich  dem  Krümmungsradius. 


Nach  Gl.  (12)  wird 


p = — arctg^atg  '■  J “ “'■‘^'8 


2 sin  Cd 
1 - 2 cos  Cd 


II.  Die  Curve  « sei  die  Kreisevolvcnte 
I = — +r(cos  (d  + Id  sin  w) 
y =•  — yo-j-efsin  Cd— (dcoscd) 
woraus  durch  Differentiation; 


also: 
mithin ; 


d'cosT  = r d^cd'cos  Cd;  «‘sini  — rcow-'sinid 
d'  = r cdcrf ; r = Cd;  <o ' — 1 

*-|-d„  = Jrcd*;  d'  •=  r Id;  *"  = i- 


daher  nach  Gl.  (lü): 

fg(^  + p)  — 3 Cd 

Jetzt  hat  man: 


27W 

r = ‘ JV3  ' 


3rco*  9rcti* 

äjvs“  ; ” = at»  ’ 


A'  = yi+9(d» 


fl  = — arc  tg  (3a>)  — 01 


III.  Die  Cnrve  * sei  die  Schraubenlinie 
* = — x„  + rC0S0);  = — yo+rsinw;  s = — z,-{-r  mtgl 

dann  sind  der  Krümmungs-  und  Torsionswinkel : 
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Hopfitx  Osculirende  Parabel 


z = a>cosA;  = oisinil 
der  Krümmungsradius: 


woraus; 


r 

cosU 


3^'  = tgl;  #"-0;  »"  = 0 

and  nach  Gl.  (i5): 


tg >(-  - yi  i-i  cot‘1  - 1 ; OOS  V,  - j/ g (28) 
und  nach  Gl.  (21) : 

tg?>  = ä 

cos  g»  - |/ ^ — 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

A/*-9  + 2tg*A;  A’*  = 27  + 72tg»l  — 2tg*l 

so  wird 


75v'15  . rA/tg*l 
A’cos^l 


V\brL*M^ 

2 At“cos*l> 


n = — 15V3 


At’cos“! 


Aus  Gl.  (28)  ist  zu  ersehen,  dass  if  imaginär  wird  für  1 > |R, 
Eine  steilere  Schraubenlinie  wird  also  von  keiner  Parabel  osculirt. 


Im  Grenzfalle,  wo 


cosA  ==  i;  siuA  — JV3 

ist,  wird  ?>  = 0;  t(»  = 0,  die  Scheiteltangeute  der  Parabel  fällt  mit 
der  Tangente,  die  Normalo  ihrer  Ebene  mit  der  Ilauptnormale  und 
die  Parabelaxo  mit  der  Binormale  von  s (letztere  in  umgekehrter 
Richtung)  zusammen.  Ferner  ist 

*■=0;  A7— V15;  A^  = 15 

j)  “ 2r;  m = 0;  ?i  = 0 
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§ 4.  Specielles  über  die  Bewegung  der  osculirenden 
Parabel  einer  ebenen  Curve. 


Im  Vorhergehenden  ist  die  oscnlirende  Parabel  nur  relativ  zu 
einem  Punkte  der  Curve  bestimmt  worden.  Will  man  sie  als  fort- 
rdekend  mit  ihrem  Berührungspunkte  auffassen,  so  muss  man  zu 
ihrer  Bestimmung  durch  ein  festes  Coordinatensystems  übergehen. 
Dazu  ist  indes  nichts  weiter  nötig  als  1)  in  den  Coordinateurela- 
tionen  (3)  (15)  für  y,  z zu  setzen  x^  + a:,  Vo+y,  + wo  Xj, 
yo,  als  Coordinaten  des  Berührungspunkts  die  Gleichungen  der 
Curve  zu  erfüllen  haben,  also  gegebene  Functionen  einer  Uuabhüu- 
gigen  sind,  während  x,  y,  z durch  die  Lösung  des  Problems  be- 
stimmt werden,  2)  die  Richtungswinkel  der  Fundamentalaxeu  der 
Curve,  also  t,  o,  ß,  y nicht  mehr  einem  Punkte  (xyi),  sondern  dem 
Punkte  (X(,yoZu)  entsprechend  darzustellen,  weil  nämlich  3(xo+x) 
für  X = const  mit  nachfolgendem  x = 0 gleich  Sxj  ist , wenn  nur 
xj  und  X(,-|-x  der  Curve  entsprechen. 


Im  übrigen  bleiben  alle  Formeln  in  unveränderter  Geltung  uud 
drücken  nach  Vollzug  der  2 genannteu  Aeuderuugen  den  Ort  der 
osculirenden  Parabel  sowie  die  Orte  des  Scheitels  und  Brennpunkts 
aus. 

Mau  kann  nun  das  Problem  umkehreu  und  aus  irgend  welchen 
Bestimmungen  der  osculirenden  Parabel  auf  die  der  osculirteu  Curve 
zu  schliesseu  versuchen.  Beim  Krümmniigskreisc  einer  ebenen  Curve 
ist  der  Radius  als  Function  des  Bogens  ausreichend  zur  Bestimmung 
der  Curve;  der  Parameter  der  Parabel  ist  es  nicht,  es  müssen  2 
Stücke  gegeben  sein.  Lässt  man  deren  Beziehung  allgemein,  so  sind 
die  Integrationen  nicht  ausführbar. 


Bemerkenswert  ist  der  Fall,  wo  lineare  Function  von  z ist. 
Sei 

(I  = 

dann  gibt  die  Integration  von  Gl.  (10) : 

* 

3 

sin(T-|-(a)  =•  ks'  (i  const) 


(2B) 


woraus  nach  Einführung  in  Gl.  (9): 

p = (29) 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  p uud  ja  nur  gleichzeitig  constaut  sein 
köuueu. 
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liojtpe:  Ot/culnende  Parabtl, 


Ans  Gl.  (28)  gehen  ferner  sogleich  die  Gleichungen  der  Cnrve 
hervor : 

3 ^ 

X = /{— sin(T  + f*)l  ^"^'cosr0r 

J ^ 

j/ = A*  sin(T-)-fi)l  ^"^^siniSr 

beispielsweise  für  £ = 2;  r + iJ  ■*  V- 

xcosJS;  — ysin^S  — J logjsin*3(p(3  — 4siu*(jp)^ 

1 i/3-j-tgcp 

xsinif+j/eosiS  = log 
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XI. 

V 

Teilung  eines  beliebigen  Winkels  in  eine  beliebige 
Anzahl  gleicher  Teile  mit  Hülfe  von  Modellen. 


Von 

Arthur  Strauss, 

Lehrer  der  Mathematik  am  Realprogymnaainm  r.u  Schwelm. 


Vorwort. 

Um  die  hier  in  Frage  kommenden  Constructionen  auszufUhreu, 
habe  ich  mich  nicht  auf  die  sonst  Üblichen  HUlfsmittel  beschränken 
können. 

Es  liegt  da  die  Frage  sehr  nahe:  Ist  denn  die  Zahl  der  Instru- 
mente, deren  wir  uns  beim  mathematischen  Zeichnen  bedienen 
dürfen,  eine  unbegrenzte  oder  haben  wir  nur  eine  beschränkte  Äns- 
wabl?  — 

Die  Antwort  hierauf  ergiebt  sich  von  selbst,  wenn  wir  die  Be- 
deutung der  HUlfsmittel  in’s  Auge  fassen. 

Wir  wissen:  jede  Kante  des  Lineals  stellt  eine  gerade  Linie 
vor,  die  wir  uns  theoretisch  coustruirt  denken,  etwa  indem  wir  eine 
beliebige  Linie  zwischen  zwei  Punkten  ausspannten. 

Ferner  betrachten  wir  die  Fläche  des  Papiers,  auf  der  wir 
planiroetrische  Constructionen  ansführen,  als  eine  Ebene,  die  in 

arrk.  d.  Math.  u.  Phys.  S.  Reih«,  T.  XII, 
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unserer  Vorstellung  vielleicht  in  der  Weise  consfruirt  worden  ist, 
dass  wir  über  zwei  sich  schneidende  gerade  Linien  eine  dritte  gleiten 
Hessen. 

Wir  sehen  also:  wir  haben  cs  in  beiden  Füllen  mit  - mehr 
oder  weniger  nnvollkommeuen  — Darstellungen  mathematisch  con- 
struirter  Gebilde  zu  tun  und  benutzen  dieselben  als  bereits  ausge- 
führte Hülfsconstructionon.  Mit  demselben  Rechte  werden  wir  natür- 
lich das  Modell  einer  jeden  mathematischen  Zeichnung  als  Hülfsmittel 
anwcndcu  dürfen. 

So  erforderten  die  Constructiouen , die  hier  behandelt  werden 
sollen,  zunächst  die  Anwendung  des  Modells  eines  rechten  Winkels. 

Die  Benutzung  eines  Wiukelmasscs  beim  mathematischen  Zeich- 
nen ist  ja  eigentlich  nichts  neues.  Während  man  sich  jedoch  bisher 
dieses  Instrumentes  nur  der  Bequemlichkeit  wegen  bediente  und 
ihm,  ich  möchte  sagen,  eine  geringere  mathematische  Wertigkeit 
als  etwa  dem  Lineal  zumass,  so  ist  dasselbe,  wie  ich  schon  be- 
merkte, für  die  hier  ausznführenden  Zeichnungen  unbedingt  not- 
wendig und  nach  obigen  Bemerkungeu  auch  genau  von  derselben 
mathematischen  Wertigkeit  wie  das  Lineal. 

Das  Wiukelniass  setzt  uns  zunächst  in  den  Stand,  eine  Curve 
zu  construireu,  die  uns  uuniittelbar  die  Dreiteilung  eines  beliebigen 
Winkels  ergieht.  Das  Modell  dieser  Curve  kann  ich  danu  wieder 
benutzen,  um  eine  zweite  Curve  für  die  Füufteilung,  das  der  zweiten, 
um  eine  dritte  für  die  Sicbenteilung  zu  coustruieren  u.  s w.  Mit 
Hülfe  der  ungeraden  und  der  Zweiteilung  ist  es  mir  nunmehr  mög- 
lich, jeden  beliebigen  Winkel  in  eine  beliebige  Zahl  gleicher  Teile 
zu  teilen. 

Aus  dem  Gesagten  geht  allerdings  hervor,  dass  wir  es  hier  mit 
ziemlich  umständlichen  Constrnctionen  zu  tun  haben.  £s  ist  jedoch 
zu  bedenken,  dass  die  augedeuteten  Schwierigkeiten  der  Mechaniker 
bei  der  Constructiou  der  Curvcumodellc  zu  Ubcrwiudeu  hat,  ähnlich 
wie  bei  der  Herstellung  des  Lineals. 

Ist  uns  ein  Curvcnmodell  gegeben,  so  lässt  sich,  wie  wir  unten 
sehen  werden,  die  entsprechende  Teilung  mit  der  grössten  Leichtig- 
keit austühreu. 
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Der  Winkelteller. 

Die  wesentlichsten  Bestandteile  des  Instruments,  welches  ich 
hier  anwende,  sind  das  Lineal  l (Fig.  I)  und  das  Winkelmass  ro. 
TNL  ist  ein  rechter  Winkel.  Der  Punkt  M liegt  auf  der  Verlän- 
gerung des  Schenkels  LN,  und  zwar  ist  LN  — NM.  Der  kurze 
Schenkel  hei  M dient  dazu,  diesen  Punkt  als  Ecke  festzulegen. 
Ausserdem  hefindet  sich  hei  M eine  Feder  p.  Fig.  II  stellt  einen 
verticalen  Durchschnitt  dieser  Feder  dar.  In  die  nach  oben  spitz 
zulaufende  Vertiefung  K ragt  der  an  beiden  Enden  zugespitzto  und 
sonst  vollständig  frei  bewegliche  Bleistift  b mit  der  oberen  Spitze 
hinein , so  dass  die  Feder  die  untere  Spitze  des  Bleistifts  genau  in 
die  den  Punkt  M bildende  Ecke  drückt  Ein  kleiner  Längsstab  », 
etwas  niedriger  als  das  Lineal  l,  ist  mit  diesem  durch  einen  Quer- 
stab 2,  welcher  mit  den  Schrauben  ?»  fest  au  das  Lineal  angesehroben 
ist,  in  der  Weise  verbunden,  dass  zwei  Stifte  von  * in  zwei  ent- 
sprechende Oeffnungen  o des  Querstabcs  2 lose  hiueinragen.  Wir 
sind  also  im  Stande,  die  untere  Fläche  des  Lineals  l unabhängig 
von  dem  Längsstab  s in  der  Ebene  festzulogon.  An  » befindet  sich 
eine  Feder  f\  welche  den  Schenkel  TN  dos  rechten  Winkels  TNL 
gegen  den  Endpunkt  B der  Geraden  LA  (Kante  des  Lineals)  drückt. 
Der  Ausschnitt  n am  Winkelmass  ist  für  den  Finger  bestimmt,  mit 
dem  der  Zeichner  das  Winkelmass  in  der  Eichtuug  von  A nach  B 
fortzuschieben  und  dabei  den  Punkt  L gegen  AB  zu  drücken  hat. 
Das  Nähere  betreffs  der  Anwendung  des  beschriebenen  Instruments 
lehrt  die  nachfolgende  Ausführung. 


I.  Die  Di-eiteiluiig. 

Analysis. 

Angenommen,  der  Winkel  ABC  (Fig.  III)  sei  durch  die  Geraden 
DD  und  BC  in  drei  gleiche  Teile  geteilt.  Wir  nehmen  eine  belie- 
bige Strecke  in  den  Zirkel  und  schlagen  um  B einen  Bogen.  Dieser 
schneide  die  Linien  BA , BD,  BE  und  BC  bzhw.  in  den  Punkten 
F,  G,  H,  J.  Wir  ziehen  nun  die  Sehnen  FG  und  GII  und  fällen 
von  B auf  FG  das  Lot;  der  Fusspunkt  desselben  heisse  K.  Es  sei 


dann  ist 


FK  =.  m 


EG  = GII  — 2m 


u* 
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Es  sei  ferner  Winkel  TNL  ein  rechter  und 
L N — NM  - - m 

Den  rechten  Winkel  lassen  wir  sich  so  in  der  Ebene  in  der  Rich- 
tung von  A nach  li  fortbewegen,  dass  L,  fortwährend  auf  JiA  ver- 
bleibt, und  der  Schenkel  TN  beständig  durch  B geht.  Dann  be- 
schreibt der  Punkt  M eine  Curve  ^fP,  die  durch  G hindurchgeht. 
Nehmen  wir  ferner  an,  der  Wiiikcl  ABC  sei  durch  die  Linie  BQ 
halbirt  und  US  eine  Parallele  zu  BQ  im  Abstande  m.  Daun  geht 
auch  diese  Parallele  durch  den  Punkt  G,  da  der  Abstand  des  Punktes 
G von  BQ  gleich 

GV=  m 

ist.  Es  fällt  mithin  der  Punkt  G mit  dem  Schnittpunkte  der  Corvo 
MP  und  der  geraden  Linie  RS  zusammen  Diese  Betrachtung  er- 
giebt  uns  folgende 

Construction. 

Wir  legen  die  unteren  Flächen  des  Lineals  und  des  Winkel- 
masses  in  der  Ebene  des  Papiers  so  fest,  wie  es  die  Figur  I dar- 
stelit,  d h.  so,  dass  L auf  BA  und  B auf  TN  zu  liegen  kommt. 

Dann  marquiren  wir  die  Richtungen  B A , TN  und  L N (Fig. 
IV)  und  bewegen  den  rechten  Winkel  TNL  in  der  Richtung  von 
A nach  B so  fort,  dass  die  Punkto  L und  B bzhw.  auf  BA  und  TN 
verbleiben.  Es  beschreibt  alsdann  Punkt  (d.  h.  die  Spitze  des 
Bleistifts)  eine  Curve  i>/,  i’, , die  wir  die  Tcilcurve  I.  Ord.  nennen 
wollen.  Wir  verlängern  nun  die  den  Richtungen  nach  inarquirtcn 
Linien  BA,  TN  und  LN,  bis  sic  sich  schneiden,  und  erhalten  so  den 
festen  Punkt  B und  die  der  Länge  nach  constautc  Linie 

LN  = m 

B heisse  der  Scheitel,  BL  die  Basis  und 
LN  = m 

die  Amplitude  der  Curve  M^  P,.  Wir  tragen  jetzt  an  BA  in  B den 
gegebenen  Winkel 

ß = ABC 

an  nnd  balbiren  denselben.  Zu  der  Halbirungslinio  ziehen  wir  im 
Abstande  m die  Parallele  RS,  fUr  die  wir  die  Bezcichnnng  „Bestim- 
mungsgerado“  eiuführen  wollen.  Wir  verhinden  den  Schnittpunkt  G 
der  Bestimmungsgeraden  RS  und  der  Curve  A/,  l\  mit  B durch  eine 
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Gerade  und  schlagen  mit  der  Zirkelöffnung  BG  um  B einen  Kreis- 
bogen, der  die  Schenkel  BA  und  BC  des  Winkels  ABC  bzhw.  in 
den  Punkten  F und  J schneide.  Es  ist  dann  die  zu  FG  gehörige 
Sehne  gleich  der  doppelten  Amplitude  2m.  Tragen  wir  nun  von  G 
aus  den  Bogen  FG  bis  H ab  und  ziehen  die  Gerade  BH,  so  ist 
der  Winkel 

ß = ABC 

durch  BG  und  BH  in  3 gleiche  Teile  geteilt. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  aus  der  Analysis. 


II.  Die  Fttnftcilnng. 

Es  wird  in  diesem  Falle  das  Lineal  l des  Wiukelteilers  (Fig.  I) 
durch  das  Modell  der  Toilcurve  I.  Ord.  (Fig.  IV)  ersetzt.  Wir  legen 
zuerst  in  der  Ebene  des  Papiers  die  Basisrichtnng  BLj  und  den 
Scheitel  B der  Teilcnrve  I.  Ord.,  letzteren  als  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden l\B  und  fest  und  lassen  dann  dun  rechten  Winkel  des 

Winkclteilers  sich  in  der  Ebene  so  fortbewegen , dass  der  eine 
Schenkel  wieder  beständig  dnrcli  B (Fig.  IV)  geht,  der  Endpunkt  L 
der  Amplitude  LN  aber  fortwährend  auf  der  Curve  Af,P,  verbleibt. 
Wahrend  dann  L den  Weg  A/iP,  zurückicgt,  beschreibt  der  Punkt 
M des  Winkelteilers  die  Curve  Afjij.  Es  sei  dies  die  Teilcurve 
II.  Ord.  Wir  tragen  nun  an  BA  im  Punkte  B den  gegebenen  Winkel 

ß = ABC 

an,  halbiren  denselben  und  ziehen  die  Bestiinmnugsgerade  BS. 
Diese  schneide  die  Curve  im  Punkto  G^  Dann  schlagen  wir 

mit  BG^  um  B einen  Bogen,  der  BA  und  BC  bzhw.  in  f und  J 
schneide,  und  tragen  in  diesen  Bogen  von  F und  J aus  die  doppelte 
Amplitude  2m  nach  einander  bis  6^|,  und  als  Sehne  ein.  Es 
wird  dann  der  Winkel  ABC  durch  die  Geraden  BG^,  BG^,  BH^  und 
BH,  in  fünf  gleiche  Teile  geteilt. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  mit  Leichtigkeit  aus  der  Eutstehungs- 
weise  der  Teilcurve  II.  Ord. 


III.  Die  Kehrteiliing. 

Ebenso  wie  wir  mit  Hülfe  der  Teilcurve  I.  Ord.  diejenige 
II.  Ord.  erhielten,  gelangen  wir  von  dieser  zur  Teilcurve  III.  Ord. 
und  in  gleicher  Weise  nach  einander  zu  den  Toilcurven  IV.,  V., 
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VI.  Ord.  n.  s.  w.  Die  Sobnittpuukte  dieser  Curven  und  der  Bcstim- 
mungsgoraden  ergeben  uns  dann  die  Sieben-,  Neun-,  Elf-,  Dreizebu- 
tcilnng  u.  s.  w.  Allgemein  ausgodrückt,  können  wir  also  mit  der 
Teilcurvo  nter  Ordnung  die  Teilung  eines  Winkels  in  (2n-f-l)  gleiche 
Teile  ausfUbren. 


IV.  Ser  Verlauf  der  Teilcurven  und  die  Bestimmung  der 
Teiipnnkte  eines  Winkeis. 

Fig.  VI  giebt  uns  ein  Bild  von  der  Gestalt  der  Teileurven  der 
ersten  3 Ordnungen.  S ist  der  Scheitel,  SL  die  Basisriebtung  und 
AL  die  doppelte  Amplitude  dieser  Curven.  Die  Winkel,  die  wir  in 
gleiche  Teile  teilen  sollen,  dehnen  sich  vom  festen  Schenkel  SL 
aus  von  rechts  nach  links,  d.  h.  in  der  Richtung  des  Pfeils  bei 
A aus. 

Fassen  wir  die  Punkte  D und  F auch  als  Schnittpunkte  der 
Curven  I und  III  und  der  Basis  auf,  so  finden  wir,  dass  die  Toil- 
enrve  I.  Ord.  in  1 Punkte,  die  Curvo  II.  Ord  in  2 Punkten  und 
allgemein  die  Curve  nter  Ord.  in  n Punkten  von  der  Basis  ge- 
schnitten wird.  Die  Teilcurven  winden  sich  also  an  der  einen  Seite 
um  den  Scheitel  herum , und  zwar  wächst  jede  höhere  Ordnung  um 
eine  halbe  Windung.  An  der  anderen  Seite  dagegen,  d.  h.  über  A, 
Aj,  Aj,  . . . hinaus  erstrecken  sich  die  Curven  ins  Unendliche. 

Wir  wollen  nun  die  Schnittpunkte  der  Bestimmuugsgcraden  eines 
Winkels  und  der  Teilcurven  die  Teilpunkte  des  Winkels  nennen, 
und  zwar  den  Schnittpunkt  der  Teilcurve  nter  Ord.  den  Teilpunkt 
nter  Ordn.  Da  die  Teilcurven  von  jeder  Geraden  in  mehreren  (re- 
ellen oder  imaginären)  Punkten  geschnitten  werden,  so  ist  es  von 
Wichtigkeit,  die  Lage  der  Teilpunkte  oder  vielmehr  die  Bestimmuugs- 
gerade  genauer  zu  definiren. 

Wir  wissen:  die  Entfernung  der  Bestimmungsgeraden  von  den 
llalbirungslinien  der  Winkel  ist  gleich  der  Amplitude  m;  sie  sind 
deshalb  sämtlich  Tangenten  an  den  Kreis,  den  ich  mit  m um  den 
Scheitel  S schlage.  Ihre  Richtung  ist  die  der  entsprechenden  Hal- 
birungslinie  und  ihr  Anfangspunkt  derjenige,  welcher  dem;  Anfangs- 
punkte der  Halbirungslinie , dem  Scheitel  S,  entspricht,  d.  h.  von 
diesem  die  Entfernung  m hat ; das  ist  aber  der  Berührungspunkt  der 
Bestimmungsgeraden  und  des  Kreises  um  S.  Die  Bestimmungsgerade 
eines  Winkels  ist  demnach,  genauer  definirt,  die  Tangente  an  den 
Kreis  um  den  Scheitel  S,  die,  vom  Berührungspunkte  ausgehend. 
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der  Ilalbiruiigslinic  des  Winkels  parallel  und  gleichgericlilet  ist 
und,  vom  Scbeitcl  aus  gesehen,  die  Toilcurvcn  rechts  von  der  llal- 
birungslinic  schneidet. 

Betrachten  wir  daraufhin  die  4 Tangenten  /’V,  GN,  DP  und 
HQ,  von  denen  zwei,  nämlich  FAf  und  DP,  auf  der  Basis  senkrecht 
stehen,  während  die  beiden  anderen  GN  uud  HQ  derselben  parallel 
laufen.  Es  ergiebt  sich  dann,  dass  FM  die  Bestiinmuugsgerade  der 
Winkel  n,  öjt,  du,  ■ ■ ■ , ON  die  Bestimmungsgerado  der  Winkel 
2ii,  6it,  10:t,  ....  DP  diejenige  der  Winkel  3zi,  7n,  ll;r,  . . . 
und  schliesslich  IIQ  die  Bestimmungsgerade  der  Winkel  4;r,  8jt, 
12it,  . . . ist. 

Daraus  folgt  für  die  Teilcurvo  I.  Ord.:  B,  C,  D sind  die  Teil- 
puukte  der  Winkel  ir,  in,  3».  Die  Curvo  zerllillt  demnach  in  3 
Teile:  das  Stück  coAB  enthält  die  Teilpunkto  der  Winkel  von  0 bis 
n,  BC  diejenigen  der  Winkel  von  n bis  in  und  CD  die  Teilpunkto 
der  Winkel  von  in  bis  3:t. 

Ebenso  enthält  das  Stück  <x>  A■^B^  der  Teilcurvo  II.  Ord.  die 
Teilpnnkte  der  Winkel  von  0 bis  n,  Ä,Ci  die  Teilpnnkte  der  Winkel 
vou  7t  bis  in,  C’,7),  diejenigen  der  Winkel  von  in  bis  3n,  D,E 
diejenigen  der  Winkel  von  3n  bis  4:i  und  FF  die  Teilpunkte  der 
Winkel  von  in  bis  5n. 

In  gleicherweise  finden  wir:  das  Curvenstück  ao  der  Toil- 
curve  III.  Ord.  enthält  die  Teilpunkto  der  Winkel  von  0 bis  n und 
die  Stücke  B^C^,  C^D^,  D^E^,  A’,/j,  F^G,  GDhzhyi.  die  Teilpunkto 
der  Winkel  von  n bis  2?i,  von  in  bis  3n,  von  3:i  bis  in,  von  in 
bis  5«,  von  5t  bis  6t,  von  6n  bis  In. 

Wir  können  also  theoretiscb  mit  Hülfe  einer  Curve  nter  Ord. 
alle  Winkel  von  0 bis  (2n-j-l)«  in  (2h-|-1)  gleiche  Teile  teilen. 

Praktisch  lässt  sich  dies  jedoch  nieht  durchführen , schon  des- 
wegen, weil  wir  die  Curven  nach  beiden  Richtungen  hin  nur  unvoll- 
ständig construiren  können.  Für  die  Ausführung  der  Teilung  ist 
dieser  Umstand  ja  auch  bedeutungslos,  da  wir  durch  Zweiteilung 
bzhw.  wiederholte  Zweiteilung  die  Teilung  eines  grösseren  Winkels 
stets  auf  diejenige  eines  kleineren  znrUckführen  können,  und  um- 
gekehrt. 

Anmerkung  1.  Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  Amplituden 
aller  Curven,  die  successive  auseinander  entstehen,  einander  gleich 
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siDd.  Wir  wollen  alle  derartigen  Cnrven  mit  gleicher  Amplitude 
correspondirende  Cfarven  nnd  eine  ununterbrochene  Beihe  solcher 
correspondirenden  Gurren  eine  Curvenreihe  nennen. 

Jede  Curvenreihe  ist  natürlich  unendlich  gross. 

Anmerkung  2.  Bei  der  Herstellung  der  Modelle  der  Cnrven  II. 
und  höherer  Ord.  stossen  wir  auf  gewisse  Schwierigkeiten,  die  sich 
auf  verschiedene  Weise  überwinden  lassen.  Wie  z.  B.  Fig.  VI  zeigt, 
werden  wir,  damit  der  Schenkel  TN  des  rechten  W'inkels  7NL 
durch  den  Punkt  B gelegt  werden  kann,  das  Modell  P,LL,W2:b 
der  Cnrve  I.  Ord.  P,L  in  die  beiden  Teile  YLL^WZBC  und  P,YXB 
zerlegen. 

Wir  lassen  dann  den  Punkt  L sich  zunächst  auf  dem  Curveu- 
stückAy  nnd  darauf,  nach  Einschaltung  des  Vierecks  Pi  YXB,  auf 
YPi  fortbewegen. 
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XII. 

lieber  das  Problem  eine  Bläche  zweiten  Grades 
in  einem  der  Gestalt  und.  Grösse  nach  gegebenen 
Kegelschnitte  zu  schneiden. 

Von 

M.  Krewer. 


Das  Problem,  eine  Oberfläche  2ten  Grades  in  einem  der  Gestalt 
nnd  Grösse  nach  gegebenen  Kegelschnitte  zu  schneiden,  bietet  trotz 
eines  elementaren  Charakters  doch  viel  Interessantes.  Die  Betrach- 
tung von  sehr  mannigfaltigen  Combinationen  von  Flächen  2 ter  Ord- 
nung und  Kegelschnitten  löst  sich  in  die  von  Raumenrven  Ster 
Ordnung  auf.  Dieselben  bangen,  falls  der  gegebene  Kegelschnitt 
eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Kreis  ist,  ihrer  Species  nach  nur  von 
der  gegebenen  Fläche  ab,  degeneriren,  falls  die  Fläche  Eotations- 
fläche  ist,  in  3 Gerade  und  gehen  in  ebene  Cnrven  Ster  Ordnung 
über,  wenn  der  Kegelschnitt  eine  Parabel  oder  gleichseitige  Hyperbel 
ist.  Eine  Ausnahme  bildet  das  Paraboloid,  bei  dem  die  Unter- 
suchung direct  an  einer  sich  ergebenden  Curve  höherer  Ordnung 
aufgestollt  ist.  In  den  weniger  complicirten  Fällen  lässt  sich  allge- 
mein die  Frage  entscheiden,  wann  die  gegebene  "Fläche  in  einem 
gegebenen  Kegelschnitte  geschnitten  werden  kann  oder  nicht.  Es 
lassen  sich  auch  die  Beweise  vieler  Sätze  der  analytischen  Geome- 
trie als  specieller  Fälle  der  allgemeinen  Lösung  des  Problems 
führen;  dieselben  sind  jedoch  hier  ihrer  Einfachheit  wegen  unter- 
lassen worden. 
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§ I.  Beductlon  des  Problems,  wenn  die  gegebene  Fläche  ein 
Ellipsoid,  Hyperboloid  oder  Kegrel  ist,  auf  die  DIscnssion  einer 
Banmcurre  dritter  Ordnung. 

Es  sei  eine  Fläche  2ten  Grades  gegeben,  deren  Gleichnng 

— 1 “ 0 

ist,  welche  jo  nachdem  a,  i,  c positiv  oder  negativ  sind,  ein  Ellip- 
soid. ein  ein-  oder  zweischaliges  Hyperboloid  darstellt  Diese  Fläche, 
welche  wir  im  Folgendem  durch  das  Symbol  [nie]  bezeichnen 
wollen,  soll  durch  eine  Ebene  in  einem  der  Gestalt  und  Grösse 
nach  gegebenen  Kegelschnitte  geschnitten  werden.  Diese  Ebene  sei 
durch  die  Gleichung 

«aJ-j-ey-}' — p ==  0 

gegeben,  und  wir  wollen  sie  durch  das  Symbol  [uoio]  bezeichnen 
Um  den  gemeinsamen  Schnitt  der  Fläche  [aic]  und  der  Ebene 
[urw]  zu  erhalten,  fuhren  wir  ein  neues  System  mit  den  Variablen 
t/,  S ein,  dessen  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  des  Lotes  von  dem 
ursprünglichen  Coordinatenaufang  oder  Mittelpunkte  der  Fläche  auf 
die  Ebene  [uotrj  ist  und  dessen  ^.^chse  die  Richtung  dieses  Lotes 
hat. 

X pu+  f"l 

y = pv-\-gi  -\-g'v+g'’S 
- = p«-l-As-f /i'  *)+A"t 

Hier  ist  unserer  Voraussetzung  nach  /"  = «,  g"  = r,  h"  — «■. 

Transformiren  wir  die  Gleichung  der  Fläche  [oic]  in  Bezog 
auf  die  neuen  Coordinateu  und  setzen  in  der  so  erhaltenen  Glei- 
chung f 0,  so  haben  wir  die  Gleichung  des  durch  den  Schnitt 
der  Ebene  [uvw]  und  der  Fläche  [aJe]  hervorgebrachten  Kegel- 
schnittes : 

a{pu-^f'^-\-f‘rjY-\-b(pv-{-gi-\-g'ri)*-\-c(pio-^K^-\-h'7iY  — \ — 0 

Schreiben  wir  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  der  Form; 

Sls»+!8»j»+26i-ij-j-2®|-|-2Gr;+g  - 0 

so  ist 

St  = o/-*-f4324.„/,2 

= af‘^-\-bg"‘-\-ch"^ 

(S,  = aff'-\-lgg'’-\-chh' 

3)  rere  p(afu-\-hgv-^chir) 

G =“  p(nf'u-\-bg'v-\-ch‘ w) 

5 = — 1 
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Ein  Ktgflsclmiit  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  seine  Achsen 
A uiiil  Jl  bestimmt  sind,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  die  Ausdrücke 

^2  + und  feste  Werte  haben.  Aus  den  Ausdrücken 

■|j+  ““li  • Ja  ‘St  ein  neuer  zu  bilden,  der  für  die  folgenden 

Entwickelungen  geeigneter  ist: 

G.+^.)’'(ip)=e+s)’ 

In  dem  gegebenen  Kegelschnitte  seien  diese  Ausdrücke  bestimmt, 
indem 

(i+i)“"  Ö+f) 

ist.  Sollen  nun  die  Achseu  des  durch  den  Schnitt  der  Ebeno  [kvic] 
und  der  Fläche,  [oic]  entstandenen  Kegelschnittes  A'  und  B,  gleich 
A und  JJ  sein,  so  muss 


JL  + J-, 

B'* 


K und 


sein.  Ua  nun  A'  und  B‘  durch  u,  o,  w,  p sich  ausdrücken  lassen,  so 
werden  sich  2 Bediugungsglcichungcn  für  diese  Variablen  ergeben. 
Um  die  Ausdrücke 

1 , 1 (?l+SÖ)(9liö-e»)  , /A'  , BY  0«+®)* 

X‘t+  ß t-  i uni  ^21'  + A')  ~ S(®-  G» 

zu  bilden,  müssen  wir  zuerst  die  Discrimiuanto  des  Kegelschnittes 
berechnen 


afu-\-hgv^ch  w 

aff  Af-bgej-\-chh' 

p'^  ' 

af  u~\~bg‘ v-\~ck' w 

n/'*+Aj'*+cÄ'‘! 

afti'\-bgv^chw 

au^-\-ho^~\-ctc^ 

af  M-j-i;;'  e-|-cA  'u 

af^-\-hg^-\-ch^ 
i aff  -^hyg^-^-chh' 

aff  -\-hgg*-\-M  ^ 

af  ^-\-bg*^~\-ch' ^ 

\ff  »1 

-p^ahc\  g g'  V ;j*  — 

{„ff'-if.haa'X-chhY 

I A h'  «3  \ 


+ (a/*  + Ag*+cA’)(a/'*  + A<7'’  + «*'’) 
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Da 

u~gh‘—h(j',  v = hf'—fh',  w — fg'  — gf‘ 

• SO  ist 

ö “ — j^abc bcu^  aciß-\-atiic^ 

Ferner  ist 

/•24./-2=1_„2=^.2+„2^  j2^j’2=„2+^,  A2  + A'2_„2  + „> 

9(  + « - a(t>2+>e2)+4(-<i'+K'2)  + c(u2-}-„2) 

9191  — (£2  = 4c«2-)-aco2-{-a4ie2 

Jetzt  können  wir  die  Ausdrücke  und  + 

bilden.  Zugleich  sehen  wir  den  Grund  ein,  warum  ^ durch 

-1  i>*« 


( 


A'  , /i'\* 

jp  "T  ersetzt  wurde.  Denn,  da 

1 1 (9193 -IS«)» 

Ä * • “ ä * 


ist,  würden  wir  sechste  Potenzen  von  «,  »,  lo  erhalten,  was  durch 
Einführung  des  Ausdrucks 


vermieden  ist 


/A'  B'\*  (91  + 9 

U'"*'  A'J  “ 91«- 


(91  + 9))« 
(£« 


NVir  führen  nun  folgende  Bezeichnungen  ein,  die  sich  später 
als  zweckmässig  erweisen. 

91  + 9)  = a(w« + IC«)  + 4(««  + w«)  + c(tt«  + 0«)  “ U 

919)  — (£«  = 4cn«  + ucü«  + (i4ic«  = V 

S = — /)«a|4c  + 4c««+nc!)«  + a4ic«  TF 


Alsdann  nehmen  die  Bedingungsgleichnngen  für  «,  v,  ic,  p die  Form 
an: 

KW—uv-=o,  sr— G*  = o,  r — «*+««+«;«  = 1 

Diese  Gleichungen  sind  höchstens  vom  4ten  Grade  in  Bezug 
auf  die  Veränderlichen  »,  v,  ic.  Wir  ersetzen  die  directe  Unter- 
suchung der  durch  die  Bedingungsgleichungen  dargestellten  Cnrve 
durch  die  Untersuchung  einer  Raumenrve  dritter  Ordnung,  welche 
zu  diesen  Gleichungen  nnd  den  Grössen  u.  v,  u>  in  einer  einfachen 
Beziehung  steht.  Führen  wir  nämlich  die  Substitution  ein: 
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so  sind  die  Ausdrücke  linear  in  Bezug  auf  z,  y,  z. 

Selzen  wir  1 — - U,  so  folgt: 


r 


0, 


0 


Die  Division  durch  p*  ist  nicht  erlaubt,  wenn  p =■  0 ist,  also 
wenn  die  Schnittebene  [u»ic]  durch  den  Coordinatenanfang  geht, 
in  welchem  Falle  ihre  Lage  direct  aus  den  obigen  Gleichungen  zu 
bestimmen  ist.  Es  ist  alsdann  ir  = IJ  und  und  die  Gleichungen 
nehmen  die  Gestalt  an: 

U = JI,  r=i 


Aus  diesen  3 Gleichungen  sind  die  Werte  «,  «,  w zu  bestimmen. 
Die  3 obigen  Gleichungen  stellen  3 projective  Ebenenbüschel  dar, 
welche  eine  Raumeurve  3 tcr  Ordnung  erzeugen.  Einem  Punkte  z', 
y',  z'  der  Raumeurve  entsprechen  die  Werte 

« = i p Va;',  n =>  + p Vy',  ip  =z  i p V z' 

also  die  Ebene 

+ Va:'.a:  + Vy'.y  + Vz'.z— 1 — 0 

WO  X,  y,  z die  Veränderlichen  sind.  Die  Gleichung  stellt  8 sym- 
metrisch zu  den  Coordinatenobenen  gelegene  Ebenen  dar,  entspre- 
chend den  8 Zeichencombinationon  von  + V x‘,  ± Vy',  ± Vz'. 


Ferner  entsprechen  nach  dieser  Abbildung  nur  Punkten  der 
Raumeurve,  die  im  Iten  (pos.)  Octanten  liegen,  reelle  Ebenen.  Die 
zu  untersuchende  Raumeure  ist  als  Schnitt  Ster  projectiver  Ebenen- 
bUschel  gegeben: 


1)  (i+c)a-J-(a-f  c)y-t-(o-|-i)z-l-l(*+y  + ®)  “ 0 

A)  2)  R{Jtcz-\-acy-\  ahz  — abc)-\-X(bcji-\-acy-];-abz)  0 
3)  S(bcx  -(-  aey  -|-  abz)  -f-  X {(4  -j-c)*  -|-  (o  e)y  -[-  («  "h  b/)zj  = 0 


Die  Achsen  dieser  Büschel  sind  zu  bestimmen  aus  den  Gleichungen: 


1)  (4-j-c)a:-|-(a4-c)y-l-(«-j-4)z  — 0;  x-f-y-^-z  — 0 

2)  Ii(bcx-j~acy-j-abz — abe)=z=0)  bex~{-ac  y-\-abz  = 0 

3)  tit}scx-\~(icy~\~abz)  = 0’,  (4-|-c)a:-|-(a-|-c)y-|"(0“i“4)z  ■=  ü 

Ist  B ■=  ißj  und  A = Bl,  so  ist 
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Alsdann  ist 


Ji*  /l*  Ä» 


^ • A*~^  ” ® 


Wenn  Ä = S -=  0 ist,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen 
RW—UV^O  und  SF— ü»  — 0 
auf  die  Gleichung  U=0 

In  diesem,  die  gleichseitige  Hyperbel  charakterisirenden  Falle, 

müssen  wir  die  Ausdrücke  und  ^ benutzen,  weil 

= 0 ist  und  wir  durch  Multiplication  mit  R die  2 to  Bedingungs- 
gleichung verwischen. 

Sehen  wir  also  von  dem  speciellen  Falle  der  gleichseitigen 
Hyperbel  ab,  so  sind  die  Achsen  der  3 Büschsei  gegeben  durch  die 
Gleichungen: 

1)  (i  + «)*  + (''+e)y  + («  + ^’)*  = 0;  x + y+s  = 0 

2)  bcx-\-acy-\-ahx—ahc’=0,  bcx-\-acy-\-ahz  = 0 

3)  ica:-|-ocy-[-a  4*  = 0;  (4-|-c)x-j-(«-J-c)y-|-(a-j-4)«  = 0 

Ans  einer  eingehenden  Betrachtung  der  gegenseitigen  Lage  der 
Ebencnbüschcl  und  ihrer  Achsen  unter  Berücksichtigung  ihres  Ver- 
hältnisses zu  der  unendlich  fernen  Ebene  ergiebt  sich,  dass  die  zu 
untersuchende  ßanmcnrve  als  Schnitt  von  3 Flächen  zu  erhalten  ist; 
einem  Paraboloid,  parabolischen  Cylinder  und  Kegel.  Sie  enthält  3 
unendlich  ferne  Punkte,  von  denen  aber  2 zusammcnfalien,  so  dass 
die  unendlich  ferne  Gerade  die  Haumeurvo  berührt.  Nach  Leyde- 
witz  ist  also  diese  Baumenrve  eine  durch  den  Coordinatenanfang 
gehende  parabolische  Hyperbel. 

Ist  die  gegebene  Fläche  ein  Kegel,  dessen  Gleichung 

ax*-|-4y*  = 0 

ist,  SO  ist  die  Discriminante 

d “=  — p*abc 

und  wir  gelangen  durch  dieselbe  Substitution,  wie  pag.  188  zur  Dis- 
cussion  einer  Raumeurve  3ter  Ordnung,  welche  durch  die  3 pro- 
jectiven  Ebenenbüschel 
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1)  (6+«)®  + (a+c)y-f(a+A)2  + A(a!+y+s)  = 0 

B)  2)  R{ox-\-oy-\- oz  — abc)-\-)i{bcx-\-acy-{-abz)  = 0 

3)  SiJicx  ac) -{- ala)  + “=  9 

erzeugt  wird.  Auch  hier  muss  der  Fall  der  gleichseitigen  Hyperbel 
ausgeschlossen  worden.  Durch  ganz  analoge  Betrachtungen,  wie 
vorhin,  gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  dass  diese  Raumcurvo  eine 
kubische  Parabel  ist. 


§ S.  Die  Darstellung  der  Ranmcurve  durch  einen  Parameter  und 
Ihre  Beziehung  zn  dem  gegebenen  Problem. 

Aus  den  Gleichungen  (A)  drücken  wir  die  Coordinatcn  der 
Ranmcurve  durch  den  Parameter  A aus 


1)  (i  + c-f- i)*-h{«+e+ l)s  + (“+*  + ^)*  =■  0 
A)  2)  bc(E-{-l)x  + ac{R  + ).)y  + ab(Ki-k)z  — nabc=‘0 

Ä-j- A(a-j-t»)}3  «=  0 
zt  = (ß4-A)(c  — a)(c  — i)(i-rt)A* 


Die  Coordinatcn  der  Ranmcurve  sind  demnach  ausgcdrUckt: 


X = kxf(k,  a),  y = A-y/(A,  A),  « = A-,/(A,  c) 
wo 


Rahe  Rabe  Habe 

(a  — b)(a — c)'  * (A — c)(A-n)’  ‘ (c—a)(c—b) 


Es  ist 


/(o,  !) 


(7t -HAM* 


A'^-ha^-HAi  ■=  0 


so  dass  diese  Coefficienten  nicht  zugleich  dasselbe  Vorzeichen  haben 
können. 
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Wir  Stellen  die  Forderung  (pag.  189),  es  sollen  y,  s positiv 
sein  und  untersuchen,  in  welchen  Grenzen  sich  1 bewegen  muss, 
damit  diese  Forderung  in  jedem  vorliegenden  Falle  erfüllt  sei.  Die 
Coeffieienten  k haben  von  1 unabhängige  Werte.  Es  bliebe  also 
übrig  den  Verlauf  der  Function  f(k,  t)  zu  verfolgen.  Die  Cooffici- 
enten  a,  b,  c der  Fläche  [aJc]  können  positiv  oder  negativ  sein,  so 
dass  wir  2 Hauptfälle  ( > 0 und  t < 0 unterscheiden  müssen. 

Die  Function /(l,  l)  hat  2 Nullpunkte 


nt  = und 

Es  war 

S ■■ 


Bilden  wir 


e+!)’ 

so  sehen  wir,  dass  die  Quadratwurzel  VS(S— 4)  immer  ausziehbar 
ist,  da  sowol  S als  aucli  S — 4 vollständige  Quadrate  sind.  Nnu 

kann  der  Wert  der  Wurzel  gleich  ^ ^ oder  ^ ^ sein. 


Wir  setzen  fest,  dass  immer  derjenige  von  den  beiden  Werten 
genommen  werden  soll,  welcher  positiv  ist.  Auch  in  allen  anderen 
Fällen,  wo  eine  Grösse  unter  der  Quadratwurzel  ein  vollständiges 
Quadrat  sein  wird,  werde  durch  das  Wurzelzeichen  der  positive  Wert 
der  Quadratwurzel  bezeichnet.  Die  2 Unendlichkeitspunkte  der 
Function  /(i,  ()  sind 

ij  = — und  A4  = 0 

Ferner  ist  zu  berücksichtigen,  dass,  wenn  eiue  Ellipse  ausgeschnitten 
werden  soll,  N > 4 sein  muss. 


Ist  m der  Mittelwert  zwischen  A und  B,  so  ist 
A = m-|-£  und  — e 


so  dass 


m + £ , m — £ 
m — £ ' m -f-  E, 


ist.  Bei  der  Hyperbel  ist 
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Ferner  ist  R bei  der  Ellipse  stets  positiv,  bei  der  Hyperbel 
dagegegen  positiv  oder  negativ.  Bei  dem  Kreise  ist 


da  A — B ist.  Nach  diesem  Schema  werden  wir  die  Fälle  der 
Ellipse,  des  Kreises  und  der  Hyperbel  zu  unterscheiden  haben. 

t > 0.  I)S>4,  ß>0.  . . Ellipse  l2(  < li/ < 0,  I3  < 0 

1)  ls^l2(<lu<0 

2)  hl  <h<hi<0 

3)  < Ai<  = < 0 

II)  S = 4,  Ä >■  0 . . . Kreis  (Au  ==  Xu  <C  0,  Aj  < 0) 

III)  SCO,  R^O.  . . Hyperbel  (Ai,  > 0,  As<  < 0,  Aj^  0) 

1)  I3  ^ < 0 < Al, 

2)  i2(  < A,  < 0 < Al, 

3)  A2,<0<A3<1i( 

4)  A2,<0<Ai,  ^Aj 

Der  Fall  II)  führt  auf  die  bekannten  Kreisschnitte. 

Die  Function  /(A,  t)  kann  das  Zeichen  nur  daun  ändern,  wenn 
sic  dnreh  einen  Null-  oder  Unendlicbkeitspunkt  geht.  Da  es  uns 
nur  auf  das  Vorzeichen  von  /(A,  t)  ankommt,  betrachten  wir  diese 
Function  in  Bezug  auf  die  4 Punkte  Ai,,  A2,,  A,,  A4. 

Iro  Falle  I)  ist  f(c,  1),  wenn  e eine  beliebig  kleine  Zahl  sein 
soll,  unbedingt  positiv,  einerlei  ob  * > 0 oder  £ <C  0 ist.  Wir 
können  nun  den  Verlauf  der  Function  /(A,  t),  in  sofern  sie  ober- 
halb oder  unterhalb  der  A-Ächse  sich  befindet,  wenu  wir  die  A als 
Abscissen  und  /"(X,  t)  als  Ordinaten  anftragen,  zeichnen,  wenn  wir 
noch  berücksichtigen,  dass  ‘ lim  /(A, ()!>0  und  lim  /(A,t)<<0 
A = -)-oo 

beständig  ist.  (S.  Beilage.) 

Arcb.  <1.  Math.  q.  Phys.  2.  Reihe.  T.  XII.  {3 
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Im  Falle  III)  ist  t (*,  <)  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  i?  ^ 0, 

oder  je  nachdem  i,  ^ 0.  Demnach  hat  f\t,  t)  immer  das  Zeichen 
der  Grösse  Ij.  (S.  Beilage.) 

Ist  <<r0,  so  gestaltet  sich  der  Verlauf  der  Function  /(l,  () 
anders.  Wir  haben  alsdann  folgende  Falle: 

t < 0.  1')  S > 4,  > 0 . . . Ellipse  (I2/  > Iw  > 0,  < 0 

II')  <S  =r  4,  le  > 0 . . . Kreis  (xw=  Isf  >0,  Aj  < 0 

III')  Ä < 0,  . . . Hyperbel  {Xtt  > 0,  Iw  < 0,  I3  ^0) 

1)  I3  Iw  ^ 0 ^ Is: 


2)  Iw  < I3  < 0 < Io( 

3)  Iw  < 0 < Ij  < l2( 

4)  Iw  < 0 < l2(  ^ Ij 


Der  Fall  II‘)  ist  erledigt.  Der  Verlauf  der  Curven  im  Falle 
111')  ist  analog  dem  im  Falle  III),  nur  dass  Iw  und  l2<  vertauscht 
sind.  (Ueber  den  Verlauf  der  Curve  im  Falle  I‘)  siehe  Fig.  HI,  1 bis  4.) 


Zur  Uebersichtlichkeit  stellen  wir  die  gewonneneu  Resultate  in 
einer  Tabelle  zusammen. 


fih  0 > 0,  wenn 


t>0 


1 


I)  S>4,  H>0 

< 


1)  I3  =l2KIw<0 


I3  ™I=l2/;  Ii(<I<+a) 


2)  I2(<l3  <IiK0 

3)  I2<<IW=I3  <0 


I2(<l<l3  ; Iw  <I<-|-ai 
l2(<I<Iw;  I3  <A<+» 


AI,  0 ■<!  wenn 

-GO  Ag 

— «i<i<l2(;  Iw=I^Is 


Digilized  by  Google 


gegthentn  KegeUchniUt  tu  nchntidtn» 


AK  0 r>  0,  wenn 


III)  S<0, 


1)  h _i2i<0<I»  Is  _I_A2C  Ak<A<+» 

2)  i2(<As  A2(<A<A3  ) Aü<A<+ai 

3)  A2/<0  <As<Ai(  A2(<A<i,i  Au<A<+«> 

4)  l2<  0 =^3  I A2(<A<Ak;  A3  <\A<+» 

/(A,  t)  < 0,  wenn 

— oo<A<Aji  A3(<A<Ak 
— 00  <A<2<  ; Aj  <A<Ai( 
— oo<A<A2(;  A3<A<Ai( 

— 00  <A<A2(;  Ak^A 


r)  S>4,  R>0 
III')  S<ß,  R^O 


f(X,  t)  >•  0,  wenn 

A3<A<«;  A2(<A<+» 

f{X,  <)<0,  wenn 
— oo<A<A3;  Ai(<A<A2( 


1)  Aj  „Au<0<A2(  A,  „A„Aii;  A2(<A<-j-oo 

2)  Ai(<Aj  <0<A2(  Ai(<A<A3;  A2(<A<+co 

3)  All  <0  <Aj  <A2/  Ai(<A<A3i  A2(<A<+*’ 

4)  Aii<0<A2(=A3  Aii<A<A2i;  A,<A<+co 


ll')  S>4,  Ji>0 

flir)  S<0; 

I')  5>4,  R>0 


/•(A,  0 < 0,  wenn 
— qo<;A<Aj;  Aii<A<A2i 
— qo<A<Aj;  Aii<A<A2( 
— 00  <A<Aii;  Aj  ■<A^A2( 
— 00  <A<Aii;  A3<A<A2( 

— 00  <A<Ai(i  Ao|^A  ^Aj 


Ist  A gleich  dem  Grenzwerte  Aii  oder  A2i,  so  ist 


In  den  Fällen,  wo 


/(A,  t)  = 0 
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lii  = I3  oder  X2t  — 

ist  f(X,  t)  unbestimmt,  da  es  den  Wert  S annimmt.  Man  kann  in 
jedem  Falle  den  Wert  der  Fnnction  bestimmen,  indem  man  Zähler 
und  Nenner  differentiirt.  Die  Gleicbheitszeichen  in  den  Wertgebieten 
der  1 sind  fOr  diese  Fälle  hinzugefagt. 

Nachdem  wir  in  dieser  Weise  die  P'unction  f(X,  t)  vollständig 
untersucht  haben,  gehen  wir  zu  der  Baumeurve  über.  Da  die  ge- 
suchten Schnittebenen  nur  dann  reell  sind,  wenn  die  Punkte  der 
Baumeurve  im  Iten  Octanten  liegen,  so  ist  es  von  Wichtigkeit,  die 
Lage  derselben  in  Bezug  auf  den  1 ten  Octanten  in  jedem  Falle 
bestimmen  zu  köunen.  Es  waren  die  Coordinaten  der  Baumeurve 
ausgedrückt: 

X = fcx/(A,  a),  y = Xf/(X,  b),  2 = k,  f[X,  c) 

wo  itj,  ky,  k,  durch  R,  a,  b,  e ausgedrückt  sind.  Ein  Funkt  der 
Baumeurve  liegt  im  1 ten  Octanten , wenn  x,  y,  2 zugleich  positiv 
sind.  Ist  die  Fläche  gegeben,  also  a,  b,  c bekannt,  und  auch  der 
Kegelschnitt  fcstgezetzt , also  R und  S zu  bestimmen , so  bietet  die 
Berechnung  der  Cocfticienteu  k keine  Schwierigkeit.  Entsprecheud 
den  Vorzeichen  von  k sind  alsdann  f(X,  a),  f[X,  b),  f(X,  c)  so  zu 
wählen,  dass  x,  y,  z positiv  rcsnltireu. 


Wir  betrachten  die  Function  f[X,  1)  jedesmal  von  den  4 Punkten 
lu,  Isf,  I3,  ausgehend,  die  mit  <x  und  — oc  immer  die  Grenzen 
bestimmen,  innerhalb  deren  sich  1 bewegen  muss,  damit*  f{X,  t) 
sein  Zeichen  boibchalte.  So  treten  auch  für  die  Functionen  /jl,  a), 
f{X,  b),  f{X,  c)  jedesmal  die  Grenzwerte  auf; 


Da 


lla,  Iza  t 

Xlb,  A24  ? I3,  I4,  -|-  00,  — CO 
llc,  X2c  ' 

f(Xla,  a)  — AX2n,  o)  — 0 


ist,  SO  entsprechen  den  Werten  lia,  Isa  Punkte  in  der  jrz-Ebene  (x»0). 
Es  mögen  den  Werten  Xu,  Xia,  Au,  A2S,  Au,  Aec  die  6 Punkte 
Rys",  Pst,  Pss",  Pxy,  Pzy"  entsprechen.  Die  Beihenfolge  dieser  6 
Punkte  hängt  von  der  Beihenfolge  der  6 A- Werte  ah,  von  dem  klein- 
sten zum  grössten  gezählt.  Die  Baumeurve  kann  in  den  ersten 
Octanten  treten  resp.  aus  ihm  beraustreton  nur  durch  die  6 Punkte 
P‘,  P'  und  00,  wie  auch  0,  welche  den  obigen  A-Werten  entspre- 
chen, die  in  der  Tabelle  ausschliesslich  als  Grenzwerte  auftretou. 
Wir  bestimmen  also  in  jedem  gegebenen  Falle  die  Werte  Au,  Asa, 
Au,  A24,  Au,  Au  nnd  A3  und  tragen  sie  der  grösseren  Anschaulichkeit 
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wegen  auf  einer  Geraden  ab.  Darauf  bestimmen  wir  das  Gebiet 
der  A-Werte,  für  welche  o)  das  passende  Zeichen  hat,  indem 
wir  den  den  Werten  l\a,  ha,  A,,  A4  entsprechenden  Fall  in  der  Ta- 
belle aufsneben.  Ebenso  verfahren  wir  mit  f[i.,  b),  f{h,  c),  wobei 

t ^ 0,  jo  nachdem  a,  b,  c grösser  oder  kleiner  als  0 ist.  Das  ge- 
meinsame Gebiet  dieser  3 besonderen  Gebiete  ist  dasjenige,  für 
welches  /(A,  n),  /(A,  b),  f(h,  c)  zugleich  das  richtige  Zeichen  haben, 
für  welches  also  r,  y,  x zugleich  positiv  sind.  Allen  Werten  A in 
diesem  Gebiete  entsprechen  Punkte  der  Raumeurve,  die  in  dem 
1 ten  Getauten  liegen,  nnd  allen  diesen  Funkten  entsprechen  reelle 
Ebenen,  welche  die  gegebene  Flüche  in  dem  gegebenen  Kegelschnitte 
schneiden.  Die  Lage  der  Schnittebenen,  welche  continuirlich  nnd 
zwischen  2 Greuzebenen  verlaufen,  die  im  allgemeinen  einer  Achse 
der  Fläche  parallel  sind,  da  für  die  Grenzwerte  Ait,  ht  — x,  y,  oder 
z verschwindet,  ändert  sich  allmählich  Tritt  Aj  als  Grenzwert  auf, 
so  haben  wir  den  früher  ausgeschlossenen  Grenzfall,  wo  p — 0 ist, 
die  Schnittebene  also  durch  den  Coordinatenanfang  geht.  Im  spe- 
cicllen  kann  die  Grenzebene  auch  einer  Coordinatenebeno  parallel 
laufen  nämlich,  wenn  2 Wurzeln,  z.  B.  As»  und  he  zusammenfallcn 
und  zugleich  als  Grenzwerte  auftreten,  wie  aus  dem  folgenden  Bei- 
spiele zu  ersehen  ist.  Die  Werte  -|-a>  und  — x,  welchen  die  un- 
endlich ferne  Ebene  als  Sebnittebene  entspricht,  können,  wie  aus 
der  Tabelle  leicht  zu  ersehen  ist,  nicht  als  Grenzwerte  auftreten. 


Es  sei  z.  B.  die  Fläche 


^+f+.«-i  = o 


gegeben,  nnd  es  soll  dieselbe  in  dem  Kegelschnitte 

-j-  4»)*  = 1 

geschnitten  werden. 

i = i,  c = l,  A = l,  B=i,  ß = 4-fl  = 5 
s-(2  + J)‘  = |^  Vs(5:z4y  = ^| 


Aso  — — 5,  Aa,  = — J,  lie  = — 5 


Ala  2g'  Als 


~ 16’  ““  ^ 


Die  Reihenfolge  der  A-Werte  ist 
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^3  — A2c  ^2a  <C  ^*6 

5 

kx  “ 5,  “ — I,  Al  = A^x  + Aj  + A-,  = 0 

Es  mass  f(k^  a)  > 0,  f(k,  i)  <;  0,  f{X^  c)  > 0 sein,  wobei  wir 
überall  den  Fall  I),  1)  zu  nehmen  haben. 

Für  alle  A grösser  als  ln  und  kleiner  als  Am  haben  wir  Punkte 
der  Baumeurve,  die  im  Iten  Octanten  liegen  (— / <^<-  §)■ 
Sei  z.  B.  i ■=  — 1.  Alsdann  ist 


A' li  ■”  324’  ^ 1)  j)  — 256 

V 1 - 11  li  . ^ 

A 1,  1)  — I,  ® = 2gg.  ä 3 _ 266’  * “ 96 

Die  Gleichung  der  Schnittebeue  für  A = — 1 ist: 


Dem  Grenzwerte  Asa  entspricht  eine  Kbene  parallel  zur  «-Achse 
und  dem  Grenzwerte  Ajt  ==  Au  eine  Ebene  parallel  zur  yj-Ebene. 

Ist  die  gegebene  Fläche  ein  Kegel,  dessen  Gleichung 

60  lässt  sich,  wie  wir  bereits  pag.  190  gesehen  haben,  das  Problem 
auf  die  Discussion  einer  kubischen  Parabel  reduciren,  und  zwar  sind, 
wie  aus  dem  Glcichungsystem  (B)  zu  berechnen  ist,  die  Coordinaten 
derselben  gegeben: 

X = AiF(A,  a),  y = Aj,A(A,  i),  z = A'i  F(A,  c),  wo 

llal/c  , Habe  , Habe 

1*  ~ (a'-^b)  (a—e) ' “ (i— o)  (b-c) ' “ (i^^c-b) 

ra  = 

(A>  0 

Wir  berücksichtigen  die  Fälle  der  Ellipse  (S>4)  und  Hyperbel 
(5  < 0)  — H kommt  in  E(A,  t)  überhaupt  nicht  vor  — und  ge- 
langen zur  folgenden  Tabelle. 
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FU,  t)  > 0,  wenn 


«>0 


IS>4  0 <A  <+» 

Is<o!a2(<KO; 


lS>4jO  i2/<l<® 

'‘^®|s<o!ii,<KO;  la<K® 


•f(^t  0 <!  0,  wenn 

-00  <l<la 
— 00<A<l2j;  0<A<A» 

i-co<l<0; 

I — co<i<ii(;  0<i<Aa 


§ 8.  Discnssion  des  Problems,  wenn  die  ^e^ebene  Fläche 
Botationsfläcbe  ist. 

Die  obigen  Betrachtungen  wurden  unter  der  (pag.  192)  Be- 
dingung gemacht,  dass  die  Fläche  [abc]  keine  Rotationsfläche  sei. 

Ist  dieses  der  Fall , so  wird  die  Darstellung  der  Ranmcnrvo 
durch  den  Parameter  A illusorisch.  Die  3 Ebcnenbüschcl  nehmen, 
wenn  wir  beispielsweise  * ==  c festsetzen,  die  Gestalt  an : 

1)  (2i  + A)*  + («  + i + i)(y  + 2)  = 0 

2)  J»(7?+A)r  + n4(7?  + *)ty-f »)  — Rah* 

3)  (Si*  + 2 Aä)t  + l.S  (lA  + A(a  + i) ! (y  -I-  2)  = 0 

Die  Determinante  der  Cocfficienten  der  Variablen  in  diesem  Glci- 
ehnngssystem  ist  gleich  null. 

Betrachten  wir  die  Büschel  (1)  und  (3),  so  ist  zu  ersehen,  dass 
beide  Gleichungen  für 

X = 0,  y+x  •=  0 
befriedigt  sind.  Demnach  muss  die  Gerade 
X =■  0,  y + * = 0 

welche  für  jedes  A in  den  Ebenen  beider  Ebenenbttschel  enthalten 
ist,  die  Achse  derselben  sein.  Die  Richtung  dieser  Achse  im  Raume 

ist  gegeben  durch  die  Richtungscos.  0,  — Die  Richtuogs- 

cos.  der  Ebenen  des  Parallelebenenbüschels  (2)  sind  pA*(7f-fA), 
poi(7J+A),  ea4(7f-fA),  so  dass  beide  Richtungen  auf  einander 
senkrecht  stehen.  Es  ist  also  die  Achse  der  coaiialen  Ebenen- 
boschel  (1)  und  ('>)  d.  h.  die  Gerade 

x = 0,  y-)-*  = 0 

in  einer  Ebene  der  Schaar  (2)  enthalten.  Dieser  Ebene  des  Büschels 
(2)  entsprechen  2 Ebenen  in  (1)  und  (3),  die  durch  die  Gerade 
X = 0,  y+*  " 0 
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hindarchgehen  mttsüon,  so  dass  diese  Gerade  sieb  offenbar  von  der 
Curve  losgelöst  bat.  Die  Raumeurvo  kann  aber  nur  in  eine  Gerade 
und  einen  Kegelschnitt  oder  in  3 Gerade  zerfallen.  Letzteres  ist 
wirklich  der  Fall.  Es  ist  nicht  schwer,  ausser  der  Geraden 

* = 0,  y + 2 = 0 


noch  2 zu  finden,  welche  sich  ebenfalls  von  der  Curve  losgelöst 
haben.  Wir  suchen  die  Doppelebcncn  der  Büschel  (1)  und  (3), 
welche  wir  erhalten,  indem  wir  A den  Wert  geben,  der  aus  der 
Gleichung  rcsultirt: 


I 2i  + i a + * + A 

I + Sai  + i(a  + i) 


(o-4)(A»+A5A+Si*)  — 0 


Da  a — 4^0,  80  muss 


also 


A*+A5i  + S4*  =0 
h = ^(-S±yS(S-4)) 


sein.  Geben  wir  also  >■  den  Wert 


iii,=  *(-S+yS(5-4)) 

oder 

A2i  = ^(-5-ys(S^)) 


so  fallen  die  entsprechenden  Ebenen  der  Büschel  (1)  und  (3)  zu- 
sammen, und  der  Schnitt  mit  den  entsprechenden  Ebenen  der  Pa- 
rallelebenenscbaar  wird  die  2 gesuchten  Geraden  liefern. 

(24-}-A)®-{-(a-t-4-|-A)  = 0 

4*(R  A)j;  o4(72 -j-  A)  {y  a)  =>  0 

^ 0 «-f4-|-A  I ^1  24+A  0 I 

® “ zf  i Ro4*  a4(if  + A)l’  “ zf  i 4»(R-fA)  Rab*\ 

zf  = 4(R-J-A)  (a  — 4)(4-}-A) 

Die  3 Geraden,  in  welche  die  Eanmeune  im  Falle  4 = c zerfällt, 
sind  demnach 

1)  a:  — 0,  y+2  — 0 
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_ RaHa +!>-}- In) 

(Ä  + A,j)  (J-l- An)  (a  — i) 

7iai(2i+An) 

» + * ” (Ä+An)  (4+  An)(„_6) 

-fi ab(a  Aoft) 

®-  (ß+A26)(i  + A26)(a-i) 

. R a/j(2h  -j-  i2ii) 

” (/e  + iai)  (J  + /126)  («“-i) 

wo  An,  A24  bekannte  Werte  Laben.  Es  ist  za  bemerken,  dass 
diese  3 Geraden  parallel  laufen,  also  sich  im  unendlich  fernen 
Punkte  schneiden. 

Hiermit  ist  eigentlich  das  Problem  im  Falle,  dass  die  gegebene 
Fläche  ein  Rotationsellipsoid  oder  Hyperboloid  ist,  gelöst.  Denn 
man  braucht  nur  die  Gleichungen  der  Geraden  zu  bestimmen  und 
die  Punkto  derselben  im  1 ten  Octanteu  anf  die  bekannte  Weise 
abzubilden,  um  die  gesuchten  Schnittebenen  zu  erhalten. 

Von  der  Geraden  (1)  ist  nur  der  Punkt 

r ->  y = I = 0 


wesentlich,  dem  die  unendlich  ferne  Ebene  entspricht,  da  die  an- 
deren Punkte  nicht  im  1 ten  Getauten  liegen.  Betrachten  wir  die 
Gleichungen  der  Geraden  (2)  und  (3),  so  sehen  wir,  dass  sie  allge- 
mein geschrieben  werden  können  in  der  Form: 


Da 

so  folgt 


* — «I.  >4-^  ■= 


M 


tt*-}- y’-j-K’*  — (ci-j-cjip*  =1,  p = const.,  » = const. 


Geometrisch  kann  man  sich  dieses  Resultat  so  vorstellen,  dass 
alle  Schnittebenen  2 Kegel  umhüllen , deren  Spitzen  auf  der  Rota- 
tionsfiäche  liegen,  was  auch  aus  der  Symmetrie  der  Schnittebenen 
zu  ersehen  ist  Es  ist  zunächst  die  Möglichkeit  noch  nicht  ausge- 
schlossen, dass  die  beiden  Geraden  (2)  und  (3)  im  Iten  Getauten 
verlaufen.  Im  Folgenden  wird  der  Beweis  geliefert  werden,  dass  es 
unmöglich  ist,  so  dass  es  nur  2 symmetrisch  liegende  Kegel  von 
der  obigen  Art  giebt, 
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Es  werden  bei  den  Rotationsflächen  verschiedene  Fälle  oin- 
treten,  die  wir  anf  folgende  Weise  classiflciren  wollen. 

I.  a > 0,  i ^ 0 . . . Rotationsellipsoid 

1) S^4,  . . Ellipse 

2)  S =.  4,  Ä > 0 . . . Kreis 

II.  ffl  > 0,  i < 0 . . . Rotationsbyperboloid 

1)  S > 4,  > 0 . . . Ellipse  . 

2) S  = 4,ä>0.  . .Kreis 

.3)  5 < 0,  n ^ 0 . . . Hyperbel 

Die  Fälle  I.,  2)  und  II,,  2)  führen  auf  die  bekannten  Kreisschnitte. 

Geheu  wir  zum  Falle  I.,  1)  über.  Zuvor  bemerken  wir  noch, 
dass,  wenn  Ä > 0,  S > 4 ist,  0 < S — 2~yS(S-^j  < 2ist.  Denn 
setzen  wir  S-.4-f.ta,  seist 

4 + t*  _ 2-  V(4^»7t*  = 2-l-£*-t  V4'+t*  < 2 
Andererseits  ist 

S— 2 - VS(S-4‘)  = V5(S^4y+4-  > 0 

Ferner  ist 

6+A,4-4  + ^(-S+ Vs(S-4))  - — ^(S-2-  VS(5-4)) 

so  dass  I 4 + Ait  I <.  I i I ist.  Im  Falle  I.,  1)  ist  also: 

^ 0,  2i-f-Au  >0,  i + Ass  < 0,  24-f-A,  0 

Wir  unterscheiden  für  die  Geraden  (2)  und  (3)  die  Fälle: 


Wenn  ii-f-^,^0, 


„ JI+A,  <0, 


ist  Iy+»>0,  wenn 


»+*>0,  ,, 
y-f-»<0,  „ 


wenn  — >0 

a — Cf 


wenn  ~ — h-^<10 
a^h 
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['wenn  /e+A,>0,  so  ist  g+^ 


(3)< 


a-4-d+Aj 

wenn  ~ — -l— >0 
a — 0 


a+i-|-i, 

a—h 


'<0 


Die  zweite  Gerade  kann,  falls  die  gegebene  Fläche  ein  Rotations- 
ellipsoid und  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  ist,  durch  den  ersten 
Octanten  gehen,  wenn 

+ >0,  «<i, 

oder 

Ä-J-  A,  < 0,  a > Ä,  < 0 ist. 

Ist  « i,  so  ist  > 0 und  « -i  > 0.  Die  2te  Be- 

dingung ist  nie  erfüllt.  Ist  a ■<  *,  so  kann  a + i-j-A,  <0  sein, 
und  in  diesem  Falle  läuft  die  Gerade  (2)  durch  den  1 ten  Octanten. 

Die  Gerade  (3)  kann  den  1 ten  Octanten  durchschncidcn , wenn 
7f  + A,>0,  «>^ 

oder 

fi-fA,  <0,  «<J,  <0  ist. 


Ist  o < h, 
a -|-  b -f-  A^ 
a — b 


> 0. 


so  ist  a-[-i-f-Aj  < ü und  a — b < 0, 


also 


Ist  a~p>  b,  so  kann  o-f-A-|-Aj>  0 sein  und  in  diesem  Falle 
läuft  die  Gerade  (3)  durch  den  ersten  Octanten. 

Aus  dieser  Auseinandersetzung  ist  zu  ersehen , unter  welchen 
Bedingungen  ein  gegebenes  Rotationsellipsoid  in  einem  gegebenen 
Kegelschnitt  gcschnittin  werden  kann,  wie  auch  dass  die  beiden 
Geraden  (2)  und  (3)  sich  gegenseitig  aus  dem  1 ten  Octanten  ans- 
schliessen , da  die  beiden  Bedingungen  a >•  A>  und  a <C.b  nicht  zu- 
zugleich  bestehen  können. 


Im  Falle  II.,  1)  ist  a > 0,  A < 0,  S > 4,  Ä > 0,  Au  > o, 
Ass  > 0,  i-f  A,  > 0,  2i-f  A,  < 0,  i-f  A,  > 0,  2i-fA,  > 0. 
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(2)  Wenn  Ä+  i,  > 0,  so  ist  y+  » > 0,  a:  > 0,  wenn  a-|-6-)-i,>0 

(3)  „ Ä-f-A,  >0,  „ y + *<0,  i>0,  „ 

Ä-l-A,  < 0 und  AJ+A,  <0  ist  unmöglich.  Nur  die  2te  Ge- 
rade kann  durch  den  1 teu  Octantcn  gehen , vorausgesetzt , dass 

?+A±i.  > 0 ist. 
a — ö 

Es  bleibt  noch  der  letzte  Fall  zu  erledigen: 

Au  < 0,  > 0,  4-1- A,  < 0,  24-J-A,  < 0,  4-f  A,  <0,  24-1-A,  < () 

Wir  trennen  die  2 Fälle  fi  > 0 und  Ä < 0 

ü > 0 

(2)  Wenn  Af-)-A,  < 0,  so  ist  y-|-äi  > 0,  * > 0,  wenn  o-|-4-|-Aj>0 

A?<0 

(3)  „ Ü-|-A,  >0,  so  ist  y-f-*  > 0,  * > 0,  wenn  o-|-4-|-A,>0 

Nur  in  diesen  Fällen  kann,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 
die  2te  oder  3te  Gerade  durch  den  Itcn  Getauten  laufen,  wobei 
sie  ebenso  wie  Ä > 0 und  Ti  < 0,  sich  gegenseitig  aus  demselben 
ausschliessen.  Hiermit  ist  die  pag.  201  ansgesproebeue  Behauptung, 
dass  es  nur  2 Kegel  von  der  bekannten  Eigenschaft  gebe,  vollständig 
bewiesen  Ferner  ist  aus  der  obigen  Betrachtung  folgender  Satz  zu 
folgern : 

Eine  Rotationsfläche  2ter  Ordnung  kann  dann  und  nur  dann 
von  einer  Ebene  in  einem  gegebenen  Eegclschnitte  geschnitten 

o-}-4-|-Ai4  a-{-4-|-Aaj  . 

werden,  wenn  - — — > 0 oder  ^ ^ > vorausge- 

setzt, dass  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 
oj:*-|-4y*-j-4a** — 1 = 0 

gegeben  ist  und  dass  Au  und  Am  die  obigen  Werte  haben. 

Dieser  Satz  gilt  auch  für  den  Rotationskegel,  in  welchem  Falle 
die  pag.  191  erhaltene  kubische  Parabel  in  3 Geraden 

1)  X = 0,  y-f-a  = 0 

Tin4{a-[-4-|-Au) 

^ (a-4)  (V-fÄr»)A„! 

,,  Jia4(o-}-4-f-Aa64) 

^ ®“  (a-4)(4-j-Aj,)A»’ 

zerfällt. 


«04(24-1- Au) 
(0-4)  (4-j-Au)iü 

«04(24-1- Am) 

’''^*“'(o-4)  (4-f  Am)Am 
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Diese  3 Geraden  schneiden  sich  in  dem  anendlich  fernen 
Punkte.  Die  Gleichungen  derselben  unterscheiden  sich  von  den 
pag.  200  aufgestellten  bloss  dadurch,  dass  Ä + ^ durch  i ersetzt 
ist.  Auch  von  diesen  3 Geraden  kann  nur  eine  durch  den  Iten 
Octanten  geben. 

Die  Annahme  i -=  c kann  unsere  Beweise  nicht  beeinflussen, 
da  ja  a,  b,  c von  vornherein  als  gleichberechtigte  Grössen  auftreten. 
Wir  erhalten  die  Gleichugen  der  Geraden  in  den  Fällen , wo  a = c 
und  a — J ist,  aus  den  gefundenen  durch  cyklische  Vertauschung. 


Es  soll  z.  B.  der  Kegel 


in  der  Hyperbel 


geschnitten  werden 


» _-_0 

25  9 9 


16  4 “ ^ 


1 _ 1 .i 

j _ e 9-  “ - 25’  ^ 


4,  B - V_4  - 2i,  R 


16 


15 


-j,  4)  — li4  — g,  ^24  =• 


In  der  Geraden  (2)  ist  y+a  < 0 


(3) 


3400’ 


y + a 


i5. 

136’ 


a-  b 


1 . 

25  ^ 12  9 

25^9 


>0 


P 


§ 4.  Disonssion  des  Problems,  wenn  die  gegebene  Fläche 
ein  Parabolold  Ist. 

Von  der  Gleichung  des  Paraboloids 
oa'-f-Äy*  =•  2* 


ausgehend,  gelangen  wir  auf  einem  Wege,  analog  dem  im  § 1.  ein- 
geschlagenen,  zu  den  Bedinguugsgleichungen: 


Di..:::.  1 by  Gougic 


wo 


filV,  — ü,  V,,  5'F,  — {/,»,  T — = 1 
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S = — 2pabw-\-av*-\-bu'^  = fV, 
m - abw^  = . . . . V, 

— a(l)*-j-«r*)-|- *(«*-!■“■'*)  ' f/j 

Die  obigen  Bedingangsgleichungen  lassen  sich  in  der  Form 
schreiben: 


0,  ^ + A = 0,  — r*  + i ~i‘ 

p>  I p»  ’ pS  ^ pt 


Ist  p = 0,  so  kann  man  dio  Werte  der  Variablen  u,  v,  w 
direct  ans  den  obigen  Gleichungen  berechnen.  Da  die  Substitution 


jetzt  zu  keinem  Resultate  leiten  würde,  weil  in  H\  die  erste  Potenz 
von  w verkommt,  so  führen  wir  eine  lineare  Substitution  ein: 


U V w 


nach  welcher  jedem  reellen  Wertsysteme  «,  y,  « eine  reelle  Ebene 
entspricht  Die  Bedingungsleichnngen  sind  alsdann: 


1)  (4+i)x*+(«  + i)y*+(a-j-i  + i)v*  = 0 

2j  Jlbx^-{-Rap^—2Rabz-{-  Aa4z*  = 0 

3)  Aia*  + Aay*+|5a4  + A(a  + Ä)lä*  =>  0 
Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  folgt: 

— 2Äa4A2  + A*aiz*-S7tais»-RA(o  + 4)j»=0 
Diese  Gleichung  hat  2 Lösungen: 


z 


2Rabh 

oÄ  A»  — Ä(o + b)i  - RSab 


und  2 = 0 


Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (1)  und  (3)  drücken  wir  anch  x und  y 
durch  A aus: 

, i(A»+ASa+  Sa»)  , 

® “ A»(4  — «)  ® 

, u(A*+AS4+Si»)  , 

y = A»(4  — a)  ® 

2Rabl 

* ~ a4A*— Ä(a+4)A  — itSai 
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Einem  Punkte  x,  y,  z entsprechen  4 symmetrisch  zu  den  Coor- 
diuatenebenen  liegende  Ebenen.  Dem  Werte  * = 0 entspricht 

X = y ■=  0 

also  die  unendlich  ferne  Ebene. 

Beschränken  wir  uns  auf  reelle  Schnittebenen,  so  müssen 
y*,  positiv  sein,  x,  y,  z positiv  oder  negativ.  Nehmen  wir  an, 

il  — • il‘ 

sei  imaginär,  so  ist  z ein  Ausdmck  von  der  Form 

Ct  CCj  , «•,  , I » . 

also  eine  complexe  Grösse. 

Demnach  ist,  vorausgesetzt,  dass  il  immer  reell  bleibt,  die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  ein  gegebenes 
Paraboloid 

ox*-}-4y*  = 2* 

in  einem  gegebenen  Kegelschnitte  geschnitten  werden  kann: 

und 

0 — a 0 — a 

Die  Fonctioo  A*-|- ASt+Si*  hat  2 Nullpunkte: 

“ I (--S-f  Vs(Si:4))  und  ht  - ^ (-S  - V(S^4) ) 

Da 

lim  = -t-oo  und  Um  -foo 

i=— 00 

ist,  so  muss  diese  Function  im  Gebiete  der  l-Werte  zwischen  Iw 
und  Xn  negativ  sein.  Im  Falle  des  Kreises,  wo 

Ii<  — X-it 

berührt  die  durch  die  Function  dargestellte  Curve  die  I-Achse. 

Die  obigen  Bestimmungen  setzen  die  gegenseitige  Lage  der  4 
Wurzeln  Iia,  Iso,  ^tb,  Xa  fest,  für  welche  es  reelle  Schnittobenen 
giebt.  Einem  Punkte  x',  y',  z‘  entspricht  die  Sebnittebene : 

• *±y'  • y+*' . * — 1 “0 

wo  X,  y,  z die  laufenden  Coordinaten  sind. 
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Ist  die  Gleicbung  des  Paraboloids  in  der  Form 

— 2y  — 0 oder  — 2x  = 0 etC. 

gegeben,  so  muss  in  den  Resultaten  eine  der  Axenvertauscbung 
entsprecbendo  Vertauschung  der  Grössen  «,  v,  tc  durcbgeftthrt 
werden. 

Bei  dem  Rotationsparaboloid  lauten  die  Bedingungsgleichungen : 

1)  (i+A)(x»+y*)  + (2i  + A)*»  = 0 

2)  — 2IUz  + i.iz‘  =.  0 

3)  A(x»  + y»)  + (SA  + 2A)3»  = 0 

Hier  ist  A nicht  mehr  ein  willkürlicher  Parameter,  sondern  kann 
nur  die  2 Werte 

Ai6  = \ (— S+  VSCS^T))  und  A2*  - | {-S- 


annehmen.  Die  3 Gleichungen  sind  demnach  befriedigt  durch 
1)  = 0;  «*  = 0 ^ 

2MX, 


2) 


i + A, 


3)  x*+Jt’  = -7, 


2A  + A, 


4 + ^1 


iAj*  — 2ÄA,  — 7fS4 
2fl4A, 


Berücksichtigen  wir,  dass,  wenn  S>4,  4-f-A,  <0,  24+A,  >0, 
4-)-Aj<0,  24  + A,  <0  ist,  so  sehen  wir  ein,  dass  im  Falle  (2) 
x*+y»>0,  im  Falle  (3)  x*+y*<0  ist. 

Das  Rotationsparaboloid  kann  demnach  in  jeder  Ellipse  ge- 
schnitten werden. 

Der  Fall  S — 4 führt  auf  den  Kreisscbnitt. 


§ 6.  Discusston  des  Problems,  wenn  der  gegebene  Kegelschnitt 
eine  gleichseitige  Hyperbel  ist. 


Soll  eine  Oberfläche  2ten  Grades  in  einer  gegebenen  gleich- 
seitigen Hyperbel  geschnitten  werden,  so  muss 

S==0 


sein. 


Wir  sind  gezwungen,  direct 


iu  die  Rechnung  zu 
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ziehen,  um  der  Forderung,  dass  die  Achse  der  Hyperbel  einen  be- 
stimmten Wert  habe,  Genttge  za  leisten.  Die  beiden  Bedingnngs- 
gleichungen  für  u,  r,  w,  p nehmen,  wenn  die  Fläche  die  Gleichung 

<w*  iy’  -|-  «* — 1=0 

bat,  die  Form  an: 

^ F» 


WO  0,  r,  W dieselben  Werte,  wie  in  § 1.  haben.  Aus  der  ietzten 
Gleichnng  folgt,  wenn  wir  berücksichtigen,  dass 

T — = 1 


Führen  wir  hier 


ein,  so  verwaudclu  sich  die  obigen  Gleichungen  in 


1)  (i  + c)*-|-(a-l-c)y-|-(o-|-6)j  = 0 

2)  (Jcx-f-acy-|-aA  ^ (bcx-];-acy-\-abz  — a J c)*  (x-f-y-j-*)  = 0 


Ans  der  Gleichung  1)  ist  zu  ersehen,  dass  das  Ellipsoid,  wie 
auch  das  zweischalige  Hyperboloid,  wenn  die  reelle  Achse  die  grösste 
ist,  in  eiuer  gleichseitigen  Hyperbel  nicht  gcschuittcu  werden  kön- 
nen. Für  die  übrigen  Fälle  suchen  wir  x,  y,  z durch  einen  ver- 
änderlichen Parameter  darzustellen.  Die  Gleichung  der  ebenen 
Cnrve  Ster  Ordnung,  welche  durch  die  obigen  Glcichnngcn  darge- 
stellt ist,  ist  zu  erhalten,  indem  man  die  Glcicbuug  (2)  auf  ein  neues 
Coordinateusystem  trausformirt , in  welchem  die  Achse  die  Ricb- 
tungscos.  der  Ebene  (1)  hat,  und  ( = 0 setzt 

* = n+f'v+f"t 

* - A5-f  Vy  + A"c 

r = a(A  + c),  y"  = 8(a  + c),  h"~q(a  + b) 

1 

s “ V'(T+“c)M-  (<•+«)•+ (« +i)^ 

▲rcb.  d.  a.  Pbjrs.  2.  R«lb«,  T.  XU.  U 
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(2)  { (ic/'-j-  acg  + oi A);  + f'-{-  acg'-\-  ab  A')jj)  j • 

-f-  -^[[{bcf-{-aeg-{-dbh)'~-\-(bef'-\-acg' -\-abh')ti  — oAc]*  . 

• [(/+?+A)i+(r+?'+A'h]l  =0 
Wir  setzen: 

{bcf-\-acg-\-abh)^-\-(be/"-\-aeg‘-\-abh')ri  — r, 

(lcf-\-aeg-\-ahh)i-\-{bcf‘-\-aeg'-\-abh‘)g  abc  . = a-, 

(/■+<7+A)i+(r+ff‘  + A')*i  '"»•s 

wobei  sich  »i,  a’j,  höchstens  um  Constante,  als  Facforen  von 
homogenen  Coordinalen  unterscheiden  können.  Die  ebene  Cnrre 
hat  alsdann  die  Gleichung 

»■i’+ = 0 


sie  ist  eine  Unicnrsalcurve,  die  einen  RUckkehrpnnkt 
•r,  =r  0.  ■=■  0 

besitzt.  Da  die  beiden  Geraden 

a:,  = 0,  Xf  — 0 

parallel  sind , so  liegt  der  Rflckkehrpunkt  im  Unendlichen.  Die 
Curve  besteht  aus  2 Zweigen,  was  auch  ganz  plausihel  ist,  weil  sie 
als  Projectiou  der  parabolischen  Hyperbel  (pag.  190)  aufgefasst 
werden  kann. 

Wir  können 

X|  ■>=  ixj  und  A*x,  ~ ^ *3 
setzen,  wo  1 ein  willkürlicher  Parameter  ist.  Da  nun 


ist,  so  ist 
woraus  folgt: 


Xj  =*  Xj  — abc 
X,  = Ixj  = l(x,  — abc) 


1 und  Xj 


abc  A*i* 
'l  — 1 


Aus  den  obigen  Substitntionsgleichungen  sind  j,  ij  durch  x,  und  Xj 
auszudrücken : 


Digitized  by  Google 


gegtbtnen  KegehchniUe  zu  schneidtn. 


211 


1 I®,  hcf‘-\-acg'-\-abh'\  1 I®,  6cf-\-acg-\~alh\ 

^ /■'+?'+*’  l’  ^ ‘^Us  /+?+*  I 

d — (a. — A)  (i  — e)(a  — e) 

Die  Coordinaten  der  ebeneu  Curve  3ter  Ordnung  sind  durch 
den  Parameter  A ausgedrQckt: 

® — *,/(A,  o),  y = A),  I = Ar  Al.  c) 

WO 

abc  , fibc  , aic 

V “ (Ä  -rt)  (A-c)’  ■"  (c— fl)  {c-b) 

Al,  ')  = (1  = 0 

Wir  untersuchen  nun  den  Verlauf  der  Function  /(A,  t) . Die- 
selbe hat  3 Null-  und  einen  Unendlichkeitspunkt,  in  denen  sie  ihr 

Zeichen  wechseln  kann.  Vorausgesetzt,  dass  1 ^ sind  die  Null- 
punkte 0,  und  — ^ und  der  Uuondlicbkcitspunkt  A = I.  Das 

Vorzeichen  von  t hat  augenscheinlich  keinen  Einfluss  auf  das  Zei- 
chen von  Al,  0-  Ist  £ eine  hinreichend  kleine,  positive  oder  ne- 
gative reelle  Zahl,  so  ist  f{e,  i)  >■  0,  wenn  e <;  0,  und  f{e,  i)  < 0, 
wenn  £ > U ist.  Ferner  ist 

lim  Al,  0 = — ® uD'i  I'™  /(l,  0 = — 00 

A*=-|-oo  A= — ao 

Daraus  ist  schon  der  Verlauf  der  Curve  ersichtlich  (S.  Fig.  /A,  /fj) 

Im  Grenzfalle  1 = A‘i-  hat  /(>.,  t)  für  A 1 den  Wert  %, 
so  dass 

AA,  0 = r(A,  0 -/"(l,  0=  - 00 
ist.  (S.  Fig.  1/3). 

Nun  können  wir  die  Gebiete  angeben,  in  welchen  f{l,  t)  positiv 
oder  negativ  ist. 

< > 0 /(A,  t)  > 0,  wenn 

1 <1  < A <,  0 ; 

-;4^<1<0 

14» 
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t > 0 
1 > 

1 < AH 
\ AH  . 


f(K  0 < 0,  wenn 

^ ^ ^ i 0 ^ ^ 1 1 ^ 

— cc<;<— 0<A<+oo 


Ist  t<[0,  so  muss  Überall  das  Zeiohcii  von  rcsp.  — 

das  entgegengesetzte  geändert  werden.  Diese  Tabelle  giebt  die 
Möglichkeit,  in  jedem  gegebenen  Falle  dio  Lösung  des  Problems 
anzugeben  (pag.  196). 


Ist  die  gegebene  Fläche  eine  Rotationsfläche  und  beispielsweise 
i “=  c,  so  gehen  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  Uber  in 


1)  2J*  + (o  + J)(y  + z)  =0 

2)  {4**4-ai(y4-s)|’+^4(i*3;  + <»i(y  + 3)  — a4V(*+y  + z)  “ 0 
Die  frühere  Methode  verlasst  uns  hier,  weil  z/  0 ist 


Aus  der  Gleichung  (1)  folgt: 


oder 


X a-\-h 

ff  + * ”*  24 


X 


’ 24^ 


(»+*) 


Setzen  wir  diesen  Wert  von  <j-\-z  in  dio  Gleichung  (2)  ein,  so  er- 
halten wir  eine  kubische  Gleichung,  welche  die  Wurzel  * =■  0 hat. 
Dem  Werte  ® = 0 entspricht 

y-f-3  = 0 

Das  Problem  reducirt  sich  also  auf  die  Auflösung  der  übrig- 
bleibenden  quadratischen  Gleichung,  deren  2 Wurzeln  a und  4 seien. 
Dio  ebene  Curvo  3ter  Ordnung  zerfällt  im  Falle,  dass  die  gegebene 
Fläche  eine  Rotationsfläche 


ist,  in  3 Gerade 


aa:*-|-4(y*-|- «’)  ==  1 
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1)  e -=  0,  y + * = 0 

. ü* 

2)  <r-ß,  y + 


3) 


^ = ß,  3'+»  = — 


2b 

a-f-A 


Ini  Falle  des  Kegels  sind  die  BediDgungsglcicbuogcu: 
1)  (6+c)»  + (o+c)2/  + (a-}-4)*  = 0 


2)  {bex  -|- <tcy  ala)> ^^a‘  b"^  c^{x-\-y  z)  =0 


Nur  ein  solcher  Koßel  kann  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
geschnitten  werden,  bei  dem  die  reelle  Achse  nicht  die  grösste  ist, 
wie  man  aus  der  Gleichung  (1)  folgern  kann.  Ist  diese  Bedingung 
erfüllt,  so  transformiren  wir  die  Gleichung  der  Fläche  (2)  auf  ein 
ucues  Coordinatensystem  |,  »j,  f.  so  dass  f =>  0 der  Durchschuitt 
der  F’läche  (2}  und  der  Ebene  (1)  sei. 

2)  \(bef  -f  aeg  + abh)l  + {bcf'-\-  acg'-\-  abh')ri\  ’ 

+ I(/+?  + A}.'  + (/^'+!?'  + A')*;!  = 0 

Wir  setzen: 

(bcf-\-acg-\-abh)'‘-\-(hcf'-\-ucg'-\-abh‘)v\  ■=  r, 

(/'+?  + *)«+ (/"+s'+A')y 

wo  X,  und  a-,  zunächst  als  rein  analytische  Ausdrücke  eingoführt 
sind.  Wir  wissen  aber,  dass  sie  sich  vou  Coordinaten  eines  schief- 
winkligen Systems  höchstens  um  Constante,  als  Factoren,  unterschei- 
dou  könucn,  so  dass  bei  einer  strengen  Discussion  der  Curve  in 
Bezog  auf  die  Cooidinateuaxcn  man  die  Gleichung  der  Curve  in  der 
F’orm 

n*  ri®  o*  J*  c*  X,  = 0 


schreiben  müsste,  wo  ö,  ß leicht  zu  bestimmende  Werte  haben. 


»i’H ii— 


Diese  ebene  Curve  Ster  Ordnung  ist  als  Projection  der  früher  für 
den  Kegel  erhaltenen  kubischen  Parabel  zu  betrachten. 

Fuhren  wir  hier  den  Parameter  i.  ein,  indem  wir  setzen: 
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Xj  = ai>ei,  X}  — — A*a/>ci* 
Wir  hatten  (pag.  211) 


ahei. 


A^abc).^ 


80  dass 


=>  3-, (1—1)  und  a-j  = a'a(l—  1) 

Es  ist  X,  y,  z auf  folgende  Weise  durch  1 ausgedrückt; 

a-  ” «),  y ~ k,F(>.,  i),  z - k.F(i,  c) 


abc 


(a—b)  (a  -b) 

Die  Fuuetion  <)  hat  3 Nullpnukte : 


etc.,  /ll,  0 ■=  i(l  - 


-1-  ; L 

A^t'  A*t 


1 = 0,  1 ■ 

Ferner  ist 

■F(+ 00,  «)■=■— oc,  E(  - cc,  0 = + 00 
so  dass  der  Verlauf  der  Curve  klar  ist.  (S.  Fig. 


.*  >0 

i <0 


F\l,  0 > 0,  wenn 


F (1,  <)  < 0,  wenn 


A^t 


< 1 


Ist  der  Kegel  ein  Rotationskogel,  so  dass  z.  B.  b • 
so  bestimmen  wir  ans  der  Iten  Gleichung 


woraus  folgt; 


X 

y+a 


o + i> 
26 


26 


»+» -- - a-frj»  - »*  • ® 


< CO 

< 00 

‘ c ist, 
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wo  0 < ft  < 1 die  notwendige  nnd  hinreichende  Bedingung  dafür 
ist,  dass  der  Rotationskegel  in  der  gleichseitigen  Hyperhel  geschnitten 
werden  kann.  Die  Gleichung  (2)  geht  aber  in 

(x  + fi*)  = 0 

Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist 

* “ 0,  — 0) 

(i+fia)Sx«-|_—  (1  + fi)  —0 


Ans  dieser  Gleichung  ergehen  sich  2 Wurzeln: 
X ^ -f-a*  und  X 

X kann  uicht  imagiuär  sein,  denn  wir  haben 


, i/_ 

* ^ r A*(4-|-fto)i 

X könutc  imaginär  werden,  wenn  negativ  wird,  also  wenn 


I o ^ a -j-  4' 


h I 
a I 


4 + 4 
0 + 4 


4 + 4 I 
a + 4| 


- ist  ein  echter  Broch.  Wenn  wir  zum  Zähler  und  Nenner  eiues 
o 

echten  Bruches  das  Gleiche  hinzuaddiren,  so  wird  der  Brnch  grösser, 
so  dass  die  obige  Ungleichung  unmöglich  ist,  mithin  x reell. 

Die  einzige  Gerade,  deren  Abbildung  reelle  Ebenen  liefert,  ist 

* ■=■  o*,  y + J = fto* 


Hiermit  ist  gezeigt,  wie  die  Ranmeurve  im  Falle,  dass  der  ge- 
gebene Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  in  eine  ebene  Cnrve 
Ster  Ordnung  deformirt,  resp.  in  3 Gerade  degenerirt,  wenn  die 
Fläche  eine  Rotationsfläche  ist. 

Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  erledigen,  wo  ein  Paraboloid  in 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  geschnitten  werden  soll.  Die  beiden 
Bedingnngsgleichnngen  lauten,  wenn 

ax*+4y’ — 2*  = 0 


die  Gleichung  der  Fläche  ist: 
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Uf  — ” 0 

1 a*fc*K>® 

A*  ( — 2p  ai  w -J-  a«*  -j"  (“*  "f“  “I“  “’*) 


u 

Führen  wir  hier  die  Substitotion  - — * etc.  ein. 

P 

i*’-l-ay*+ (o-|-6)**  — 0 

— 2a/>s)*  (o:*-f-y*-l-s*)  = 0 

Beide  Gleichnngen  sind  für 

® ■»  y “ Ä — 0 

befriedigt.  Scblicsseu  wir  diesen  Wert  aus,  so  erhalten  wir; 

1)  H"  ('>”1“  0 

2)  a»AM***4-((a  + i)B  + 2a6)*(*»  + »*  + z>J  —0 

Die  Gleichnng  vl)  stellt  einen  Kegel  dar.  Es  darf  nicht  a nnd 
l>  zugleich  positiv  sein,  wenn  der  Kegel  reell  sein  soll,  d.  h.  das 
Paraboloid  muss  ein  hyperbolisches  sein.  Wir  fuhren  nnn  Polar- 
coordinaten  ein; 

* — y — Qtn,  » — pn 


Dabei  variirt  q von  0 bis  oo  and  l,  m,  n sind  die  Cos.  der  Winkel, 
welche  die  Richtung  p mit  den  Achsen  bildet. 

Da  V — 0 ansgescblossen  ist,  so  ist  auch  p = 0 ausgeschlossen, 
BO  dass  die  Gleichnngen  (1)  nnd  (2)  lauten 

(1)  + — 0 

(2)  a’J’A*p*n*-j-((a  + i)pn  + 2a6)*p*  = 0 

worans  folgt : 

2 ai  (a  -|-  6 i A*n  y — ah) 

^ a>6M‘n>+(a  + 6)^ 


Das  Zeichen  oder  — muss  immer  so  genommen  werden,  dass  p 
positiv  resultirt.  Ans  den  Gleichungen 


folgt; 


““  1 — n* 

a -j-  bn*  j b an* 


.t  = “ + *"• 


f 


a — b 


_ Ä -4-  an* 

« ~b^ 


gn 
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wo  f eine  bekannte  Function  von  » ist,  bo  dass  z,  y,  z dnrch  den 
Parameter  n ansgedrUckt  sind. 

Sollen  die  Scbnittebenen  reell  sein,  so  ist  n gewissen  Bedin- 
gungen unterworfen,  und  zwar  darf  n bloss  zwischen  den  Grenzen  0 

und  ± |/—  ^ oder  ± y-  ^ variiren,  was  daraus  folgt,  dass 

a -4-  in*  ■ , i-h 

- o*  und  — 1 ß 


sein  muss,  wenn  o,  ß reell  sind.  Dabei  mQssen  wir  von  den  beiden 

Werten  + i/-f  und  -±y  — ^ immer  den  kleinern  nehmen,  da- 
mit sowol  X*  als  aneh  y*  positiv  resultiren.  Diese  Grenzgebiete  für 
n ergeben  sich  auch  geometrisch  aus  der  Betrachtung  des  Kegels 


§ 0.  DIscuKsioii  des  Problems,  wenn  der  gegebene  Kegelschnitt 
eine  Parabel  ist. 


Diu  allgomcino  Gleichung  2ten  Grades  des  durch  den  Schnitt 
der  Ebene 


ux-l-cy — p — 0 


und  einer  Oberfläche  2tcn  Grades  hervorgebrachten  Kegelschnittes 
war : 

»)j*+ -f  2®i-4- 2®!? +s  = 0 

wo  31.  33,  ®,  ®,  (t  bekannte  Functionen  sind.  Soll  die  Sebnitt- 

curve  eine  Parabel  sein,  so  muss 


21»-®»-=  0 

sein.  Der  Parameter  dersslben  ist  bestimmt: 


. »®»-2(I®e  W 

(914- f)»  “ ffi* 

Die  Bedingungsgleichungen  nehmen  die  Gestalt  an; 

K=0,  r- u»-|-t>»4-w»  — 1 

Wir  sehen  daraus,  dass  dieselbe  Untersuchung  zugleich  für  die 
Hyperboloide  und  den  Kegel  gütig  ist,  da  diese  Bedingungsglei- 
chnngen  alle  von  i>  unabhängig  sind,  das  constante  Glied  1 aber 
nur  in  F vorkam. 


Digilized  by  Google 


218  fCrewer:  Vther  das  Proli/em  eine  Fläche  ziMilen  Gradet  in  einem 

Nehmen  wir  also  an,  die  gegebene  Fläche  habe  die  Gleichung 

a**  + Ajf’+«»* — 1“0  oder  — 0 

und  setzen  dementsprechend  die  Werte  fttr  Sl,  SB,  ® ein,  so 

erhalten  wir: 

St  ® e 
“W  =.  (S  e 33 

1 ® 0 G 

p(^fu  -)-Ay»  -\-ehv>)  uff'-\-bgg'-\-chh'  j 

~ afr-\-bgg'  -\-chh'  p(af' u-\-bg' v-\-th‘re)  uf*-\-hg''‘-\-ch'*  I 

p(af u-\-hgtt-\-chw)  Ü p(afu-\-bgv-{-chu>).  j 


W — p*\abia^  [(a  — — c)e®]  — A)w’-)-  (a  — A)«*j 

-j-  Ai.‘u*[(6  — a)o*  -j-  (c  — 

Durch  Einführung  der  Substitution 


transformiren  sich  die  Gleichungen: 

(1)  V =—  hcx-\-acy-\-abz  = 0 

(2)  “6^-=  + + + + 

— p’[a(4 — c)*p*+Kc  — “ 0 

Die  Combination  beider  Gleichungen  stellt  eine  ebene  Curve  Ster 
Ordnung  dar  und  zwar  eine  semiknbischc  Parabel. 

Um  dieses  zu  beweisen,  brauchen  wir  nur  ein  passendes  Coor- 
dinatensystem  zu  legen.  Es  seien  die  Grössen  zj , unabhängig 
veränderlich  und 


X 


a(b  — c) 

2 


(z,  — oy,) 


y 


b(c  — o) 


(z,  - 6y,) 


c(a  — b) 
2~~ 


(*i  — eji) 


zf  — (a  — b)  (b  c)  (e  — o)  = (e  — 4)a*  (a  — (b  — a)e* 
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Die  Gleichung 

bex  + aey  -|-  afe  = ~^~{b  — c -j-  c — a-^-a  — 6) 

— Vi  (“{*  — «)  + *(e  — a)  + «(«  - b)) 


ist  identisch  null,  so  dass  die  Gleichung  (1)  fUr  jedes  System  z„ 
y,  befriedigt  ist.  Setzen  wir  also  die  Werte  für  x,  y,  z in  die  Glei- 
chung (?)  ein,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  iu  xi,  yj,  welche  den 
Schnitt  der  durch  die  beiden  Dcdinguugsgicichungen  dargcstellten 
Flächen  liefert.  Ucrücksichtigen  wir,  dass 

(6 -f- c)a:  + (o -j- c)y) (n  4- =- X, 
a(i  — c)*y*  "l"  — a)*xz-f-e(o  — 6)*xy  = — obey,* 

^+y+2“yi 


so  lautet  die  Gleichung  (2): 

(2)  aftey,*  — 0 

Nun  ist  aber 

yi  = * + y + * — pi 
so  dass  dio  Gleichung  resnltirt: 


(2)  g*x,*-faÄcyi®  =■  0 


wo  z,,  y,  sich  von  schiefwinkligen  Coordinaten  höchstens  um  Con- 
stante  untorscheidou,  die  als  Factoren  auftreten.  Dieses  ist  die 
Gleichung  einer  semikubischen  Parabel , deren  Spitze  im  Anfangs- 
punkte 

z =■  y = a = 0 

liegt.  Denn  setzen  wir 


so  erhalten  wir: 


*1  = yi  = 0 


(Ä-|-e)z+(o-|-c)y-|-(a-}-Ä)a  — 0 
z + y-f-z  “ 0 

bcx-{-acy-\-'<hz  — 0 


Dieses  System  von  homogenen  linearen  Gleichungen  kann  nur 
durch  die  Werte 

X — y — z = 0 

befriedigt  werden. 

Für  die  Werte 

zj  — — pA*,  wo  p = abc  ist,  und  9A*  “ yi 
gebt  die  Gleichung 


Digitized  by  Google 


220  KrtwtTi  Utber  das  Problem  eine  Fläche  sweiten  Grades  in  einem 


in  die  Identität 

-3V^*+a*p’^'  =•  0 

über.  Dabei  ist  ü sehr  einfach  durch  j>  aaszudrilckcu  und  wir 
könnten  sogar  p als  Parameter  einftthren , was  jedoch  nicht  zweck- 
mässig erscheint. 

Die  Coordinaten  der  Carve  nehmen  die  Gestalt  an: 
wo 

J.  . r.  / . , chj 

(o  A)  («  — c)'  ^ (Ä  — c)  (Ä  «)’  ^ (c  — o)(c  — h) 

Die  3 Coeflicienten  ki',  ky\  k,‘  können  nicht  alle  zugleich  das- 
selbe Vorzeichen  haben,  weil  die  Zähler  wesentlich  positiv  sind,  von 
den  Nennern  dagegen  wenigstens  einer  negativ  sein  muss. 

o — 4)  (<» — c)'=“Ä'*,  (4— a)(4 — c)  = i*,  (a— c)(4 — c)(a — 4)*-« — Ä*/.* 
(c—a)(c — 4)  < 0 

Demnach  wird  von  den  3 Ausdrücken  A 4-  ^4-  A 4-  -- 

aq  bq  cq 

wenigstens  einer  negativ  sein  müssen,  damit  x,  p,  z positiv  seien. 

Gei  den  ßotationsmittelpuuktsflächen  ist  die  Lago  der  Schnitt- 
ebenen  eine  der  früher  erhaltenen  ganz  analoge. 

Soll  ein  Paraboloid 

0**4"%*  — 2a 

von  der  Ebene 

ux4~®y  “I"  — p ■=  0 

in  einer  Parabel  geschnitten  worden,  so  muss  die  Gleichung 

9U8  — (£*  “ o4  w*  = 0 • 

erfüllt  sein,  ans  welcher  w •=  0 folgt. 

Eine  Schaar  von  Farallelebenen  schneidet  das  Paraboloid  in 
Parabeln,  welche  der  Gestalt  und  der  Grösse  nach  gleich  sind.  Denn 
transformiren  wir  die  Coordinaten,  indem  wir  setzen: 

X = x'u  — y'D-j-o 
y = a;'„4-y'«4-|J 

z = a'4-y 

nnd  die  Gleichung 
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az*  + Sy*  — 2*  ” 0 

in  Bezug  auf  diese  Coordinaten,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  z'  = 0 
setzen,  die  Gleichung  der  Schnittcurve  der  Ebene 

ux-\~vy  — p = 0 

mit  dem  Faraboloid. 

4u*)  -|-  2y‘  (bßu  — aav)  — 2(z'  -}-  y = 0 

Wir  wählen  «,  ß,  y so,  dass 

bßu  — (joe  — 0,  an^-\-bß*  = 2y 

Alsdann  geht  die  obige  Gleichung  über  in 


OB*  Au* 


2qz' 


Dieses  ist  die  Gleichung  einer  Parabel,  wobei  q von  p unab- 
hängig ist. 


Aus  der  obigen  Gleichung  folgt  ferner: 
, 1 — aq 


q(b—a)' 


1 — bq 

3(4—0) 


Ausserdem  mnss  noch  die  Bedingung 

— p = 0 

erfüllt  sein. 

Ans  den  beiden  Gleichungen 


ergiebt  sich 


bßu  — oBo  0 und  B^-|-ua  — p 

a ■=  bupq  und  ß = avpq 


2y  — abp*q 


woraus 

wo  p variabel  ist. 

Es  ist  leicht  einznschen,  dass  wenn  umgekehrt 


u 


! 


1 — 03 
3(4  - o) 


und  B* 


1—43 

3(4  — o) 


fttr  ein  gegebenes  3 feste  Werte  haben,  das  Faraboloid 
ax^  -j-  4y*  — 2a  — " 0 
von  der  Schaar  der  Ebenen 

«z  By  — p — 0 

in  Parabeln  geschnitten  wird,  deren  Parameter  gleich  3 ist,  und 
deren  Scheiteljiunkte  die  Coordinaten 
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a ■=  bupq,  ß = avpq,  y = ^abp^q 

haben. 

Dieselben  Resultate  können  wir,  allerdings  in  einer  nicht  so 
Übersichtlichen  Form,  nach  der  allgemeinen  Methode  ableiten. 

Ist  das  Paraboloid  ein  Botationsparaboloid,  so  dass  a = b ist, 
so  schneiden  alle  zur  Rotationsaxe  parallelen  Ebenen  dasselbe  in 
gleichen  Parabeln,  deren  Parameter  gleich  dem  reciproken  Werfe 
des  Coefficieutcn  der  quadratischen  .Glieder  ist,  vorausgesetzt,  dass 
die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 

=■  2z 

gegeben  ist 

Dorpat,  den  6.  Februar  1893. 
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XIII. 

Miacellen. 


1. 

Vebcr  die  Trangrormation  eines  Integrals. 


Im  Arch.  d.  Math.  u.  Pliys.  (2),  T VII,  pag.  110 — 112  rodncirt 
Herr  W.  Läska  die  zwei  Integrale 


f ^ und  f 


auf  elliptische,  and  zwar  das  erste  anf  eine  Snmme  von  zwei  ellip- 
tischen Integralen , aber  das  zweite  anf  ein  einziges  elliptisches 
Integral.  Letzteres  geschieht  dnrcb  die  snccessiven  Snbstitutioncn 

1 tp 

t — «“tgg,  COS»'=-a: 


d.  h.  dnrch  die  Substitntion 


fl  — 


L+5 

1 — x 


Setzt  man  einfach  t*  = u,  so  sinkt  das  Geschlecht  des  Integrals  von 
3 zu  2 herab-,  es  muss  unmöglich  sein,  nachher  durch  eine  lineare 
Snbstitntion  das  Geschlecht  noch  um  eine  Einheit  zu  vermindern, 
da  eine  solche  Substitution  das  Geschlecht  eines  Abel’schen  Integrals 
Überhaupt  nicht  verändern  kann.  In  der  Tat  zeigt  auch  eine  nähere 
Untersnchnng,  dass  Herr  L&ska  in  seiner  Recbnnng  ein  Versehen 

ffl 

begaogcn  hat  (eine  Yerwecbselang  von  smg)  und  sin’^).  — Za  einer 

Summe  zweier  elliptisehen  Integrale  transformirt  sich  das  fragliche 
Integral  bei  der  Substitution 
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MiseelUn, 


sowie  das  erste  Integral  für 

t - i + ViTZl 

wie  schon  Legendre  gezeigt  hat  (vergl.  Enneper,  Ellipt.  Fnnctionen, 
Aufl.  1,  p.  435). 

Die  nnhrauchbare  Substitution  erwähnt  Hr.  L.  auch  in  seiner 
„Sammlung  von  Formeln  etc.“,  2te  Lieferung,  p.  323. 

Lund,  März  1893.  T.  Broddn. 


2. 

Aufgabe. 

Es  soll  folgender  Satz  bewiesen  werden. 

Beschreibt  man  über  den  Seiten  eines  beliebigen  Dreiecks  als 
Grundlinien  gleichschenklige  Dreiecke  mit  lauter  gleichen  Basis- 
winkeln, so  schneiden  sich  die  3 Hauptdiagonalen  des  von  den 
Schenkeln  gebildeten  Sechsecks  in  einem  Funkte. 

Dieser  Satz  gilt  gleicherweise  von  ebenen  und  sphärischen 
Dreiecken. 

Cbarlottenbnrg.  Prof.  Dr.  Leman. 
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XIV. 

Einige  Bemerkungen  über  die  Lainö’schen 
Functionen  zweiter  Art. 

(Fortsetzung  von  Nr.  VIII ) 


Von 

Ulrich  Bigler. 


Es  sei 

1“  c < z < oc;  man  setze 


^ = (r  <')  s\u)'  ^ ^ °^  'SHur 


2“.  a < * < c;  in  diesem  Falle  setze  man 
z—tt  — {c — a)k^S*{tt),  b — z = (c — a)i*  C*(m),  c—z  — e~a)D\u) 

in  beiden  Fällen  sei 


Dem  Werte  x der  Variaboln  z entspreche  das  Argument  tc. 


F(z:)-=];  U(z) 


1)  n = 0,  (o,  ß,  y •=  (0,  0,  0),  » — 0 
dz 


>=/ 


'2V(x—a)  (z  - b)  (z— c) 


— z—‘\t  -j-  . . 


uHz) 


also  ist 


(z-*)* 

(/)  =0 

Atch.  d.  KatU.  u.  Phja.  2.  Ileiba,  T.  Xll, 


+ ■ • • 
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K+L 

f7,  = 2 V(7-^  ! fc*  Cfl(u)du 

k 

Nan  ist  das  anbestimmte  Integral 


Weil 


so  ist 


^ (fi[u)du  = £am  « — Pu  = Z (li)  -j-  ^ ~ ^ K 


Z{K)=0,  Z(K+L)  = — 


2X 


t7.  = 2V(c-a)(-g,+  (f-7®)i) 

Dass  dieser  Wert  südlich  lateral  ist,  wie  es  der  anfUngliche  Aus- 
druck 

c 

z—b 


U. 


-fl 


f {z—a){z—b){c—a) 


rdz 


anzcigt,  kann  man  wie  folgt,  einsehen.  Wenn 


L = iK\  £' r=y^ yr^t*sin»i)P 


d<f 


SO  ist 


2 — EK'  + KE‘  — KK\  -X  -EK‘-\-PKK'  = K(E'-k^K') 


positiv,  weil 


n 

2 


J Vl  — /*8in*qp 


K 


~ V(f-a)J  V ^ ’ l-k^S\,c)S‘{n)  ) 


du 
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2 

S(w)  D(w)  I 

Y(c—a) 

~~C(w)'~  1 

2 

S(w)D(w)  , 

Vfe— a) 

C(w) 

man  findet  auch 

2 

* V (c— n) 

S(w)VM 

Ä'c) 

,o  jr  TU  \ 

r ~Mo)~  ■ 


2 S{w)  D{w)  C Sw  Cie  rvviT  \ ! n,w 

• C,ier  L 0(«')  • '-^^J 

Wenn  u von  R gerade  nach  fiT  + i hingcht,  so  ist 

tJC 

n(K+L)-n{K)  =.  L . Z{w)+^w 


* Vm 

und  somit 

f/.n-  t/,F,  = 


2 S(«')7?(«!),_  S(.e)C(,r)  \ 

rZ7)  ■ ” C(»r  ^ ^ V"  • 


K£  \ „S(ie)C(w)  , K 1 

ir  - '*)  +£.am«—  ;^u.J 

Weil 

, C(ic) 

V(x-a)(a  — c)  = (c  — a)  . 

so  ergibt  sich  endlich 

W(x)  = -2in(c-a)  . gy  [A-am»-i*«.-i» 

folglich 

lF(o:)  = -(b  a){c-b)X^  X T(x) 

3)  (o,  ß,  Y)  " (0,  0,  i) 

Man  hat  sogleich 

, , C(w) 

PU)  = Vx  - c = V(e-a)  X ; 

“«■'-‘/vstSSbj  ■ ■ 


folglich 


1 , 

(z  — x)»  a "F  ■ • • 
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(1)  ^2in.  ^/(x-a)ix-h)  - 2.t  . (e-o)  . 


Ferner  ist 


o Ä 


U, 2V'(e-n)  X £ 


Ebenso  findet  man 


/•-;=6^  . ^ = 2 VS-T, 

./  V(2_a)(,_6)  V 

tf  w 

= 2 V(C-^)  [-E  + £am«.+  ^ 

und  also  ist  ^ -> 

ü(x,)  — I7(x,)  = 2 V(^)  [ßam  .<,+  — 

also  auch 

™+<“> • äSih“"+^^’] 


also  auch 


folglich 

- -2f.  X (e-o)  . g>[A’am.- 

Vergleicht  noan  nun  diesen  Ausdruck  mit  dem  entsprechenden  Werte 
von  T(x)  auf  Seite  131,  so  erhält  man  zwischen  fy(x)  und  T(x)  die 
Relation 

W(x)  = (c—a)(c  -i)  X ^ X 'Ax) 


III.  n - 2. 

1)  («,  ß,  y)  = (0,  0,  0),  « = 1 

In  diesem  Falle  ist 

r(x)  — x-d-,  3d»  — 2Z'o  X d+-£4c  — 0; 

” / , -^=rr-X>fe  ■=  z'l«  + 

»/  2V(» n)(t— i)(* — c) 

c 
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-i+.  . 


also 

Und  weil 

X 


(2  — a;)’*  2 

, ,,,  C(to)0{w) 

(/)  = 2in  yn(x—a)  = 2.n(c— a)^. 


r -Xf-^  - X dz = f 

%J  y/I(«  — a)  ^ 


V(»  — a) 


l/(2— 4)(2— c) 


-(d-a)  y' 


(i2 


Vn{z-a) 


also 


X * 


/z  - d 

ynö=^ 

c 

, r T.  . c(iv)£>(w) 

=»  2 V(c—a)  fiam  10  — L-f- ^ 


S(w) 


weil  ancb 
h 

a 

BO  ist 


I = r ■ y^dz  z=‘2  y(e— o)  f X Ä'— e1 

' J V(^^(0-2)(c-2)^  'Le-«  J 


, r , C(w).D(w)  c-d  ] 

U{x,)-  U{x,)  - 2 V(c-o)  [£am,.+  —gj-^ — - X»J 

Ferner  hat  man,  da 

(X — c . c — d\ 

..  (C*{w)  , c — d\ 

(ii)Mm  - -2i»(c-a)* . 

/ , CO«)  . jDW  c — d \ 

x(^’a®"’+— ^,;ö ö-aV 


and  also  endlich 
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W(x)  = 


X [Esmio  — - — - . V})  - 
\ c — a / 


d — a 


Um  diesen  Ausdruck  mit  demjenigen  für  7\x) 
können,  muss  man 


C(k)  . D(,f) 
S(w) 


vergleichen  zu 


d - a 1 c — d C^(t) 

c—a  5*(e)’  c — a S*(tj 

setzen.  Dann  ist 


w/  ^ «•  (c— «)" 'Wt)— .. 

W{x)  - - 2, Et  X /;am  w+C^U)  . w) 

und  die  Vergleichung  mit  dem  Ausdrucke  T(x)  gibt  die  Rclatiou 
4 *7T 

W'W  = -y  (d  — a)id~f,){d-c)  X 


„ . 2)  («,  ß,  y)  _ (0,  i),  e = 0. 

Ls  18t 

ua  = i 

J V(n-a) 

c 

wenn  nun  b-\-c  — a — 0 angenommen  wird,  so  ist 
U(t)  = it’l»+0.s'l. -jjr 

t/»(t)  =.  JzS  + o . ,z+.  . . 

also 

U*(*)  . 1 

^7)  j - i»  - const.  + - ic)  . - + . . . 

Hebt  man  die  Beschränkung,  dass 

ö-f-c  — a =»  0 

sein  soll,  dadurch  wieder  auf,  dass  man  jedem  der  jetzigen  o,  i,  c, 
rf,  * noch  — (4+c— a)  zusetzt,  so  dass  sic  in  ~ (i-|-c  — 2«), 
(c  — a),  — (A  — a),((Z  — b-\-a  — c),  (x  — A-f-o-c)  übergehen,  so  ist 
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“ S • s— const.+  J[(a— i— e + a)*— (c— o)(4  — a)]  - 

(j  — a-)*  a ' 

+ • • • 

1 U*(»)  . 

Der  Coefficicnt  von  - in  der  Entwicklung  von 

gleich 

+ i[((»-i)-(r-a))‘-(c-a)(i-«)] 

und  somit 
Ferner  ist 


O 

u.  = Z'— - — — rfs  =>=  2(c  — o)’U  r k'^  V\u)  D\u)  du 

J t/ 

a 0 

K 

=.  2(c  — a)’!>  J'  D*(u)du 

0 

D‘(«)  - i (S(u)  • C(«)  • D(«))  + 2D*(«)  . (l  + «=)  - i*] 


weil  nun 


so  findet  man 


U,  - (c-<i)>l.  . i X + 


Noch  hleibt 


ibt  ^ 


yig— Md-cV 

Vs — a 


dz  zu  berechuen. 


Es  ist 


PV(.Z  - l>)(!  -c) 

i/  y« — a 


c 


2(c 


C'M  . D*(»)  ^ , 


und  da 

C*(«)  . D*(»)  e^C(u).D(»)^ 

^)~  ~ SS(i.j  ~ S»(k)  8»  \ .'>■»(«)  / 

SO  ist 
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Big  len  Einige  Bemerkungen  über 


— X rfä  = (c  — (i)*!*  X ![(1  + **)E  - l'K+flw 


und  demnach  ist 


C'(x^)  — u{x^)  ■=  (c  - o)’  » X ? X f(l  + *;’)  Eam  «)  — 
C'(k')  . D{w) 

~ . O»0r)-t*5‘(«>).l 

folglich 

(//)  + (///)  = (c-a)»l.  X^*’'[(l+i»)Eam 


somit 


W{x)  = (c  _ a)  s u 2p  ((1 4-  i*)  A’nm  w - f»  w) 

2i‘^  1 

also  nach  Seite  134  ist  demnach 

W(x) (c-o)(6  — «)(c  - /.)*  X 7?“;.  X y\x:). 

ö . 0 


3)  («.  ß,  y)  "•  ü,  0, 4),  « — 0. 

P{x)  - l/(x  — „)  (*_c)  ==,  (c  - «)  . ; 

, , /•  V'(~o)77::^i , , , 

C 

Setzt  man  a+c  — A «=  0,  so  ist 
also 

i • »+con*t-  + i(*’  — «<■)•'+ • • • 
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und  somit  nach  Aufhebung  obiger  Beschränkung  der  Coefficient  von 

1 1 • i, 

- in  der  Entwicklung  von  gleich 

J [(i -o)  (c  - + (*  - a - (c  - Ä))*] 


Man  bat  demnach 

(/)  - (0  -a)»..  . ^3^  . Ilä 

Auch  ist 

h K 

^ J ’Vb  — z y 

a 

Weil  ferner 


ein 


0 


/ 


y (a — g)(g — e) 


dz  = 2(c 


-«)’!•  f 


S‘(«) 


du 


K ^ 

\ pn\u).C‘,n) 

= 2(c -«)•!»  [J  54^- + J 


SO  ist  nach  früherem 


X 

r y(^y).(»^fj  _ 1 T(7i _ fc!)  E - (Z*  - fc®) A’ am  w — P( A - 

J y(*-i<)  L 

-('  *)  SW  SV)  J 


-ic) 


und  also 

V(x, 


,,  qw)  ./)(»■)  CQc)  ■ £>(»•)' 

> “~;s(.cy"+  s®(«-) 


folglich  ist  . 
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(//)+(///)  = (c-a)^*  X [(i*-fc»)Kam«.-Z»w 

,,,«  CW  . DU.)  C(w)  . /?(,r)| 
' S{v)  T"  Si(w)  J 

uud  nach  einigen  Reductionen  erhält  man  schliesslich 
tVW  = („  _ ((1  _ 2t.*)/;anuc  + . Jg] 

Die  Vergleichung  mit  dem  entspicchendeu  Ausdrucke  von  'J\x)  gibt 
W(x)  = (i  - a)  (<,-4)(c-o)» . X n^) 


Es  ist 


i)  (o,  |S,  y)  = (i,  i,  Ü),  e = 0. 
l\x)  ^ V (I  - a)  (i  - 1>)  ^ (c  — a)  . 


V(s  — n)  (*—  *) 


V(^-c) 


. dz 


wird  u+4— c = U angenommen,  so  ist 

f/(j)  = 4 . 2’  > + 0 . s'  « — “2^  . I«  + . . . ; 

-=4.2  + coiisf.  + 4 (i*  - <ib)  . 2-'  + . . . 

wird  nun  die  Reschräukung  «+4  — c = 0 wieder  aufgehoben , so 
findet  man 

i[(x  — a -4-|-c)2—  (o  -c)(Ä  — c)] 

1 Cj^h) 

als  Coeff  von  in  der  Entwicklung  von  Demnach  ist 

(/)  = (c  - n)2:.  X -3''  X - f*S‘(«-)] 

Eeruer  ist 


17,  = — -=  — 2(c  — o)“i»  f'k*'S*(u)  . C^(u)  du 

./  V(e  — z)  J 


also 
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t7,  = (c-a)>l.  =|[-(l-f-/S)B4.2i*Ä] 
Auch  findet  man,  dass 

K 

(itS 

du 


2(c 


J5*(«)  . C*(u) 
S‘(u) 


d«  + 


K 

J *•*{«)  J 


(<:  — «)'  • . I 1^— (l+/*)A-  + 2i«A'— (l  + t>)i;am.f 


ist  und  somit 

V{x^)—  ü(*ä)  — (e-a)>i«  . I j^— 2i»«-+(l  + /»)£amw 


also  aneb 

(//)+(7//)  = (c-a)^x';"xg;^; 


X [2i»«>-(l+t»)i’am«.-^^^^-^\l  +(l  + t«)SV))] 


Als  Ausdruck  für  lt'(*)  ergibt  sich  nun 


= (c  — o)‘l*  . 


„ _(6_a)i(<;_j)(<,  _„)  X 2\x) 

In  den  2 Fällen  n ■<=■  2,  (J,  Ü,  i)  und  n = 2,  (J,  J,  0)  gibt  die 

Rechnung  für^^-  dieselben  Werte,  die  man  ans  dem  Falle  n — ■ 2, 

(fli  ii  i)  durch  Vertauschung  von  a mit  b und  von  a mit  c bekommt; 
also  fuhrt  auch  die  Vertauschung  von  b mit  c den  zweiten  Fall  in 
den  dritten  über.  Diese  Wahrnehmung  ist  aus  folgendem  Grunde 
merkwürdig.  Bei  den  zwei  in  n — 2,  (0,  0,  0)  begriffenen  Fällen 
lV(x) 

sieht  man,  dass  - durch  Q(,a)  Q(b)  Q(c)  teilbar  ist;  cs  ist  daher 

l\X) 

zu  vermuten,  dass  im  allgemeinen  P'^?(b)  P^r(c)  anftreton  werde. 
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liiglen  Einigt  liemtrlcungen  übtr 


wenn  p2“(a:)  = i^x),  --  bedeutet,  je  nachdem  « = 0,  } ist.  Setzt 
man  nun 

P«-(a)  X r^-?(b)  X - i/X  Q(a)  Q(b)  Q(c) 


nnd  verlangt,  dass  das  Argument 
Feldes  bewege,  so  findet  man 

(a,  ß,  y)  = (0,  0,  0) 

= (0,  i, 

■=  (i,  0,  j) 
“ (h  h 0) 
ß,  y)  = (1,  0,  0) 
= (0,  i,  0) 
- (0,  0,  i) 
“ ii,  i,  i) 


X sich  nur  in  der  Nordhälfte  seines 
H=  1 

= (c  — b)*(b  —a)(c  -o) 

= («— a)S(i— o)(c— 4) 

— (4 — a)*(c  — o)(c — 4) 

i/  = — (4— o)(c — o) 

— — (4— o)(c— 4) 

“ — (c—a)  (c— 4) 

' — (c— 4)*(c— o)®(4— c)* 


Man  nehme  die  Fälle  (Ü,  0,  0),  Ü,  ^),  die  ohnehin  symmetrisch 
sind,  aus.  Wenn  man  o mit  c vertauscht,  so  gehen  die  H für  (0, 
i,  J)  und  (^,  0)  in  einander  über;  ebenso  die  //-werte  für  (i,  0, 

0)  und  (0,  0,  Wenn  man  aber  a mit  4 vertauscht,  so  gehen  die 
zu  (0,  J,  J),  (J,  0,  gehörenden  Werte  von  H jeder  in  das  ent- 
gegengesetzte des  andern  über;  ebenso  die  zn  (J,  0,  0),  (0,  0) 

gehörenden.  Dasselbe  gilt  von  der  Vertauschung  von  4 mit  c. 


IV.  n = 3. 

1)  («,  ß,  y)  = (i,  0,  0),  c — 1. 

In  diesem  Falle  ist 


V{z) 


->/ 


(z~d)-^(z—a) 
■/(s  -4)  \z-c) 


Die  Wurzelausziehung  wird  auch  hier  ein  wenig  erleichtert,  wenn 
man  4-f-C“a  = 0 annimmt.  Weil 


(z-b){z-e)  _ . . bc 
z - a ' ' z — a 


SO  ist 


K+S+.--) 
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t/(»)  = J . »*i« — t/»' •» + ^ . Ac  . »~'l* -j- . . . 

Die  quadratische  Gleichung  far  d,  die  im  allgemeinen 
5d«  — (2a+4A+4e)rf  + 3Ac+a(A  + c)  — 0 
ist,  wird  dann  zu 

— 6ad-|-o*-|-3Ar  ==»  U 

Vermöge  derselben  findet  man 

£/’(z)  = J . — 3o*  — 4Ac)» -}- • • • 

der  Coefficient  Ton  - in  ist  also 

2 (a  — *)* 

. z*  — f dz-f-  (18arf  — 3n*  — 4Ac)  ■=*  ^(z  — 2d)* 

+ ^ {—  Garf  + a»+8Ac) 

Die  Beschränkung  wird  aufgehoben , indem  man  jedem  der  jetzigen 
a,  A,  e,  d,  x noch  — (A  + c — a)  zusetzt,  so  dass  sie  in  — (A-|-e— 2a), 
— (c— a),  — (b—a),  d— a— (A-|-c — 2o),  z — a — (A-j-c— 2a)  Übergehen. 
Die  gefundene  Function  zweiten  Grades  ist  nun 

F(x)  — i(x  — a — 2(d  — a) -j- A -|- c — 2«)* 

+ [6(A  + c — 2a)  (<i  — a)  — 5(A  + « — 2a)*  + 8(c  — a)  (A  — a)] 

— (c  — o)*  [i  (^ö»)  ~ + * + *'*^* 

Man  schreibe 

-1 \ L_  , 1 . 

s*(«')  S*(t)  S»(£)^'^  S>(.r).S*(£)  S»(£)^  ^ 

und  beachte,  dass 

ist,  vermöge  der  Gleichung  für  S*(£)  auf  Seite  135,  Zeile  4 v.  unt. 
Daun  findet  mau 
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ßigler:  Einige  Semtrkungen  über 


3 [s^(e)  . (s*(»,j  — 3+  2(1  + l:*)S*(t)  j 

folglich  ist 

(/,  = 2 - (,  - SH.) 


(»  — g)  [(z—a)~  (,1  — a)] 


Hl  *=*  / . — -4--.  dz 

V(z  -a){h  — z)(c—  z) 


K 


. 2(e-g)>. y 


flu 


Weil 


g“  (*'(«)  C{u)  D(u))  = 2 ■ '3(«)  C(u)  Dju) 


d . (sHu) . cHu) . nHu) 


d . (sHu)) 


2S(v.')  ■ d . (Su) 

1 - 2(  1 + 1*)  S»(«)  + 3k‘  ä*(u) 


SO  ist 


3i*5“(«)  (k*S^(u)  k’  g®  (S(u)  C(«)  D(u)) 

+ (s^l)  - 2(1  +i*))  ^’(«)  - ^ + 2+l-> 

also 

H,  = |(c-g)3;.  [(y^.  -2(1+1-»;)  E + (-  +2+1-«)ä'] 


X 


!'  {z-a){z  — ,l) ^ 

1/  y (»  — a)  (z  — b)(z—c) 


K 

~ 2(c  - g)  tj  ^ 

IC 

Weil 
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3 fjl 1\  _ d'i  (C{u)  . .p;t>)\ 

s*(u)  \s*{u)  s»(£);  “ Su  \ s^u)  ) 

.S*(«)  - ^ 0tt  V ) 

J'  ix  — a)(,-d) 


BO  ist 
z 


y(«-o)(*-t)(.-c) 


— |(c-a)*u  j^pE+(p+i»).tt>— 7f)-p(£amtt’+  ^ 


+ 


fiMl)  ■ £>(«>) 
S«(k!) 


'] 


gesetzt  wird;  folglich  ist 


3 \ Ct-c).  M 


und  also 

(//)  + (///)  - (c-o)’  . 


,(S*(£)-SW)[f/W-f^(*.n 


S*(£(  . .S^ir)  ' 

3 ..CW-.P(t) 


Weil 
so  ist 


W(z)  - fc-a)5 

I\z)  = (x — ft)Vx — o 

P’(a)  P(l>)  A«) (''  — «)  (c  - o)  (a  - d)  (i  — d)  (c  — d) 

SO  ist  nach  Seite  137 

4l7t 

in^)  - 3~7  £ f»)  Ai)  A'a)  • 

Arch.  d.  Hatb.  g.  Pb£S.  2.  Beihg,  T.  XU. 


(«  O)  * g6(,J 
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Biglerx  Einige  Bemtrkunyrn  über 

2)  («,  /j,  y)  = (0,  i,  0),  o =-  1 


In  diesem  Falle  ist 


D(w) 


{z-d)  Vh-b) 


J y (2  — a 


(fc 


nimmt  man  an,  cs  sei 
so  ist 

(s  — a)(j  -c) 

also 


z — h 


1/ 


V'(2-a)(s  — c) 
a-f-c  — A = 0 

(>+;  + .”  + ■ ■ •) 

■y.+yi.s+...) 


‘ 3 — rt 


somit 


t/(»)  — Ja’!«  — rfa'l*-f- jac  ■ a~'i«  -j-  . . . , 
die  quadratische  Gleichung  fhr  d ist  in  diesem  hesouderen  Falle 
5fl*— 6irf+A*  + 3ac  = 0 
Mittelst  derselben  findet  man  nun 

(;s(a)  _ i(18M  — 3*»  — 4ac)a  + . . . 

der  Coefficient  von  ^ in  der  Entwicklung  von 

Ja* — (l8Ad  — 3i* — 4ac) 

Wird  nun  die  Beschränkung  wieder  aufgehoben,  indem  man  jedem 
der  jetzigen  a,  i,  c,  </,  x noch  — (n  + c— A)  zusetzt,  so  erhält  mau 
für  die  Function  zweiten  Grades  den  Ausdruck: 


F{x)  — i(a; 


■2(rf  — A)  + a + c— 2A)* 


-|-  [C(n-j-  e — 2A)  (d  — A)  — .'>(«-1-0  — 2A)*-|-8(e  — A)(a  — A)] 

-s*(7)+0 

+ ^^(G,t-2A*,.j:g-.0  + 12A*-m^)] 
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Man  schreibe 


D*M  2 S‘{e)-S^[w)  1 

S»(w)  S*(f)  “ S*(f)  . S*(w)  S*(£) 


und  beachte,  dass  vermöge  der  Gleichung 


5 — 2(2  + A-2;S2(£)+i2s‘(t)  = 0 

auch 


ist,  also 


F(x,  ■■  ^^3^  -3  + 2(1  - fc*)^+£')  -t* 


und  somit 


( J)  = ^ (c  - a)» 

X (SS-3+2(>-^-WO)- 

u Az~i)\(z-b)-(d^h)^ 

' J i{z-a)(b-z)(c-z) 

a 

K 

= 2(c— a)’  « . J' t»C*(«)  (k*C^(n)  + ^j~A'‘ 
0 

Weil 


g^(S(»)Ci«)ö(«)  - -l+l-*  + 2(l-2i+C»  + 3i*C*(u) 
und  wenn 


gesetzt  wird,  so  ist 

3i>C*(u)  = g®^(S(«)C(u)ö(«))+pl*C*{»)+i*»* 

und  also 

L\  = (<;-a)*  . . |[|,£,’  + t*(l» -p)K\ 
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Bigltrx  Einige  Bemerkungen  über 


/V 

r-jL 
J V(z- 


— tl)(c — 6) 


V(s—  o)  (z  — b){i  — e) 


th 


- 2(c  «)  I*  y ) du 


L-\-K 


also  nach  Obigem 


2(c-aY>z  J k^CHu)(k^C*(u)  + ^yu 
L+'f 


J T/(z-a)(z-h){z-e)  L ' 


w) 


I / 1.-  lir  t I.  tri  _L  ‘ 

+p(iam(^T+i:,)  -Aam(i  + w)H ^ 


Weil  nun  aber 

Z5am(/f4"-^)  — £am(i+ie)  = E — £amw- 
so  ist  auch 

(z  — d)(z  — b) 


C{>c)  . (D(w) 
S(.c) 


/ Vr  \ “(«  — «)’•■  I p’li*— p)(Ä-— «-) 

c/  V (*  — «)(«  — &)(ä  — c)  . L 

, . C'H  . 0(.e)\  ,■  G[.e)  . 2>(.c)-] 

+p(^E-Eamfr-  s(«~j  ■! J' 


somit 


t/lij)-  {/(»•,)  — (c  — o)‘l>  . I p*(p— 

-p  (^Eam(,c)+  — + -^(^J 
Wird  dieser  Ausdruck  noch  mit 

mnltiplicirt,  so  erhält  man 
(//)  + (///)  = 

V/  \iilii  ^ J { Z-  I C(ic)  . /Xw’] 
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Man  erhält  schliesslich 


X [pi*S*(0  . «•+pS*(t)  (i>»  -iJara.r+i* 


it»i»S*(£)  S(w) 


Es  sei 


' ^(t)  — «»(«’)  • r»(ic) 


(w) 


/-S*(t). 


Cf»>)  . D{w) 


S\w)  ’ 
//-  (-3  + (2-i*)S»(t))  . 

_qw) 


C(w)  . Dfic) 


m s*(t) . 


S»(w)  . D(w)  ’ 


C(tr) 


77- (3-2(1 


K—  in»S*(£j  . 


C(io)  . S(w) 


1 


D{ic)  ■ S*{i)  . S*(«) 

Nach  der  bekannten  Kelation 

5 — 2(2+i*).S*(£)+i»,S*(£)  — 0 

ist  anch 

D\t)  (—  3 + (2  - 1:»)  S»(£) 3 + 2(1  +i*)  ,S»(f ) - *>(2  - *•)  S‘(£) 

= 7 — 51-*+2(-3  + 4*+i:*J5*(£) 

Setzt  man  ferner 


VI—  k*P 


S*^)  ^w)  . CX>c)  . Mw) 

i)>(£)  • S>(£)-S»(W)  ’ 


VII- l-»(-3  + (2-fc*)S*(£))  . 


VIII 2i* 


C^(i)  S(w)  ■ C[w) 

ß*(£)  • A») 


so  ist 


. 4«/« 


S*(£)  S;.r)  . C(w)  71*(ec)  — (71»(«)  — 7)»(£)) 


V\e)  ■ A») 


_L.,»  -S*(£)  S(t£)  . a«’) -i>W  ^ ^w).^) 

‘ 'D\c)'  S*(£)  — S»(w)  ■ 0’(«)  ■ 


und  weil  nnn  nach  der  Formel 
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auch 


ßtifler:  Einige  Bemerkungen  über 

5-2(24-P)5“^e)  + i»S‘(£)  - 0 
= -3+(2-i*)S>(£)-2 


D\t) 


ist,  so  hat  man 
Ferner  ist 


V — F/+  F7/4-  VIII 


/+  III  = — k^S‘(c)  . 


C(w) 


nnd  ebenso 

II 4-  VII-  (-  3 + (2  - m S*(t))  . 


S(w)  . V(w) 

CXiv) 


also 


S(w)  . D{w) 

1+  III+  11+  VII  + IV  = 0 

der  algebraische  Teil  ist  somit 

VI -k~  VIII  = ^(io)  . k{ic)  , H(io) 

yi-t-  . . s>(i)-s\w) 


Also  ist 

TV(*)  = _?-’"(c_a)3 


a,£)  S(w)  . CX>o) 

/?*(£)  ■ A«’)-  ■ 


D{w) 


X 


ü»(l)  . S*(£)'. 


4 (7  _ 5*3  + 2(-  3 + *3+*^)  S3(£))  £am  » - 2**  C^ie)  . 

A«-’)  J 

Wenn  man  nun  beachtet,  dass 

C*,£(  . DHe) 


P{a)P\b)I\c)  — - (c  — a)‘k^l‘  . 


S»(£) 


angenommen  werden  kann,  so  ergibt  eine  Vergleichung  mit  der  ent- 
sprechenden Formel  für  'I{x)  auf  Seite  139  die  Relation 

^in 

WW  “ ^7  X FX.a)P‘{b)PXc)  X Tix) 


3)  (o,  ß,  y)  “ (0,  0,  i),  » - 1. 


wenn  hier 


f/(») 


(»  — rf)  Vs — c ^ 
X/(z-a)  (z—b) 


c 


a -j-  i — c — i) 

angenommen  wird,  so  ist 
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also 


(a  — a)(s — b)  ah 

z — c z ^ c 


V(z  -c) 


= * (l+ J + ^ + . • •) 


und  weil 
so  ist 


V(*-oy(»-i) 

U(z}  — Jj’  a —ib'  » + • + . . . 

5ft®  — 6 cd-|-c®-|-3aA  =-  0 


£/*(»)  = J 2*  — (18c<i — 3c* — 4«A)2 -|- . . . 

1 f/*(2) 

Der  Coofticiont  von  - in  der  Entwicklung  vou  ist 

Ji«  -^ffa+i(l8ed-3c>— 4a4)  - i(^-2d)* 

+ ß ( - 6 cd  + c* + 8 ab) 

Wird  die  Bcsclirilukuug  wieder  anfgehobon  und  die  Function  zweiten 
Grades  vou  x wieder  mit  F(a:)  bezeichnet,  so  hat  man 

+ ß[-6((c  • 4)+(c-a))(d-c)-5((c-«)+(c-4))*+8(c~4)(c-o)] 

= _i_  _islV_a)Z 

ns*(£)  . 5*(ie)  S*(<)  j ' ’ 

+ i[-6(l+t*)^,'^+l+4t*-5B] 

Weil  nun  nach  der  Formel 

5 — 2(l+2fc*)S*(t)  + 4“S‘(f)  - 0 

auch 


und  also  ist 
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« - <'-)•  ■ ^ (ü  -3-«..)) 

Ferner  ist 
6 

ü.  = r • <fc 

J V(2 — a)(b  — z)(e  — z) 
a 

K 

= 2 (d  - a)'^  f 7>2(„)  , d„ 

weil  aber 
0 

• C1(«)  . •«(«))  — 1*  — 2(l  + t»)Ö>(u)  + 3ö<(»J 

BO  ist  auch 


m.^)  (/>»(») + J l'i-a  |-  (S(„) . c(„)  . £>(„))  - ^2 

+ 2(l4-i2)D2(J  + g(^i,(„) 
nnd  somit  ^ ' ' 

u,  = Kd- a)»:.  [-«2jr+  (2(1 + Z*)  f 

Aach  bat  man 


r{*  — d)  V[z-c)  rC^{n]  (&{n)  C2(t)\  , 


K 


Lr\-K 


2(c  — a)*' 

setzt  man  abkürzend  ' 


BO  ist  demnach 


«-2(l  + ^)  + 3,^/ 


Digitized  by  Google 


du  Lam^schen  Functionen  zioeifer  Art. 


249 


,/  V(»  — a)(*— 6) 


aY'-  I -l\K—u') 


folglich 


+!i(e  — 


E»mw  — 


C(w)  . D(w)'^  j_  C'(«))  ■ 0(ie)  1 


SOc) 


•SV)  J 


. C(“’)  • 

I7(at, ) — {/(*»)  — (e— a)*l*  . ? - <?  (^Kam,K:+  ^ 


+ 


and  demnach 

UD+iin)  - (SV-SV)) 


6'(k;)  . (OQc) 
S>(«J) 


-i*i. 


■ /„  . tt«’)  • 0{m)\  f(io)  . D(ic)] 

+g^Samw+  j 


Es  ist  somit 


Cfi») 


W®)  — 3 • («  ^ 


r / S(«>)  . Z>(ic)\ 

. (S«(£)-  S»(»)  j^-/»S*(0  .c  + 5S*(«)  (^E  am ) 

^S*«  — S«(w)-  C(w)  J 


Weil  aber  nach  der  Relation 


^ + C*V)  + W)"® 

auch 

(4-S*(£))i»(0 C»(£) 

so  ist  auch 

— C»(t)  = P S\t))  . S>(») 


Auf  gleiche  Weise  findet  man,  dass 

i*  C*(t)  (2(1  + P)  S\t)  + 3 C»(t))  - 5 — 7t*  — 2(1 4-  4*  - 3t«)  X «‘(O 
Es  sei  ferner 


■S*(£) 


C(ir(  ■ E(«0 
S»(K!)^  ’ 
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(3+(l  — 2A»)S»(£)) 


C(ic)  . D(w) 
S(w)  ■> 


III  = S*(f)  . 


0(tr) 

S»(ic(  . CX<P)  ’ 


/K= -(3  + 2(1 -4*}S*(£))  . 


D{w) 


p V 

•«•(£)- S*(w)  ^ 


5(.f)  . t'(ir)  ■ 

S(w)  . D(,c) 

CM 


Wird  nun 


K7  £('£L 

a>(i)  ^ s«(£)-s*(fc)  ’ 


S(«t.) . n(w) 
C\w)  ’ 


ra=(3  + (l-2fc*).S>(£))X 
^ C(w) 

gesetzt,  so  findet  man 

K_  « V - (6'»(-<+-C’*(f)) 

C*(f)'^'  'Ct«-)  ■ 

S*(£)  S(ic)  ■ C'(«!)  . P(>c)  _ g(«’)  . P('e) 

“ ' C'*(£)  ■ S*(f)  - S»(w)  ‘ C’*(£)  ■ C'(m) 


und  weil 


ist,  so  folgt 


^5[;;=3+(i-2i+«'(£)+2f;g 


K—  1Y+  177+  17/7 


Beachte  man,  dass  aneb 


I+IH=  + S^(e).y^^%^. 


11+  VII  = (3  + (l— 2fc*)S*(£)  . 


D.ie) 


also 


S('<’)  . a«-) 

1+  III+II+  177+  7F  — 0 

Der  algebraische  Teil  im  Ausdrucke  für  lV(x)  ist  somit 

!•£  I 'S(«^)  ■ CX'c)  ■ D(,r)  7/»(£j  S(w)^ 

ti-t-  ^ ^ C(ir) 


Durch  Kinsetzon  dieser  Werte  in  lK(x)  erhält  man  schliesslich 
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W'(2)  — (c  — a)’ 
X X 


2 in 

IT 

S[w) 


X 


Cfw.’) 

. C»(£) 
C(w)  . D(w) 


(S«(£)-S«(£)) 


5‘(e)  — 


£»«(£)  X 


Sjw)  . D{w) 
C{w) 


+ lc*l*D\i)  (4  — S*(£))  S»{£>t> 

+ (5  - 7fc*  — 2(1  +fc*—  3i*)S'(£))i;am  »J 


Weil  ferner 


P^a)  r(b)  P‘(c)  = (c  - 


^£)  . ß*(f) 

äV) 


80  erhält  man  nach  Seite  142,  zweite  Zeile,  zwis  u W[x)  und  y\*) 
die  Relation 

W(x)  - ~ X n»)  l\l>)  r'w)  X Hx) 


Da 


4)  (o,  ß,  y)  = (J>  4i  4).  « — !>• 

/(*)  “ ^ -g^- 


von  der  Ordnung  j'I«  ist,  so  steigt  U{z)  auf  2^!»,  tJ\z)  also  auf  2*, 
f/*(2>  1 

> ,4  auf  2*,  von  da  bis  auf  - herab  siud  4 Stufen ; man  muss  also 

(2  — *)*  ’ z ’ 

f{z)  — V(2  — 0)(2— 41(2  — cj 

bis  zur  relativ  vierten  Ordnung  entwickeln  und  setze,  um  die  Aus- 
ziebung  der  Quadratwurzel  zu  erleichtern, 

a-(-4-j-c  = 0,  dann  jS  =•  4c  + ca + aA  = 4e  — «*,  y — abc. 

Nun  ist 

(2  — a)(2  — 4)  (2— c)  =2»^1+^  — 

4/W  — K ’+O  . 2'i»+i^2-’i»— iy2-*'i  — ^g|S»2-“i2  4- . . 

U2)  — ^2*I»4-Ü  . 2’la  + ||32'  9 -f-  . . 
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Wird  dieses  noch  mit 

?_ ^10*10**.  X* 

(»  — *)*■“  j*  ■ j*  “I"  ^ ? “f"  ^ 5 • ^6  + • • • 

mnltiplicirt,  so  wird  der  Coeff.  von  \ in  der  Entwicklung  von 
V'(z)  * 

gleich 


■"  + + + = j5[3(*-a)*4-12a'x-a  > 

+ 9(2a»  + |J)  (:t  - a)»  + 6(2a3  + 3 |Ja  + y}  (*  _ a)  + 3«4  I g», 

+ 6ya+4|S»] 

Hier  ist 


2a*+^  - a»  + ic,  2aS;+3|Jo  + y a^+4aic a(c-4)»; 

3fl‘+9/Jo*^6  ya+d/ä*  =.  — 2o'‘  + 7a*Ac-j-44»c* 

= — {a»-4ic)(2«»-|-Äc) 

wo 

a*  — 44e  — (i  + e)»  — 44tf  _ (c 

und  ' 

'Ja^  + he  a^  — a'b-i-c)+ic  ^ {b  -a)(e  — 'a) 

also  ist  ' / , 

3«‘ + 9/3o»+ 6 ya  + 4^'  = _ (c  — 4/(* 

Nun  ist 


15/X*)  = 3(x  — o)*  + 12n(z  — o)S  + 9(a«-|-ic)(*-.a;ä 

- 6«  (c  - 4)2  (*  _ „)  _ (c  — 4/  (i  _ a)  (e,  _ 

Um  die  Beschränkung,  die  durch  die  Bedingung 
a -|-  4 -f-  f — 0 

gesetzt  ward,  wieder  aufzuheben,  setze  man 

® “ * m,  a = a — wi,  h ^ b — wt,  c — c — m 
die  Bedingung  wird 

a -|-  4 -|-  c ~ 3m  — 0 

also  ist 

«*  — i(«+4+c);  3a (i  + c — 2o),  etc. 
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Unterschiede  wie  x — o,  b — c ändern  sich  nicht.  Setzt  man  für 
einen  Augenblick 


so  ist 


f=b  — a,  g = c—a,  also  c — b — g — f 
3a  — f-\-g,  3i  ■=  2/— ff,  3c  = — /+2ff 


folglich 

g[ä^-fb~e)  - (/•-|-ff)>-l-(2/--ff)(-/-+2ff)  = -/>  + 7/ff-ff» 

und  endlich 

f\x)  — [3(x — a)*  — 4(c  — a-f-*  — a)(x  — «)’ — [(c  — a)* 

— 7(c-  a)  (b  — a)  + (6  - «)*]  (X  — a)»+  2(c  — a -f-*  - a)  (c  -4)*  (x— «) 
— (c  — 4)*(c — o)(4  — a)J 

oder  also 

~ 15  ^ ■ S«(«>)  s*(w) 


Ferner  ist 


S»(.o)  * 

K 

_ (c_a)‘U  . 2 J' k*S*{u)  . C*(«)  . 0»(«)  . du 


0 

8 


Weil  nun 

15fc*S»(u)  . C»(u)  . /)»(«)  —g- (3i«S*(u)  . C(u)  . D(u) 

- i*(  1 + fc»)  S(«)  C(«)  i>(u))  — 1*  (1  + 1*)  + 2(1  — i* + i‘)  £>*{«) 


so  ist 


2 


=(c_a)»l.  . jg(2(l-i*+lt*)E-l»(l  + /*)A) 


K 


y'v'(x-n)(*-4)(x-e)  - (fl-o)»!«  . 2 j' 


C*(«)  . ö»(«) 
S«(«) 


c/u 


Es  ist  aber 
15 


C*(u)  . il»(u)  0 A,  , „ q«)  ■ j(«)\ 

"“8uV‘‘^  ^ Ä»(»)  s“(«i  ; 


S'C«) 


also 


_2(i_i.+l*)^>_/«(l+/») 
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(//)  + {III)  = (c-n)*' 


2inC{w)D{ 
15  S»(«-) 


— 1^2(1 — — Z*(l  +i*)  IC 
C(ic)  D^)l 

10)  J 


S(io) 


endlich  ist 

m*)  - (o-«)‘  . ^ (2(1  -l-»  + l-‘)A'am.o 

_ (1 + P)  „)  _ + i*(i + i‘)] 

Die  Vergleichung  mit  dem  Werte  von  T{z)  auf  Seite  142  gibt  die 
Relation 

2 ITC 

W(*)  = - (0- a}®  i*  . 3 X r,x) 

— — (c  — o)*  (4  — a)*  (e  — b).  7 X T^x) 

und  weil 

P‘{a)  P‘(b)  P'{c)  = — (c  - a)»  (4— a)»  (c  — 4)» 

SO  bat  man 

2 t 71 

= 3T5T7  X ^'(0)  X 2t=«) 


Diese  wenigen  Beispiele  lassen  vermuten,  es  sei 
HYtI 

T.- Y = 2in.  i«“(a)  P^ß{b)  piy(c) 

mnltiplicirt  mit  einem  numerischen  Factor,  den  ich  aus  denselben 
nicht  erraten  kann.  Bleibe  ich  beim  dreiaxigen  Ellipsoid,  so  bin 
ich  nicht  im  Stande,  denselben  zu  bestimmen,  und  gebe  ich  zum 
Rotationsellipsoid  Uber,  so  sehe  ich  mich  genötigt,  von  der  Hcinc’- 
schen  Formel 

W{x)  - n{x  — a)'  . (If,  tj  -- 


auszugehen.  Wenn 


Ax)  - n(x  - n.”-'  . X i'x); 

BO  ist 


4 


II 


Digitized  by  Google 


die  Lamf'xcken  l'unclionen  zweiter  Art. 


255 


und  also 


= U{x 


■:)dz'  ,f(z")äz" 


fb  <^z'  <,  c\ 

U<^'  <i) 


Weil  für  ein  grosses  x die  Entwicklung  von  2\x)  mit  dem  Term 

_!±1 

2 

X beginnt,  so  denke  man  sich  den  vorliegenden  Ausdruck 

auch  nach  fallenden  Potenzen  von  x entwickelt,  also 


Da 


J — 2a  = v ~ 


n — 3 


so  müssen  alle  Doppelintegrale 


t.+2  — 


2 


b 0 
a b 

verschwinden  für 

i = 1,  2,  . . .V 


erst  derjenige  für  A = verschwindet  nicht,  sondern  ist  die 

TP(x) 

Constante  - . , die  bis  auf  eine  Potenz  von  » mit  den  Hcine’schen 

lyX) 

4 

Constauten  überein  kommt.  Es  lässt  sich  aber  auch  direct  zeigen, 

dass  das  Doppelintegral  für  die  angegebenen  Werte  von  A ver- 
schwindet. Ob  der  eingeklammerte  Unterschied  — 1"'+'  oder 
(V  — a)'+i — (2*  — i/fi  geschrieben  werde,  ist  für  den  Wert  des 
Doppolintograls  gleichgültig.  Denn  man  braucht  in  der  zweiten 
Form  des  Unterschiedes  nur  nach  dem  binomischen  Satze  zu  ent- 
wickeln und  zu  beachten,  dass  die  zu 

A = 1,  2,  . . . » 

gehörenden  Doppelintegrale  verschwinden.  Es  ist  somit 
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h c 

^=f  f [(»' - «)*+‘  - («" - «)’+ '] AV) *'  • A«") *" 

n Ä 

Bis  dahin  waren  x — a,  x — b,  x — c die  Halbaxenqaadrate  des 
Ellipsoides 

P[x)  — iljic  — a)“  X Q(®) 
nnd  die  ganze  Function 

Q x)  ■=  X''  — rf,  I'-'  -j-  . . . 

durch  keinen  der  Factoren  x — a,  x — b,  x — c teilbar.  Die  «> 
Wurzeln  der  Gleichung 

Q(x)  =.  0 

waren  alle  reell  und  ungleich  und  lagen  zwischen  a nnd  c ; ; der- 
selben zwischen  b und  c,  folglich  » — i zwischen  a nnd  b.  Für 
dasselbe  (o,  ß,  y)  gibt  es  e-f-1  Functionen  Q{x)  (alle  mit  reellen 
Coefficienten);  für  keine  zwei  hatte  f denselben  Wert; 

J = 0,  1,  2,  . . . e 

Nun  lasse  ich  b — a verschwinden;  die  » — J Wurzeln  vereinigen 
sich  mit  o;  es  sei 

Q(x)  = (x  - oy'  -t  C2,(x) 

Wenn  ich 

setze,  so  ist  m eine  ganze  nulle  oder  positive  Zahl,  und  es  folgt 


Wenn  m gerade  ist,  so  kann  « ^ sowol  — 0 als  = 1 sein ; wenn 
aber  m ungerade  ist,  so  ist  notwendig 

Man  schreibe  nun 

a;— c— i = a,  c — a=;a; 
m 

l\x)  — xV  (x  -f  (I)^  Q,(x) 
wo  die  ganze  Function 

Ci,(x)  xi^  — xC— 1 -J-  , . . 
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weder  darch  x,  noch  durch  x -f-  a teilbar  ist.  Man  kann  von  nenem 
die  Bedingung,  dass 


2(x  4-  o)  Vx 


0X  } 


eine  lineare  Fnnction  von  x sei,  setzen  und  findet  als  notwendige 
Folge,  dass  y nnr  0 oder  ^ sein  kann,  und  dass  m eine  der  Zahlen 
0,  1,  2, . . .,11  sein  muss.  Die  lineare  Fnnction  ist  dann 

n(n  1)  (x  -|-  a)  — m*o 


Die  Differentialgleichung  für  P(x)  nimmt  also  folgende  Gestalt  an 


2(x  -|-  a)  y X 
FW  • 


0X 


^2(i  4-  <»)  Vx  . = n'n  + 1)  (x  + a) 


Dieser  Differentialgleichung  genQgt 


n— m n» 

, 2 . ,2  _ / n — m n — m — 1 , , a\ 

P(x)  = x (x  + o)  F ^ 2 , — n-l-J,  ~~J 

Da  sich  aber  die  Gleichung  nicht  ändert,  wenn  man  n durch  — n— 1 
ersetzt,  so  genllgt  auch 

m 

r,.)  - ”'(.+.)*  F ’^+i.  .+*,  -I) 

Dass  die  Bezeichnung  mit  T{x)  richtig  ist,  erhellt  ans  dem  Anfangs- 
_ 

2 

terme  x der  Entwicklung  nach  fallenden  Potenzen  von  x. 

Ans  der  zuletzt  angegebenen  Integralformel  geht  sogleich 

hervor,  dass  für  ein  kleines  k*  der  Ausdruck  die  Form 
0 

^ dz'  L 

b 

annimmt,  wo  nun  U,  und  L zu  berechnen  sind.  Der  Einfachheit 
wegen  nehme  ich  o — J = 0 und  verfolge  den  Wert  der  Lam6’- 
schen  Function  P(x),  während  das  Argument  x sich  von  c nach  b 
(b  sehr  klein)  und  von  b nach  0 hinbewegt  Wir  batten 

P(x)  -=  (x  — o)«  {x-b)ß{x-  c)y  X Q(x) 

gesetzt,  wo 

Srcli.  1.  Hitli.  u.  Pkys.  2.  Baiha.  TI.  XU.  > t 
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-|- dg  “I“  * • • + ( — 1)^  dA  4“  . . . 

. . . + (_i).d. 

eine  ganze  Function  vton  Grades  von  x ist.  Die  Relation,  welche 
die  Coefficientcn  von  x in  der  Function  Q\,x)  mit  einander  ver- 
knüpft, ist  bekanntlich 

a + l)(2n  — 2A  — l)dA+l  = [(2n-l)d  — 2i(n  — i)  . lla-j-di  . £aa]dx 
-f(v-J-f-l)l(2» -2A-f  1)  . £bc-{-l.  £ttbc]d>.-i 
-J-2(e  — A-f-2)  (t> — A + l)oic  . dx-~2 

Setzt  man  nun  hier  a — £ = 0,  so  hat  man 


(i+l)(2n-2i-l)dA+i  - 2c[i«-(n-2yH-f  dx 


also 

wenn 


di+i  g-t)  q-0 

dA  (i-|-l)  g — n +i) 


x(-c) 


A»_(„_2y)A4 


(2n  — l)d 
2c 


a-*)g-f) 


angenommen  wird.  Weil  dg  — 1 ist,  so  ergibt  sich 
Q(x)  — X»  . F t,  — t,  i-n. 

und  da  Ci(x)  eine  ganze  Function  von  x ist,  so  mnss  die  hyper- 
geometrische Reihe  abbrechen,  also  wenigstens  ein  oberer  Parameter 

eine  negative  ganze  Zahl  sein.  Wird  nun  t ^ c angenommen,  und 

ist  S eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  es  wogen  der  Relation 

t+f  = n—  2y 

auch  e.  Es  ist  demnach 

Q(x)  - x-£  X *£F  (-£,  -f, 

und  i£F^ — e,  — f,  i~n,  ist  eine  ganze  Function  Jten  Grades 

von  x;  die  Function  Q(x)  ist  somit  durch  x'-t  teilbar  und  von  den 
V Wurzeln  fallen  somit  v — j;  mit  null  zusammen.  Ist  also  — 0 

und  wird  dem  Argnmcnt  x nur  die  nördliche  Halbebene  als  Spiel- 
raum angewiesen,  so  hat  man  für  fr  < x < c 


fXx)  = fäv  . x'l.’»(c-x)'/x£F^-e,  -f,  i-„,  Q 

wenn 
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m = i — i=  n — 2y— 2f  — 2(o+i*+‘'  — J'i  '*  — 2 (a+jS 
gesetzt  wird.  Da 

i = 0,  1,  2,  . . .,v 


sein  kann,  so  kann  m wol  0 oder  eine  positive  ganze  Zahl  sein, 
nicht  aber  eine  negative  ganze  Zahl  werden.  Setzt  man 


a = C8in*ö;  COSÖ  — u 

und  beachtet,  dass 

i(m-j-2y  + 25:)  = 2 

ist,  BO  folgt 

n 

= i«y  . c^sin^öcos*/®  X sin^töF  t,  — f,  J — n, 
Wenn 

Ä(a)  - 8in«0  X F (-£,  -t,  i-n, 

- (1-»¥f(-»,  -t,  i-B, 


gesetzt  und  nnn  anf  die  bypergoometrische  Reihe  die  Verwand* 
Inngsformel 

F(«,  ft  y,  a)  = (1  — a)-«  F ^a,  y— ft  y, 
angewandt  wird,  so  erhält  man 

Ä(a)  - (-l)C«2tF  (-r,  -5:,  i-n- 
Weil  nnn  aber 


+ * 


n+m  , . n — m 

— y,  +t=“2- 


-y 


BO  erkennt  man,  dass  für 


y = 0 und  y = 1 

die  beiden  obern  Parameter  mit  einander  tauschen  und  somit  ist 
ancb 

Ä(a)  = (-l)t««F(-^,  -(n-i),  y 

Der  Coefficient  von  a«-2A  Entwicklung  der  Fnnction  F(.  . .) 

ist  nun  aber 

17  • 
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Riglfr'.  Kiniijt  Btmerkungen  ühtr 


(■—1  y. ^ 1)  • • • (n— wi— 2j14-1)X'‘(«-1)  • • • (»— Jl+i ) 
^ ' 1.2.  . . AX2n(i;n— 1)  . • . (2ii— 2A+1)" 

(«-m)ln|  o (2«-21)! 

“ (2n)I 


and  da 


(2n— 2A)! 
(n — m — 2i)! 


X u“--»- 2^  - (2n-  2A)(2n— 21— 1)  . . 


6"  t" 


. . . (n  -m— 21+1)m»-*«-*1  — s ^ . («2«-2l) 


80  ist 


n—m  n — m— 1 , ,,  1 \ 

2 , 

. £ (-1)1.  _L^  „2.-2A 

(2n)>  \Su)  A=o  l!(n— 1)! 

“ (2n)!  • Vs»/  ■'  ^ 


Wird  nun  die  Heine’sche  Kugelfunctioii  erster  Art  mit  F"(x)  be- 
zeichnet, 80  erhält  man  nach  der  Formel 


P-(») 


1 / /»*-  1\» 

n ! V.S»/  V 2 / 


für  die  Lame'schen  Function  J\x)  schlieselich  den  Ausdruck 


n 

2 n ! {n  — m)  1 ^ 

P(x)  = i'»-"  . c . 2" • 81“"  9 P“  P"(») 

Dieselbe  geht  also . wie  auch  schon  Heine  gezeigt  hat , in  eine  zu- 
georduete  Kugcifnnction  Uber.  Dasselbe  zeigt  auch  schon  die  für 
I\x)  geltende  Differentialgleichung.  Nun  soll  x — e,  also 


gesetzt  werden.  Weil 


71  — m 2y  + 2i 


so  ist  n — m ftlr  y = 0 gerade  und  für  y = J ungerade,  und  die 
Formel 


2 n!  (n  — m)l 

l2’^)! 


IXx)  >=  I'»-™  . c . ■ »in“  e 


(2n— 21)1 


gibt  nun  sogleich 


. Z f— 1)^ „«-«,-2-, 

Z=0  1 ! (n  — 1)  1 (n  — m — 21)  ! 
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1)  m-c 


n!  (ii  — m)!  (n  + n»)I 


■ r (•---=,+■).  r(--±|±l) 

• rii).r(»+i) 

für  y = 0 und  F{c)  — 0 für  y — J.  Ferner  Ut 


also 


n+1 


2)  P'W-c  ^ . 2. ('•+  ”■)! 


H + 1 
2 


.2.  j(^  + 0 


für  y — Setzt  man  nnn 

a»-/ 


r(i) . r(n+i) 


Sfiy  ■ -P(»)  - 

so  lassen  sich  1)  und  2)  durch  folgende  Formel  ansdrttcken: 


i+y 


2^r 


n!  (><-(- »i)l  (n  — m)! 


(2n) 


(n  + m 


Ich  untersuche  nun  die  Function  P(x),  wenn  a z=  0,  b sehr 
klein  und  das  Argument  x zwischen  0 und  b liegt.  Nach  Weg- 
lassung alles  dessen , was  die  Ordnung  b Ubersteigt , nimmt  die  Re- 
cnrsionsscale  fUr  die  d folgende  Gestalt  an: 


(X  + l)  a-»+i)  + 

-f-  - X{X  — n -f-  2j5)J  (u  — 1)  (*^  ^ *4“  2a  WA— i **  0 

Dieser  Ausdruck  zeigt  nun  sogleich , dass  >1) , <li.  di,  . . • , de  von 
den  früher  angegebenen  Werten  nur  um  ein  kleines  von  der  Ord- 
nung b abweichen.  Weil 
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Biglen  Einigt  Bemerkungen  über 


rfHi  q-t)  g-f) 
rf;. 

80  ist 


(-•)(-t+l)(-t+2)  • • .(-*+i-l)X(-ö(-f+l)(-f+2) 

• • 

^ ~ 1.2.3...  -lX(i— n)(i— nXI— »)  . . . (1— n-1) 

X(-e)^. 

und  man  erkennt,  dass  sich  die  Coefficienten  d ffir 
^ = f+l.  f+2,  £+3,.  . . 

von  0 nur  um  ein  Kleines  von  der  Ordnung  b unterscheiden.  Setzt 
man  ^ = £,  so  folgt 

,(,-l)(e-2).  . .(«-£+!)  r(s+lir(«-£-H) 

^ " (n-i)  (»-})  • • ■ («-£-fi)  ■ ' “ rq-f+1)  n:n+i)  • 
und  wenn  man  beachtet,  dass 


i 


2 1’’ 


e 


n 4-  m 

-y 


ist,  so  hat  man 

‘'f-  r(m  + l).r(n  + i) 

und  di  erhält  also  für  y 0 nnd  }>  — i denselben  Wert.  Beachtet 
man  nun,  dass  nach  der  Formel 


r(i)r(2»)  - 2>*-i7-q)  r(x+j) 

auch 


/Ti)  /T»+m+i)  - 2«+»  r("-+|+' . r (^+i) 
und 

r(i)  /T2n+1)  = 2ä» . JT»+i)r(„-f-i) 
ist,  so  hat  man  schliesslich 


dt 


2h— m 


n!  (n-{-m)! 
(2n) ! m! 


ct 


Man  setze  nun 


X — äsinV 

dann  fallen  in  der  Function  Q(x)  die  Terme 

X«,  rfix'— *,  djX«-ä,  •.  . .,  dj-ix'-tl* 


als  klein  höherer  Ordnung  weg  nnd  Q(s)  erhält  die  Form 
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1)  Q(a)  = — d,S*~l8in2<'~*>q)-|-(Jji*-2siu2(»— 2)y,-|- . . . 

. . . + ( — . . . 

+ ( — sin2(*-£>  <p -}- • • • 
+ (-!)’  . dv 

Setzt  man  in  der  Recnrsionsscalo  für  die  CoefF.  d auch  A — 0 und 
beachtet,  dass 

dv+1  = 0 

sein  muss,  so  folgt 

(t)  — £)(»  — f)  itv  4-  (2o  + })  4 fio-i  — 0 

und  man  erkennt,  dass  dr  mit  4d,_i  von  derselben  Ordnung  der 
Kleinheit  ist.  Setzt  man  ferner 

A = t>  — 1 


und  lässt  den  Tcrn  mit  dr  neben  den  Termen  mit  dt-i  und  d,—i 
weg,  so  findet  man  ferner,  dass  d.-i  mit  bd.-i  von  derselben  Ord- 
nung der  Kleinheit  ist.  Fährt  man  so  fort,  so  kommt  man  zu  dem 
Schlüsse,  dass  die  Terme 

rfr,  id.-i,  i‘dv-2,  b^dv-t,  . . — , 4'->d{ 

alle  klein  von  derselben  Ordnung  sind  und  somit  sind  alle  in  der 
Function  Q(x)  noch  auftretenden  Glieder  von  derselben  Ordnung 
der  Kleinheit.  Die  Recnrsionsscale  verliert  somit  den  ersten  Term, 
und  setzt  man  noch  v — i für  A,  so  wird  dieselbe 

4*+'d,_;i_i  (A-j-e  — e)(t)  — { — A) 
b^dt-n  ~ (A-|-l)(A-|-2a-fi) 

und  es  ist  somit 


2)  Q(®)  = (— IT'dti  . F(— (e  — S),  t-v,  2o-f-},  sinV) 


Um  dv  zu  bestimmen,  setze  man  in  Formel  1)  und  2)  die  Coeff. 
von  sin^l'-Ofl)  einander  gleich.  Man  erhält 


4'=-tdf 


(£-e)(i— e-f  D(£-^t)-f-2)  . . .(£— f— 1)_ 


Nach  früheren  Formeln  ist  non  aber 


£-u-  |-|-o4-/J, 

£-J=m, 

wenn  man  m als  von  null  verschieden  annimmt. 
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lligltrx  Einigt  Btmtrkungtn  über 


dv  y-  + “-/’)x  r(^  + a + /j) 

d’-Cdt'~  r{2a-^i)xnm) 

Dieter  Antdmck  liefert  non  für  ^ — 0 and  i denselben  Wert, 
nnd  man  hat  demnach 


dv  ^6+“)  1 Ai) . -n-n+a«») 

A2«  + i)  . A*n)  “ 2"+*"->  • A2«+i)  ■ A") 


also 

b‘-^dt  , l’—^dt 

dt  = für  a = 0 nnd  = m -gWi-i  für  o — i 

somit 

dv= 

nnd  scblieslich 


dv 


»!(n+m)!^_2  “ ^ 

m!(2n)! 


n — m 

“T" 

X c 


-Y 


Es  bleibt  noch  zu  erklären,  wie  dieser  Ausdruck  für  m — 0 zu  ver- 
stehen ist.  Setzt  man  ?n  •»  0,  so  ist  anch 


V — t-j-o-f-|3  = 0,  also  a — 0,  ß — 0,  i — v 


nur  ans  dem  Werte  für  di  folgt 


dv 


n!n! 


nnd  man  erkennt  somit,  dass  in  dem  Ansdrucke  dv  das  Zeichen 
m®«  für  m — 0,  also  auch  « — = 0 durch  i zu  ersetzen  ist.  FOr  die 
Function  I%x)  erhält  man  nun  den  Ansdmck 


F(x)  — {v-3a  , g . m^“  . sin®“()5  . COB^^ip 

• ^ (-  6 “"“4 1+“+^’  2“+i'  «“*4 


wenn  abkürzend 


m n — m 


g = 2**-2m+l 


"!  (»  + "‘) ! w , 2 


ml  (2n)l 


xc 


gesetzt  wird.  Für  die  Exponentengrnppen 

(o,  (J)  = (0,  0),  (i,  0),  (0,  i),  (i,  i) 
nimmt  nun  dieselbe  folgende  Formen  an; 
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1)  K /J)-(0,  0),  P(x). 


pSo  mTäA  2A 


(m  eine  gerade  Zahl) 


2)  (»,  ß)  — (0,  i) ; P(x)  — »»-*  . g . cog(p  . S 

A=0 


m 


X ( — dsinV)^';  (™  ungerade) 


3)  («,  ß)  = (i,  0);  P(X)  = ,»-<  . mg  . sinqp 


X (— dsin’qj)^ ; (m  ungerade) 


4)  (o,  ß)  = (1,  J);  P(,x)  = t"-i  . 2^  ain<|p  coSfi 


2A  + 1> 

X ( — 4sinV)^;  ("‘  gerade) 

Wendet  man  nun  auf  diese  Ausdrücke  bekannte  Summenformeln  an, 
so  lassen  sich  alle  4 durch  die  einzige  Formel 

P{x)  = t*-2«  X g cos  (mip  — an)  (halb  für  m — 0) 

darstellen.  Beachtet  man  nun,  dass 

d , 8 
8t  dg. 

ist,  so  erhält  man  aus  der  letzten  Formel  sogleich 

^ l\x)  (für  * ~ 0)  - J«“  (0)  = ,:»+2«  X c"  X . ff; 

3»/» 


8fiß 


(F(x)  (für  x = b)  = P^ß{b)  — .eß.m^n.g 


wo  im  Falle  n»  — 0 die  Zeichen  m*“  nnd  ni^ß  durch  i zu  ersetzen 
sind.  Die  Multiplication  der  beiden  letzten  Ausdrücke  gibt  nun 

i««(0)  X F^ß(b)  = s2"-"«+2af2j!  X C*+ß  X X ff’ 

nnd  wenn  man  dieses  Product  noch  mit  mnitipl.,  so  folgt 
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Bigleri  Einigt  Btmtrkungtn  über 


2 +“+^+>' 

(0)  P^ß  (i)  P^y  (c)  — t**-”  t >“+2/*  X 2*1'  X C Xm^“  * *<* 


X 9* 


n!  (n-|“m)!  fn  — m)! 

(2-)!  -y)  ! (-^ y)  ! 


wo  m*“+2y  für  m = 0 durch  J za  ersetzen  ist. 

Nach  diesen  Erörterungen  können  wir  nun  an  die  Ausrechnung 
von  U^  und  L gehen.  Es  war 

b 

U,  - f an  dz" 

setzt  man  hier 


0 


so  ist 


z"  = isiu*9> 


f(z")dz"  — c)y-'l.  y^P(z«)dz'' 

= X P{z")dj' 

oder  also 

f(z")dz"  = (— l)»-'+ä''-l  X 2i“+^  . cy~'  ii;sin^"(jocos*i*<p(mip — a:t)d(p 

somit 

n 

2 

U,  = ( — l)"-'+2“-t24"+^cy-'l»3  sinä“9C082/*(pcos(in9  — an)dq> 

6 

Ich  sehe  mich  nuu  genötigt,  hier  die  Exponontengruppen 

(o,  jJ)  = (0,  0),  (0,  i),  (i,  0),  (i,  1) 

gesondert  zn  behandeln  nnd  setze  deshalb 


S(m,  a,  ß)  — ^ sin^''ifiC08^ß<pC0B(m(p  — a!r)df 


1*)  Wenn  a = 0,  i*  ~ 0,  so  ist  m gerade; 
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/I  WiT  - 
COSmijp  d(p  = - Sin  -^  = 0 


im  allgemeinen,  aber  = g,  wenn  m = 0. 


t;,  — 2«y-‘  «ff  = (— 1) 


ä+y-l 


r<i)n!  ! 


„!  2+^+i 


2“)  Wenn  o = 0,  /J  — J,  so  ist  m ungerade; 


S{m,  0,  i)  — P COBffCOSmff  dif  — i/  (cos(m  — l)ff>  cos(m  -j-  1 ) dqp 
t)  0 


wenn  nicht  m = 1 ist;  dann  aber  « j- 
Weil  h = ck*,  so  ist 


üj  ==  (— l)«-«-!  . 2 ” (— 1) 


n — 1 , 

2-+>'  n+1 


£l(iW_  2- 

• 2«/Tn  + i)  ■ 


3*)  Wenn  « = i,  |S  = 0,  so  ist  m ungerade ; 


")  i)  0)  = sinffisinmffidqp  = 0, 


wenn  nicht  m = 1;  dann  aber  = 


n-j- 1 , 

n n+1  rti)n! 

17,  = (-1)»-.  ^.k^g  = (-1)  n . -4-  • 
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Bigl«T'.  Einige  Bemerkungen  ä6«r 


4®)  Wenn  « — 1,  /5  = i,  so  ist  m gerade ; 


S(m,  i,  i)  = / sin  <p  cos  (f  sin  m <f  dtp 


= i (cos(m  — 2)ip  — C08(m-j-29>)di^  = 0, 
0 


wenn  nicht  m = 2,  dann  aber  = g . Es  ist  also 


n ..  y+‘i* 


5+y+l  („  + i)(„+2) 


U,  = . j . fcs 0 s = (-1)*  , . ^ " 

— +y 

■ 2-/t«+i)  • 

Alle  4 Fälle,  in  welchen  t/,  dargestellt  wurde,  setzen  also  nach  der 
Formel 

m = 2(w  — 

voraus,  dass  ^ = v sei,  dass  also  keine  Wurzel  der  Gleichung 
Q{x)  = 0 

in  das  Intervall  von  a bis  i falle.  Diese  Voraussetzung  machen  wir 
auch  bei  der  nachfolgenden  Berechnung  von  L.  Es  sei  also 


Setzt  man 


f»  = 2(o  + |3) 


j*  — c = ** ; c — a = a;  e ~b  ■=  a 


WO  aber  a — 0 und  b sehr  klein,  so  ist 


L = ^ (x’  + a)'f* /'(*•)«&') 


setzt,  in 


/■(*')  = (a;*  + n)  a:'y“'l*P(a!V) 
i’  = — acos*9  = — au’ 
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0-1  0+y— i 

f{ — au*)  “ »2*/— — «•)  a 


Übergeht  und  nun  nach  früherem 

n »7» 

I\-au*)  =r  (|,'l  ^ 

ist,  so  ergibt  sich  nnter  Anwendang  des  Satzes 

d.)”"”"  (“*  - = (- 1)”  --»[i  G)”"“  (“*  - 

dass 

1 

L ->  (— 1)«(_,-)  . j' 

Ö 

ist.  Beachtet  man,  dass 

2u-|-2y  =■  n — »I 

dass  also  der  Integrand  eine  ganze  Fnnction  nten  Grades  von  u‘ 
ist , so  kann  man  die  untere  Grenze  auf  — 1 herabrUcken , den 
Factor  2 tilgen  und  partiell  integriren.  Dann  wird 

+1 


—1 


(n  + m)  ! (n  — m) ! 


2*"nl  J) 


+1 

Fl(^)a"t'  » J (1  — n^j^dn 


Weil 


—1 


2/(1  -f  =/t-l.(l-0".«= 


0 0 
so  ist  schliesslich 


z,  = (_i) „«t ... 

' 2n  + l-  (2-/^»+J))» 

Diese  Formel  werde  nun  in  den  vier  Fällen 

(o,  ß)  = (0,  Ü),  (0,  i>,  (i,  0),  (i,  i) 
auf 
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Bigler:  Einige  Bemerkungen  über 


= f/,  /,  = 2 m X Pro  d.  X 

angewandt,  wenn 

Prod.  =F^(0)P1II(6)  P^y{c)  und  | = a+fi,  ~ = v+ y 

Zuletzt  trachte  man  darnach,  nur  « und  v zu  behalten.  In  den 
Ausdrücken  für  U,  werde  der  Buchstabe  c durch  a ersetzt. 


I“)  («,  ß)  = fO,  0). 

n 

2 IW 


3n 


also 


' 2,w  / ni)  . nl  \3  2 +y 

• 2« +1)  • \2- /■!;„+ J))  “ 

3"  . 

Prod  - tD"  / «!  ~2+y 

«oa  -2»-sr  • + 


2+y 

M—(—l)  2«-*/, 


i.  (6-')')’ 


2i»  -|-l 


WeU 


1®J  y-0. 

ni) 


so  ist 


=-'-(-1-)'’G+0 


M '■">6)' 


i!  — 


m)  ■ V ! 


2-r(^^  '^nn-v  + i) 


2')  y = i. 


0 

ß-)0 

1* 

r«— 1\ 
k 2 J 

' ’ ni)e! 

n! 

2»n 

(l+‘) 

1 2»JT;n-«  + |) 

Beachtet  man,  dass 

" 1 '*  1 
y = 2— e,  also  ^+y‘=n  — e 
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Af  — (—!)“-•  , 


2"-2.(2n+l)/T(»  — v + i) 

IPJ  («,  ^)  = (0,  i), 


n+1 


3n+l 


r r ( u ^ (n  + l)V  mi-»!  y,.  "2 

2n  + l-  4n  V2“  A'*  + i)j  * “ 

- (-»"  ( („4-l)S(n-D! 

irou.  - 2,_sj,^2  + -y)t 


. k^a 


3n+l  . 

-~2~+y 


also 


Af-(-l) 


Weil 


n— 1 

-2-+y 


2*1-2/  . 


2»+l  • 


("+!)! 


n — 1 

Hi) 


so  ist 


2»fi  ^ 


<”+■)'  2-*Tg+.)r(’-p) 

(4" ) ’ ’ ru)  "! 


(n+DI 


/ln  — r+J) 


2®)  r “ i>  also  5 — 1 = r. 


2«+i  . 

weil  ferner 


C+'-O'C-i-O' 


(n  + 1)! 


m . vi 

r\n  — e + J) 


n— 1 n— 1 , 

y=— 2 V,  also  \-y  ■=  n -v  — 1, 


so  ist  in  beiden  Fällen 
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Biffltr'.  Einitje  Bemerkungen  über 


= ir,  i = 2m  X Prod.  X M 

angewandt,  wenn 

Prod.  = p2“(0)  PV[b)  P^y{c)  und  ^ = o+/*,  = *’+  V 

Zuletzt  trachte  man  darnach,  nur  n und  t>  zu  hehalten.  In  den 
Ausdrücken  für  werde  der  Buchstabe  c durch  a ersetzt. 


1»)  (o,  ß)  - tO,  0). 


- (-1) 


2 ^ 2 1 jr 


2n  -|-1) 


3n  , 

Ai)-nl  N»  2'+>' 


( r\i)-n\  y 


also 


Prod  - 2,_2.,  . 


3n 

-5+y 


-2+>- 

JW-=(— 1)  2"-»/. 


2n-f-l  • 


Weil 


1«)  y-0. 

m 


BO  ist 


((ä) ’ ) ^ G) • _ m-v! 

— «’  + i) 


2*)  y-J. 


((i-i)')'  '■<*>( 

rn— 1\ 
i 2 J 

' ' m)f! 

2«ri 

&+■: 

1 2“/i;ii -t>+j) 

Beachtet  man,  dass 

n 1 1 

y = ^-v,  also  ^+Y^n-^v 
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so  kann  man  beide  Fälle  in  folgenden  Ausdruck  vereinigen; 

\ X)  • 2»-*»(2n  + l)n;ti  — v + i) 

II*)  («,  ß)  - (0,  i), 


"+I 


3n+l 


nj  / n 2 -y  ^ («  + !)«/  mi.»!  2 +y 

_ (-1)"  ( • »!  V (»  + 1)*(«-D! 

"oa  ~2"-*y  + 2V2»/I..  + i)>/  /«4-1 


also 


. t*a 


3n  + l 


n— 1 

— 2-+y 

M-(— 1)  2"-äy. 


. CP-0’C-^‘~r) 


2n+l  • 


(«+!)! 


!•)  y •“  0,  also  - g—  = v. 

Weil 

1 ni) 

BO  ist 

2-h  ' ( 2 0 ’ 

^ (n+1)!  ” “r(»-,-  + i) 

2“)  r •=•  i,  also  ^ — 1 = e. 

(”  + 1)!  77"  — «’+ij 

weil  ferner 

»— 1 n— 1 

y=—2 »>  also  —^  + y •=»-«—!, 

BO  ist  in  beiden  Fällen 
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Jiigler:  Einige  ßemerhungen  öfter 


A/ — (— l)"-"-»  . 


1 


mi)«! 


2m +1  • 2»-a'r(n-t>+i) 


III")  («,  ß)  - ii,  0). 


M—  (— 1)"-' 


m).v\ 


' 2h  + 1 ■ 2“-i"ü[n  — » f i) 


IV»)  (ß,  ß}  - (J,  i). 


n r ^ („  + !)».  (m  + 2)*  ( r{j)nl  y 

* i;  ■2ii+l*  64«(h-1)  ' V2*T(n+i)/ 


. k*a 


3»  , . , 
2+rl-i 


Prod. 


(-!’/"  («+1)3(m  + 2P(m-2)  ! 

12-/7M+J,;  • 


3n 


also 


. k*  a 


+y+i 


^ ^ .e!"  /.  („^2)1 

^ = ” + 1 + r 


Weil 


1")  y = 0,  also  t- = 1;  „ — + 


so  ist 


2"+2 


(m  + 2)!  „/'n  + 3 


m 


2»f2 


G+O'^  _ Aii_ 

(«  + 2)!  /l[n— v + jj 
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2“)  y = also  v 

0 


n — 3 
2 ’ 


2”+ü 


ytl')  1 

2 J I\i) 

(n  + 2)!  ” jn[n  — «i  + i) 


and  somit  ist  in  beiden  Fällen 

^ ^ • 2n+l  • 2"-S>n:n-.-+i) 


Die  vier  Ausdrücke  für  M können  nnn  in  den  einzigen 


M—  (— . 


1 r(j)  . r! 

2n+l  • 2”-2'Ttn  — »+D 


zusammen  gefasst  werden.  Der  Factor  M ist  zwar  nur  für  die- 
jenige Wurzel  der  Gleichung  rft  fi  —0  bewiesen,  bei  welcher  keine 
Wurzel  der  Gleichung  Q(®)  = 0 zwischen  a und  b liegt.  Da  der- 
selbe aber  eine  rationale  Zahl  ist,  so  muss  er  für  alle  »-f-l  Wur- 
zeln jener  Gleichung  rf,.)-!  — 0,  die  sehr  wahrscheinlich  irreductibel 
ist,  derselbe  bleiben.  Dann  gilt  allgemein  für  das  dreiaxige  Ellipsoid 
die  Gleichung; 


W(x) 


2tn 


1 rii).n! 

2n+l  ■ 2"-»'IXn— t.+i) 

X f^(b)  X 2t®). 


Aarau,  den  10.  April  1890. 


Arek.  «i.  U«th.  a.  Phjt.  2.  T.  XU. 
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XV. 

Zur  Mechanik  der  atiriosphärischen  Bewegungen. 


Von 

Emil  Oekinghaus. 


Wir  geben  in  den  nachfolgenden  Entwickelungen  eine  Fort- 
setzung derjenigen  Arbeiten,  welche  wir  in  der  „Wochenschrift  der 
Astronomie,  Meteorologie  etc.“  unter  dem  Titel  „Das  Gesetz  der 
Windhahnen  in  Cyklonen“  im  Jahre  1891  veröffentlicht  haben.  In 
dieser  Abhandlung  haben  wir  die  Theorie  der  Cyklonen  in  grösst 
möglicher  Allgemeinheit  entwickelt  und  die  Theorie  der  allgemeinen 
Cirkulatiou  der  Luftströmungen  in  einer  Form  dargestellt,  welche, 
soweit  sie  mathematisch  durchführbar  war,  die  wirklichen  Verhält- 
nisse der  Luftbewegungen  möglichst  genau  znm  Ausdruck  brachte. 
'/,um  Verständniss  des  Folgenden  wird  es  also  nötig  sein,  die  ge- 
nannte Arbeit  einzusehen , von  welcher  wir  glauben , dass  dieselbe 
vermöge  der  Wichtigkeit  der  darin  behandelten  meteorologischen 
Principien  einiger  Aufmerksamkeit  wert  erscheint. 


I. 

Die  Kräfte,  welche  auf  ein  Lnftteilchen  einer  Cyklone  ein- 
wirken, sind:  die  Centrifugalkraft,  die  Gradientkraft  Ff,  und  die 
ablenkende  Kraft  i = Üa)sin9J  der  Erdrotation,  unter  q>  die  geogr. 
Breite  des  bewegten  Punktes  verstanden.  Diese  letztere  Kraft  zwingt 
den  Punkt,  sich  in  einer  Spirale  dem  Centrum  der  Cyklone  zu 
nähern,  welcher  Tendenz  dio  Reibung  deren  Constante  k ist,  ent- 
gegenwirkt. Der  Ablenkungswinkel  v>  der  Windbahn  von  den  Gra- 
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Uieutes  der  cirkular  gedachten  Isobaren  ist  also  vornehmlich  ab- 
hängig von  diesen  Grössen,  und  ebenso  ist  es  die  Geschwindigkeit 
I?  — aglcossi>,  worin  y eine  Grösse  bedeutet,  welche  vom  Radius- 
vector  r des  Punktes  abhängt.  Die  allgemeinen  Gleichnngen  sind 


1) 


, w*  , vdsfs 

Fsinsit  = — sinv> +/'o)*sing[icoS9)Cos£ 


Fcosv< 


dv 


I.’ y + ^ -{-/'c»*  sin  9)  COS  i)B  sin  £ 


in  welchen  f eine  meridionale  Kraft  bezeichnet,  und  £ den  Winkel 
bedeutet,  den  die  Strömung  mit  dem  Parallclkreis  bildet.  Die  Elimi- 
nation von  F führt  unter  Benatznng  von  v'  auf 

Acosil»  — A-sinV'-|-a  sinv  H = 0 

I ’^Vtgr  ' dr/  ' cosifi  dr 

d.  i.  auf 

2)  + 1.  _ A)tg ,,+  1 = 0 

dr  \ydr  ' tgr  ay/  ® ^ ' ay 

r ist  die  sphärische  Entfernung  des  bewegten  Punktes  vom  Mittel- 
punkt der  Cyklone. 

Die  vorstehende  wichtige  und  merkwürdige  Gleichung  ist  von 
uns  a a.  0.  mehrfach  behandelt  und  integrirt  worden , indem  von 
ihr  die  Kenntniss  des  Ablenkungswinkels,  die  Grösse  der  Geschwin- 
digkeit und  die  Werte  des  Luftdrucks  an  den  verschiedenen  Stellen 
der  Cyklone  abhängt. 

Wir  wollen  nun  an  dieser  Stelle  auf  einen  Punkt  aufmerksam 
machen,  der  bisher  noch  nicht  erledigt  worden  ist,  dessen  Wichtig- 
keit aber  eine  genauere  Untersuchung  um  so  mehr  verdient,  als  von 
ihm  eine  Menge  Ungleichheiten  herrühren,  die  man  bisher  nicht 
weiter  beachtet  hat 

Es  betrifft  den  Ausdruck  A = 2v, singt  der  ablenkenden  Kraft 
der  Erdrotation,  der  bisher  in  allen  Cyklonenberechnuugen  als  con- 
stante  Grösse  angenommen  wurde,  dies  aber  keineswegs  ist,  vielmehr 
namentlich  in  ausgedehnteren  Depressionen  in  erheblichem  Grade 
von  der  Polhöhe  abhängt. 

Für  genauere  Berechnungen  ist  es  daher  nicht  gestattet,  A als 
unveränderlich  zu  betrachten,  und  es  wird  der  Zweck  der  folgenden 
Auseinandersetzungen  sein,  diesen  Einfluss  in  Rechnung  zu  ziehen. 

18* 
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Wir  mässen,  ntn  Bin<)D  anders  anszudrUcken,  anf  das  sphärische 
Dreieck  zwischen  dom  Centrum  der  Cyklone,  dem  bewegten 
Punkt  <p  und  dem  nächsten  Pol  znrflckgreifen.  Wie  früher  sei  der 
Winkel  zwischen  r und  ip«  wieder  welcher  also  mit  der  Be- 
wegung wächst,  dann  ist 


mithin 


sin  9>  = sin  cos  I — cos  üin  r cos  9 


„ dtg\l’,  / du  , 1 k \ , 2o> , . 

+ (y  *+  tgr  “ 

Es  ist  aber 


sin  r. 
cos#)  — 0 


el» 

dr 


tgil' 

sinr 


also 


d» 

tgip  = -sinrj^ 


und  dies  eingesetzt  in  die  obige  Gleichung  giebt 


d*» 

dr* 


2cotr  -j- 


ydr 


^\d» 

ay)  dr 


2a>  . 

— smiPnCOtr 
ay 


2co 

-j-  — COSqPgCOS#  = 0 


Dies  ist  die  genaue  Differentialgleichnng  der  Cyklone,  in  welcher 
y den  Wert  ausdrttckt  der  Uber  die  Art  der  cyklonalen  Bewegung 
entscheidet  Sie  ist  eine  nicht  lineare  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung,  deren  Integration  wegen  des  Eintretens  von  cos#  Schwie- 
rigkeiten unterliegt  Man  kann  zwar  statt  der  Variabelen  # eine 
andere  einführen,  z.  B.  setzen  tg  und  man  würde  erhalten 


dh 

dr* 


+ 0<^^'+^r- 


ay  / <lr 


2o) 

ay 


sin  cotr  (1 -f- •*) 
2o> 


+ ^C®s<p,(l— **)  — 0 


welche  aber  ebenfalls  den  bekannten  Regeln  der  Integration  Trotz 
bieten  dürfte.  Dahingegen  können  wir  noch  eine  dritte  Form  anf- 
Btellen,  welche  auf  der  Relation 


beruht.  Hiernach  ist 


dr 

“ — V COS  V»  ay 


tgy,  = 


sinr  dr 
ay  dt 
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nnd  man  hat  nach  Einführung  dieses  Ausdrucks  in  die  entsprechende 
Formel 


2ayCOtr)  ^ + 2aOJj/(cOS()P(|  C0s3'— sin  (JPjCOtr)  = 0 


Wenn  non  auch  diese  Gleichung  im  allgemeinen  nicht  integrabel 
ist,  so  könen  glcichwol  aus  ihr  mit  Uttifo  der  Sectorengoschwindig- 
keit  einige  merkwürdige  Beziehungen  abgeleitet  werden,  welche  mit 
andern  Reibungsproblemen  in  Zusammenhang  stehen. 


Wir  fahren  die  Sectorengescbwindigkelt 


darin  ein  und  erhalten 


S = isinr* 


<l» 

di 


5) 


dt 


+iS+atoysinr(coS9(,sinrCos3^  — sinflpjCOSr)  — 0 


oder  einfacher 


dS 


--  + kS  — amysinr  sin  f cos 

woraus 

6)  S = e~**  ^C-\- ata^ ysinrsin(p«**dt^ 


Die  Reibung  {k)  verringert  also  die  Flächengeschwindigkeit.  Für 
k = 0 und  g>o  ■=  90“,  also  für  die  grosse  Cyklone  um  den  Pol 
würde  folgen  aus  5) 

S — C — Jojsinr*. 


Am  a.  0.  S.  380  haben  wir  naebgewieson,  dass  für  das  Reibnngs- 
gosetz  R kcoar  . V die  Scctorengeschwindigkeit  durch 


k 


S,  = -_2^sinr»+Csinr 


dargestellt  werden  werden  kann,  sofern 


sinr 

V = a also  y = sin  r 

COStp 

als  dem  Inneren  der  Cyklone  entsprechend  der  Bewegung  zugrunde 
gelegt  wird. 


Gehen  wir  wieder  auf  die  obige  Differentialgleichung  zurück 
nnd  setzen  das  Centrum  der  Cyklone  in  den  Aeqnator,  so  erhalten 
wir  wegen  ?>o  — 0 


Digitized  by  Google 


278 


Otkingkau  sx  Zw  Mtchanik  dtr  aimosphärUchtn  Bewegungen. 


7)  ^ + tS+a  ojy siar*  . cosd  — U 

Diese  merkwürdige  Gleichung  können  wir  mit  einer  analogen  der 
Pendelbcwegung  in  Beziehung  setzen. 

Das  Zeitintegral  der  Pendelhewegung  ist  bekanntlich 

, g . 

8)  sin  9^  - 0 


worin  S der  vom  tiefsten  Punkte  gerechnete  Ausschlagwinkel  im 
Kreise  vom  Halbmesser  l bedeutet.  Statt  des  Pendels  kann  man 
auch  den  entsprechenden  Kreis  einführen,  in  welchem  der  schwere 
Punkt  ohne  Beibuug  gleitet.  Wir  denken  uns  nun  dies  Bowegnngs- 
system  so  mit  seinen  parallelen  Kräften  gedreht,  dass  letztere  nicht 
nach  unten,  sondern  in  einem  rechten  Winkel  nach  links  gerichtet 
sind,  und  dass  das  Centrum  auf  dem  Aeqnator  liegt  oder  genauer, 
dass  die  Kreislinie  durch  einen  Schnitt  einer  Ebene  mit  der  Erd- 
kugel gebildet  werde.  Nach  der  vorausgesetzten  Richtung  der  (ge- 
dachten) Schwerkräfte  würde  also  ein  Punkt  in  diesem  von  ihm  voll- 
ständig durchlaufenen  Kreise  im  Ostpnnkte  die  kleinste,  im  West- 
pnnkte  die  grösste  Geschwindigkeit  besitzen.  Setzen  wir  nun 

© = 9Q0  -I-  9, 

so  wird  der  jetzige  Ausschlagwinkel  identisch  mit  dem  früheren,  und 
man  hat,  weil  in  der  Kreisbewegung  die  Flächcngoschwindigkeit 


die  Gleichung 


S 


1«* 


dt 


dS  , l 

^ + 9 gCOS». 


Setzen  wir  noch  wegen  der  Einheit  des  Halbmessers 


ist  auch 


dS 

dt 


sinr 

-hs  -^cos# 


0 


l = sinr. 


so 


worin  g die  Accoleration  der  Bewegung  bedeutet. 

Diese  Gleichung,  verglichen  mit  der  entsprechenden  reibungs- 
losen cyklonalen  Bewegungsgleicbnng 

dS  , . 9 « 

9)  — — |- owy  8inr*cosd  = 0 

zeigt  die  Verwandtschaft  beider  Bewegungen  und  man  erkennt  deut- 
lich, dass  die  cyklonalen  reibungslosen  Strömungen,  deren  Gradienten 
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sämtlich  nach  einem  Funkt  des  Aoquators  gerichtet  sind,  mit  dar 
Bewegung  eines  von  parallelen  und  westwärts  gerichteten  Kräften 
angegriffenen  Punktes  im  Kreise  verglichen  werden  können.  Die 
notwendige  Bedingung  der  Identität  ist 

g '2a  la^sinr 

Wählen  wir  fflr  das  äussere  Gebiet  der  Cyklone  wie  früher 
y “ 1/sin  r,  so  ist  g = 2a  co 

woraus  hervorgeht,  dass  die  im  allgemeinen  willkürliche  Beschleu- 
nigung g der  Winkelbewegung  i»  der  rotireuden  Erde  proportional 
ist.  Für  die  vorausgesetzte  cyklonale  Bewegung  ist  also  deren 
h'lächengeschwiudigkeit  gleich  derjenigen  im  entsprechenden  Kreise. 

Vergegenwärtigt  man  sich  also  die  Phasen  der  circularen  Be- 
wegung, so  kann  man  behaupten,  dass  die  Luftmassen,  welche  nörd- 
lich vom  Aequator  um  das  Centrum  der  Cyklone  hernmgeführt  wor- 
den, in  beschleunigter  Flächengeschwindigkeit  sich  befinden  und 
ihren  westlichsten  Punkt  im  Aequator  mit  der  Maximal-Flächen- 
geschwiudigkeit  erreichen,  während  in  der  zweiten  Hälfte  der  Be- 
wegung, also  in  der  Südhälfte  der  Erde  dia  Bewegung  sich  verzögert 
und  im  Ostpuukte  ihren  minimalen  Wert  erreicht. 

Aber  auch,  wenn  das  obige  Gesetz  y = l/sinr  nicht  geradezu 
erfüllt  sein  sollte,  so  dass  g noch  abhängig  und  also  eine  Function 
von  r ist,  so  bleibt  im  allgemeinen  der  Vorgang  ziemlich  derselbe, 
namentlich  wenn  die  Cyklonen  in  angenäherter  circularer  Bahn  ihr 
Centrum  umkreisen. 

Nicht  minder  merkwürdig  ist  es,  dass  die  Gleichung  für  reibende 
Luftmasson  vollständig  mit  derjenigen  identisch  ist,  welche  die  Kreis- 
bewegung mit  Rücksicht  auf  Reibung  darstellt.  Vrgl.  Schell,  Theorie 
der  Bew.  u.  d.  Kräfte. 


Die  betreffende  Formel  lautet 


10) 


cP6  . ktl0  I S ■ a n 


oder  transformirt  für  die  Flächengeschwindigkoit  der  Kreisbewegung 

11)  ^ cos  » = 0 

welche  mit  unserer  cyklonalcn  Differentialgleichung  für  g>o  = 0 
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^ — h *5  H”  «wysinr*  . C08®  — 0 
der  Form  nach  übereinstimmt,  wenn  y — l/sinr,  also 

a 

» = ; — : — ist. 

COS1/;  smr 

Diese  merkwürdige  Uebereinstimmnng  zweier  sonst  in  sich  ver- 
schiedenen Bewegungsformen  ist  recht  geeignet,  die  eine  durch  die 
andere  zu  erläutern.  Wie  gross  auch  die  Reibung  ist,  die  Bewegung 
in  den  westlichen  Quadranten  wird  im  allgemeinen  diejenige  in  den 
östlichen  übertreffen 

Verlassen  wir  nun  den  Aeqnator  und  lassen  eine  Cyklone  in 
einer  beliebigen  Breite  g,g  entstehen , so  ändert  sich  die  Gleichung 
insofern,  als  noch  eiu  weiteres  Glied  zu  derselben  hinzutritt.  D.  h. 
es  ist 

dS 

13)  ^ + l'S-|-aaiycosiroSinr®cosd^  — aMysin^dSinreosr  -=0 

Für  das  äussere  Gebiet  y = 1 : sin  r folgt  also 

(iS 

14;  ^ I = — « wco89>oaiiircos ^ + aw8in9QC08r 

In  den  nördlichen  Quadranten  ist  cos  ft  negativ;  und  da  nunmehr 
noch  das  Schlussglied  amsin^dCosr  hinzugetreten  ist,  so  herrscht  in 
diesen  Gebieten  der  Cyklone  eine  beschleunigte  Bewegung  zum 
Westpunkt  derselben,  während  in  den  südlichen  Quadranten,  wo 
COS&  positiv  bleibt,  die  Fläcbengeschwindigkeit  gegen  den  Ostpnnkt 
abnimmt.  Diese  Unterschiede  wachsen  mit  der  graphischen  Breite, 
wie  ans  der  allgemeinen'Gleichung 

dS  , 

— -j-  kS  — n ay  sin  r . sin  <f  eos  tf 

horvorgeht. 

Auf  alle  Fälle  erhalten  die  cyklonalen  Luftmassen  in  Folge  der 
Rotation  der  £rde  eine  wesentliche  Beschleunigung  welche  in  einem 
der  westlichen  Quadranten  zu  ihrem  Maximum  gelangt. 

Um  nun  für  eine  beliebige  Lage  der  Cyklone  die  Differential- 
gleichung mit  der  entsprechenden  der  Kreisbewegung  zu  ver- 
gleichen, denken  wir  die  oben  genannten  Parallelkräfte  g nicht  mehr 
nach  Westen  wirkend,  welcher  Fall  dem  Aeqnator  entsprechen 
würde,  sondern  in  die  N’ordwestrichtnng  parallel  verschoben,  und 
zwar  um  den  Winkel  q>g  der  geogr.  Breite. 
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Da  wir  # von  Süden  über  Osten  rechnen,  0 aber  von  der  Nord- 
westrichtung über  Süden,  so  ist 

Ö“  ?o  + 90«H-^ 

nnd  BO  folgt  für  die  Bewegung  im  Kreise 
hs 

15)  — sin  r cos  g>a  cos  & — |jsin  csinijtnSin  .'t  — 0 
und  für  die  cyklonale,  wenn  y = 1/sinr 

16)  aei  sinrcosgjo  cos  — «<»  sin^ncosr  =0 

Setzen  wir  also  wieder  g ■=  2nw,  so  werden  in  beiden  Glei- 
chungen die  3 ersten  Glieder  identisch,  die  letzten  nicht,  wogegen 
aber  dieselben  in  den  Zeichen  übercinstinimeu , wenigstens  in  der 
Bewegung  in  den  östlichen  Quadranten. 

Hiernach  steht  fest,  dass  auch  im  allgemeinen  Falle  der  cyklo- 
nalen  Bewegung  auf  der  nördlichen  Halbkugel  die  Flächengescbwin- 
digkeit  derselben  nach  dem  nordwestlichen  Quadranten  hin  zuuimmt, 
und  dass  sie  mit  der  reibenden  Bewegung  eines  schweren  Punktes 
im  vcrticalen  Kreise  verglichen  werden  kann.  I)a  nun  der  Ablen- 
kungswinkel rfi  mit  der  Geschwindigkeit  wächst,  vermöge 

ay 

COS  u»  =»  — 

^ V 

oder  für  y—  sinr  nach  früherem 


Jen  , a 

17)  tgi);  = — csinr 

ist,  so  ist  für  wachsende  a der  Ablenkungswinkel  in  der  östlichen 
Hälfte  der  Cyklone  kleiner  als  in  der  westlichen. 

Diese  Erörterungen  bezogen  sich  im  allgemeinen  auf  die  Flächen- 
geschwindigkeiten. Indessen  kann  man  auch  die  Formeln  für  die 
Winkelgeschwindigkeiten  beider  Bewegung  in  Beziehung  setzen,  z.  B. 
wenn  man  durch  Einführung  ven  y = tgr  das  innere  Gebiet  zu- 
nächst berücksichtigt.  Für  diesen  Teil  der  Cyklone  hat  man  dann 
wegen 

(W  , „ , 2o  (ou  , . „ 

-r.  +(i  — 2avCOtr)-r--4-  (cOSIToSinr  COS»—  sina.cosr)  = 0 

dt*  dt  sin  r 
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die  Gleichung 
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— 2n)  -{-  2«wcos»'otgr  . COS  & — 2a  oisiu  Vj,  = 0 

und  für  die  Kreisbewegung 


19) 


dt* 


+^'  ,7^  + i cos  # = 0 


Beide  Gleichungen  lassen  im  allgemeinen  Vergleichungen  zu, 
welche  das  oben  Gesagte  zum  Teil  bestätigoud  wiederholen.  Die 
vorletzte  Gleichung  ist  iutegrabcl,  wenn  ■—  90»  oder  die  Cyklone 
den  Pol  zum  Centrum  hat.  Sic  wird  dann 

^*^)  +(fc  — 2a)  = 2aw 


woraus  wegen 


und 


oder  wegen 


a tgr 


dt 


COS  V' 

2 <aa 
''  — 2« 

2(oat 


folgt 

+ C’, 


tg«/' 


21) 


k — ' * 

d^  sinr 

= %^"  + C'cosre-(*-^»)< 


sinr  =:  sinrj  e~ 


und  wenn  man  sich  auf  die  polaren  Zonen  beschränkt,  die  äqua- 
torialen also  ausschliesst,  als  Gleichung  für  den  Luftdruck 


Pr — A ,,  . 2oU*  . 2a*(B  . a 

Csinr 

2io*a» 


I ,1  1 aOUI”  . _ 

= ~aA:l0gC08r+^— — sinr* 


— n*log  COSr—  ~ (tg  r*-f-  2 log  COS  sinr* 

k ^ 

4 o>a»  C.a  a®  C®  . o ^ 
j /t'  ö \ sinr  sinr 

' &(Är  — 2«)  ' 2{k—a) 


oder  einfacher 
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22) 


2<o 

j n-  cos  r 

k — 2« 


k 

. a 
csin  r 


Pr  — Pt  , a*  , 2ao*  {k  — a)  sin  r* 

— p-  = - «Alogcosr  - ^ tgr+ 


I - ^ ' 

X V- „«»>’■ 


II. 

In  Bezug  auf  die  Hauptgleichungon  der  cyklonischcn  Bewegung 


Fsin  il>  = 2o)t)COsr  + 


«*8111  f 

tgr 


vdi/> 

~är 


— 0 


Fco%  ip 


. (Iv 

i«  + ^^=0 


können  wir  leicht  ein  Integral  für  den  Fall  aufstellen,  dass  keine 
Gradieutkräfte  wirksam  sind.  Aus 

(Zip  (Zij) 

— «COSip 


folgt  nämlich  aus  der  ersten  Formel 


dsinil;  , . , Soicosr 

■ -;j—  + cot  r sm  ip  + — — 


0 


and  vermöge  der  zweiten  oder 


(Zu  I: 
rZr  COStp 


o 


2o)COSr 

(Zsini/i 
COtrsm  ip-| — 


Ferner  ist  nach  einer  Differentiation 


(Z*sin  ip 
(Zr* 


sin  r cos  r 


(Zain  v<  . . . 

smyicotr*  = 

dr 


I f»  DIU  yz  i 

fclsinipcoti-H ^ J 

2&)C08  tpcosr 


oder  einfacher,  wenn 
eingeführt  wird. 


u = sin  r sin  ip 
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Oül  0—0 

Jö)  — 2 C0t2r  . -J-  = 7r=£===;;  . - 

rfr»  rfr  2Myginr*  — »•  ««>• 

Dies  ist  die  Differentialgleichnng  der  Trägheitscurve  für  reibende 
Bewegung.  Für  reibungslose  (i  — 0)  wird  ans  ihr 

C+  0)  cos  >•» 


24) 


C+ü)C08r> 

also 


8IU  1/<  = 


osmr 

Ist  dagegen  u =■  0,  die  Erde  also  rotationslos,  so  folgt 

25)  u — C =”  sinrsiui// 

nnd  das  ist  der  Clairaut’sche  Satz. 


Wir  wollen  noch  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  einen  spe- 
ciellcn  Fall  ablciten,  indem  wir  nämlich  die  cyklonalcn  Bewegungen 
als  in  einer  Ebene  vor  sich  gebend  betrachten.  Dieselben  verein- 
fachen sich  daun  in 


26)  /sintp 


vdip  dv 

l = 2b)3in  <p 


Die  .y- Achse  sei  nach  Westen,  die  F- Achse  nach  Norden  ge- 
richtet. Man  hat 

dx  du 

^-ucosV',  ^-usrnM- 

also 

x"  •=■  — t)  sin  v>  «p'  -f-  u'  cos  v<,  y"  — v cos  v V"'  -f- »'  sin  v 
nnd 

„ . „ 

= X Sin  >i>  — y cos  y/ 


mithin 


woraus 


oder 

27) 


C(V  „ ■ IS  . 

~ » ic"C0St^;+y  810^ 
dt 

/sin  ip  = Au +*"  sin  tp  - y"  cos  i/i 
ycosip  = t»-l-x"cosil>-|-p"8in  q> 

f e=  Ax'-|-  Ay‘-|-«" 
iy'  = Ax'  - y" 

fPx  _ ^ .dy 

,U>  dl  ''dt 


d\ 

dl* 


dt 


folgt,  welche  Gleichungen  zuerst  von  Herrn  F.  Roth  aufgestellt  worden 
sind. 
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III. 


Einige  bemerkenswerte  Sätze  folgen  noch  aus  dem  Integral  der 
Gleichnng  2) 


28) 


tg«|) 


/kär 

o y 

ysinr 


-A 


t £r 

y 


‘fr  , 


ay 

COStfi 


Man  kann  nämlich  nach  den  Werten  Ton  xg  fragen,  welche  dem 
Anfangs-  und  Endzustand  der  cyklonischen  Bewognng  znkommen. 
Im  allgemeinen  werden  die  Werte  von  0 oder  90“  verschieden  sein, 
während  ans  der  obigen  Formel  für  r <=  0 ein  Wert  xfi  = 90“  zn 
folgen  scheint.  Da  es  aber  Vorkommen  kann,  dass  mit  dem 
Nenner  auch  der  Zähler  dos  obigen  Ausdrucks  verschwindet,  so  ist  cs 
möglich,  dass  für  die  Grenzverhältnisse  der  Cyklone  der  obige  Quo- 
tient sich  in  der  Form  8 darstellt,  weshalb  für  die  Auswertung  der- 
selben eine  Differentiation  seiner  Glieder  nötig  ist.  Differentiiren 
wir  also  in 


29)  tgv 


C-J'lsin 


.-A 


dr 

y 


^sinr  e 


y'kdr 
a y 


den  Zähler  und  Nenner,  so  erhalten  wir  wegen  X = 2a>8inr 


30) 


tgip  = 


2o9  sin  <p 

k ay  cot  r 


welche  Gleichnng  den  Ablenkungswinkel  zn  Anfang  oder  Ende  der 
cykloniscben  Bahn  bestimmt. 


Um  eine  Anwendung  davon  zn  geben,  führen  wir  das  schon 
früher  anfgestellte  Oeschwindigkeitsgesetz 


31)  t. 


asinnr 
COSW  ’ 


y = sinnr 


ein,  ans  welcher  wir  nach  den  Formeln  85)  bis  89)  S.  206  die  fol- 
gende (verbesserte)  Relation  entwickeln. 
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32)  t«  * = — /logCOt  i»r— COS  jwr  n*  - 4 

ni  sin  r \ cos  jm->  ® ' 6«^ 

, (n»-4)(9»«-4),.  , , 

120n‘  (i  — J COS  Jnr») 

(««— 4)(9n«  — 4)(25h«-4) 

' 5040»«  (J  — ic08i»r  + |c0sinr*) 

+ . . .) 

^ pi*sin»r/.  , A,  , 1 \ 

^ 2un  + — #COS»r-)-^sinni-cotrtgv*l 

...  . . A- 

Hierin  ist  — ==  2 nnd  C=  0. 

an 

Setzen  wir  nun  wegen 

• 

y = sin  nr,  =r  n cos  nr 

diese  Beziehungen  in  die  Formel  für  tgp/  ein,  so  folgt 

oo.  . Siasincp 

33)  tgrp  — } — — 7 — r — 

fc  — ancosnr — «COtrsinnr 


Im  Anfang  der  Bewegung  ist  nun  «r  180“,  oder  die  Geschwindig- 
keit =.  null,  und  die  enteprechenden  Ahlenkuiigswinkel  der  Cyklone 
folgen  aus 


34) 


tgta  = 


2«)  sing) 
A-(-a»  ’ 


»0=0 


tgif».  = 


2o)sing> 


tv  =*  0 


Zunächst  bemerkt  man,  dass  die  Ablenkungswinkel  in  der  Cyklone 
stetig  zuiiehmcn. 

Setzen  wir  nun  in  32)  statt  nr  den  Grenzwert  180*  ein,  so  folgt 


tgi))» 
und  da 


2i 

SAsinr 


-4  2 (»*— 4)(9n»-4) 

6n*  ' n 120  n“ 


so  folgt 


• 2/m,  sinr=sin-90“ 


2 2 n»_-^ 

n ‘ n 6n* 


IgV*«  = sin 


A 

3na 


2fi> 
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was  mit  der  obigen  Formel  wegen  k = 2na  übereinstimmt.  Diese 
letztere  Bedingung  bringt  es  mit  sich,  dass  in  beiden  Formeln 

V»,  = 90« 

ist,  und  man  erkennt  ans  diesen  Bestimmungen,  dass  die  Grenz- 
gleichnng  30)  genau  ist. 

Daraus  ergeben  sich  nun  einige  weitere  Folgerungen. 

Denken  wir  uns,  dass  auf  der  nördlichen  Bemisphärc  sich  eine 
Cyklone  gebildet  habe,  deren  südlichster  Funkt  etwa  den  Aequator 
berührt.  In  dem  Grenzkreise  beginnen  die  Strömnngen  mit  der  Ge- 
schwindigkeit -=•  null  und  werden  durch  die  Erdrotation  um  so  be- 
deutender von  ihrer  zunächst  nach  dem  Centrum  gerichteten  Be- 
wegung abgelcnkt,  so  nördlicher  die  Strömungen  sind.  Hiernach 
zeigt  die  Formel 

2a]Binq) 

dass  der  Ablenkungswinkel  der  Strömung  um  den  aequatorialen  Berüh- 
rungspunkt 1=  null  ist,  so  dass  also  nur  an  dieser  Stelle  die  ein- 
geleitete Bewegung  zunächst  nach  Norden  gerichtet  ist.  Je  weiter 
wir  uns  aber  auf  der  Peripherie  des  Grenzkreises  von  dem  voraus- 
gesetzten Berührungspunkt  nach  Norden  entfernen,  also  zu  höheren 
Breiten  gelangen,  um  so  grösseren  Ablenkungswinkel  werden  wir 
begegnen,  die  demnach  im  nördlichsten  Punkt  ihr  Maximum  erreichen. 
Hieraus  ist  ohne  weiteres  erklärlich,  weshalb  die  verschiedenen  Teil- 
gebiete der  Cyklonen  verschiedene  Ablenkungswinkel  haben,  und 
warum  sie  in  den  nördlichsten  Quadranten  grösser  sein  müssen,  als 
in  den  südlichen,  wogegen  in  den  östlichen  im  Vergleich  zu  den 
westlichen  kein  Unterschied  obwaltet. 

Ferner  zeigt  die  Formel,  dass  für  grössere  Reibung  ein  kleinerer 
Ablenkungswinkel  eintritt,  und  dass  dies  auch  bei  grösserer  Ge- 
schwindigkeit der  Fall  ist,  da  e von  a abhängt 

Was  den  Einfluss  von  n betrifft,  welcher  Coefficient  in  Bezug 
auf  die  Ausdehnung  der  Cyklone  eine  Rolle  spielt,  so  sieht  man, 
dass  für  grössere  n,  also  bei  kleineren  Ausdehnungen  der  Ablen- 
kungswinkel kleiner  wird. 

Unter  allen  Umständen  hat  natürlich  co  oder  die  Rotationsge- 
schwindigkeit  dem  massgebendsten  Einfluss. 

Am  Ende  der  Bewegung  ist 
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2o]COS49 
k — 2«a 


also  <pe  > ipa  und  ist  im  Grenzfall,  wenn  k = 2 na,  gleich  90°. 


Bei  anticyklonaler  Bewegung  dagegen  gelten  die  Formeln 


35) 


tgi>a  -= 


2msin  <p 
k-j-2ua' 


tg^e 


2a>sin  ip 
k — an 


welche  Werte  kleiner  als  die  der  cyklonalen  Bewegung  sind. 

Es  scheint  nützlich  zu  sein,  die  Grenzwerte  für  die  schon  früher 
betrachteten  Fülle 


" ” coi“fsinr’  “ sih  "1®« 
und 

^^tgjr,  y = tgir  des  inneren  Gebietes 
einer  Cyklone  zu  berechnen.  Man  findet  beziehungsweise 

welche  mit  den  entsprechenden  Werten  in  VII.  a.  a.  0.  genau  über- 
einstimmen,  da  a — e ist. 


IV. 

In  den  bisherigen  Berechnungen  waren  wir  immer  davon  aus- 
gegangen, zunächst  einen  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  anfzu- 
stellen,  aus  demselben  vermittelst  einer  Differentialgleichung  ein 
Integral  für  den  Ablenkungswinkel  zu  finden  und  durch  eine  noch- 
malige Integration  den  Ausdruck  für  die  Lnftdrnckdifferenzen  zn 
gewinnen. 

Die  Gleichungen  waren 


COSyi 


dtgv- 
dr  ' 


36) 


I _L  _ 1 
Vy'ff“*"tgr  ag 


ly/  . ' ay 


dP  , , o 'fy  , a*y® 

— = aty-f  olytgV'  - a*y  J -f  ^ tg  y.» 


Digitized  by  Google 


Oekinghau$\  Zur  Afechanik  der  atmosphärischen  Bewegungen.  289 


Wie  wir  schon  früher  bemerkt,  haben  wir  vermittelst  dieser 
Gleichungen  einen  bedeutenden  Teil  der  atmosphärischen  Bewegungen 
zu  erklären  versucht,  indem  wir  zunächst  über  g als  Function  des 
Radiusvector  eine  dem  inneren  oder  äusseren  Gebiete  der  Cyklone 
entsprechende  Annahme  machten.  Um  z.  B.  die  Verhältnisse  für 
den  Nordostpassat  hinsichtlich  seiner  Geschwindigkeit,  Ablenkungs- 
winkel und  Luftdruckdifferenzen  zu  berechnen,  würden  wir  für 
dessen  anticyklonale  Bewewegung  zu  setzen  haben 


COStp 


, also  y — sinr 


2ca 

37J  tgy  = ^:-_^^+e8in 


— --2 


9 


vergl.  F.  124)  a.  a.  0. 
K 6+l)  (sin r*- sin r,*) 


4a*(»*sin 
(i-f  2Ö)' 


iin  j / sin  r^Xa  j 

2o)*  V \sinr  / / 


2n*  o)*sinrj® 
(l:-|-2a)(t-l-«) 


Nimmt  man  als  Grenzen  dos  Nordostpassates  theoretisch  die  Grenzen 
tp  = 30“  und  ip  = 0,  also  r »=  GO“  und  90“  und  nehmen  an,  dass 

a — 0,00000333  — 2,11  m,  i = 0,0000364 

und  zwar  auf  Grund  des  Roibnngsgesetzes 

R - — üjCOSro 


so  werden  die  Potenzen  von  sinrjsinr  sehr  klein,  und  die  Luft- 
druckformel  wird,  wenn  der  Anfangswert  von  tfj  0 ist, 


38) 


Pr -Pp 

9 

4a®  0)* 

(ik^2ä)* 


-l’(^+00+ 


4o)*  \ 

(i+2ay*j 


cos  rj* 


Führen  wir  hierin  die  obigen  Constanten  mit 


(»=.0,0000729,  ro  — GO“ 


ein , so  folgt  nach  Roduction  auf  die  Barometerstände  zwischen 
Aequator  und  30“  Breite  auf  Grund  der  Relation 

Arch.  d.  Math.  u.  rliji.  2.  Baihe,  TI.  XII.  19 
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ir  *»  — io333ff 

= — 9,2  mm. 

Ist  also  der  Lnftdrack  am  Aequator  757mm,  so  ist  er  in  30® 
geogr.  Breite  7GG,2mm,  ein  Resultat,  welches  den  wirklichen  Ver- 
hältnissen ziemlich  gut  entspricht. 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  beginnt  mit 


v„  = — 2,11  . iV3  = 1,8m 


und  endet  am  Aequator  mit  9m,  indem  dort  der  Abicitungswinkel 
bis  zu  76®  gewachsen  ist. 

Diese  Zahlen  sind  selbstverständlich  nur  hypothetische,  und 
ändern  sich  mit  der  Annahme  der  Coustanten  Im  allgemeinen  aber 
dürften  sie  der  Wirklichkeit  entsprechen,  wicwol  die  Grenzen  der 
Passate  andere  sind,  als  diejenigen,  welche  wir  der  Bequemlichkeit 
der  Rechnung  wegen  angenommen  haben. 

Will  man  für  den  unteren  Passat  unter  zu  Grnndelegnng  des 
Reibungsgesetzes 

H l-COSr  . V 


die  Geschwindigkeitsformcl 


39)  t) 


a 1 

cesig  ■ sinr 


benutzen,  so  erhält  man  für- den  Ablenkungswinkel 
k 


40)  tg  ip  . 


2o) 

T+ 


und  für  die  Luftdruckdifferonzen 

41)  Zz=Z®  = _ + ^“‘^)iog^4"^  - 

' Q \ ' k j ®smrQ  2 \8inr*  sin  »v/ 

kx 

— 2a  rf* 

c 

X 


-pp-(cotr®  — cotro®) — amC  j 

_ A _ 

2foa*C  /*  e 2n*  , a*C®  P e 

+ -ir  / — 


k 

X 


Hierin  bedeutet 
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2w  8a  . 

C •=  — c , amr*  — X 

Die  Anfangsbewegung  des  Passates  ist  also  znnächst  von  Nord  nach 
Süd  gerichtet,  und  zwar  in  30“  Breite.  Demnach  ist 


42) 


Die  Integrale  können  vermittelst  der  Gammafunctionen  in  Reihen 
ansgedruckt  werden.  So  ist,  wenn 

k 


k 


1 2a 


Im  allgemeinen  sind  diese  Glieder  sehr  klein,  soweit  sie  sich 
auf  die  beiden  Grenzen  des  Passates  beziehen , und  so  wird  hierfür 
die  Luftdruckdifforenz 


43) 


-Pg-Po 

a^Q 


6®* 

i* 


also,  wenn 

a = 0,000000333,  I- = 0,0;XKj364  ist, 
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ha  — *0  “ 10)5  tnm 

Der  Luftdruck  in  80®  Breite  ist  also  jetzt  um  10,5  mm  grösser  als 
am  Aequator. 

Ans  diesen  Beispielen  erhellt,  dass  man  aus  v zunächst  gi  nnd 
dann  b erhält. 

Es  (ist  indessen  noch  möglich,  v zu  bestimmen,  wenn  sit  als 
Function  von  r bekannt  ist 

Wie  ans  der  Differentialgleichung  für  tgi/i  horvorgeht,  kann 
man  dieselbe  nmgostaltcn  in 

44)  + (cot.+;^’^) y+  -1  = 0 

rfr  V tgsltelrj‘'^tgip 

und  integrirt 

= slTrV-^  (^~  ~ 

Ist  für  die  Berechnung  der  allgemeinen  Circulation 
1 =■  2oj  cos  r 

darin  eingefürt,  so  folgt 

46)  t>=-: — — -fc— -8inr*  + - / tgipsinrflr^ 
sinrsmipV  a ‘ aj  / 

nnd  man  erkennt,  dass,  wenn  tg  ifi  als  Function  von  r gegeben  ist, 
die  Ermittelung  von  v keine  Schwierigkeiten  mehr  macht 

Endlich  wollen  wir  noch  erwähnen,  dass,  wenn  das  Gesetz  der 
Luftdrnckdifferenzen  bekannt  ist,  sich  hieraus  vermittelet  einer  Dif- 
ferentialgleichung höherer  Ordnung  die  Formel  für  dio  Geschwin- 
digkeit und  damit  für  den  Ablenkungswinkel  herleitcn  lässt,  welche 
Rechnung  wir  indessen  übergehen. 


V. 


Wir  wollen  noch  einige  Beziehungen  anfsuchen,  welche  in  den 
Gleichungen  für  die  cyklonale  Bewegung  im  inneren  Gebiete  der- 
selben enthalten  sind,  und  welchen  wir  die  Form 


gegeben  haben. 
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Jm  Folgenden  setzen  wir  dagegen  gemäss  der  Grenzen  der  ränm- 
lichen  Bewegung  statt  tgjr  und  sinjr. 

Wir  suchen  zunächst  das  Maximum  der  Geschwindigkeit,  indem 
wir  V differentiiren.  Es  resultirt  eine  quadratische  Gleichung  mit 
den  Wurzeln 


48) 


c* 

k‘ 

(f 

) 

Wollte  mau  das  obige  Gcschwiudigkcitsgcsctz  überhaupt  der 
cyklouischen  Bewegung  zu  Grunde  legen,  so  licssc  sich  unter  be- 
stimmten Verhältnissen  auch  noch  das  äussere  Gebiet  durch  das- 
selbe darstellen,  da  die  letzte  Formel  zeigt,  dass  die  Geschwindigkeit 
zuerst  einen  kleinsten  und  dann  einen  grössten  Wert  erhalten  kann, 
welches  der  Bewegung  ira  Gesamtgebiet  der  Cyklone  durchaus  ent- 
spricht. Als  besonderer  Fall  ist  die  Annahme  4 ■—  zu  betrachten, 
wie  man  findet,  wenn  in. 


49) 


' W-') 


das  untere  Zeichen  gewählt  wird.  Hierfür  ist  r,  -=r,,  oder  die 
Maxinialgeschwindigkeit  fällt  in  den  Grenzkreis  der  beiden  Gebiete, 
während  die  Minimalgcschwindigkeit  in  den  äusseren  Teil  fällt.  Ist 
z B.  c = 4A-,  so  folgt 

r miiy 

r,  “ V 24  j 


Ist  c noch  kleiner  als  ‘/s*-'  angenommen,  so  rücken  dio  Orte 
der  beiden  extremen  Geschwindigkeiten  noch  näher  aneinander, 
während  sie  weiter  auscinandergelion,  wenn  z.  B.  c = k ist.  In 
diesem  Falle  ist 


21 


50)  tgip  =-.  -f ln 


kr 

2cosip 


Das  Maxiraum  der  Sectorengeschwindigkeit  ^nsinip  findet  dann 
statt  für 

X 

tgik  = j 

welcher  Ablenkungswinkel  dem  Radinsvector  r,  entsprechen  möge. 
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Das  Minimum  der  Gesuhwiudigkeit  üudot  mau  vermittelst 


das  Maximum  durch 


worin  r,  und  ro  dio  cntsprecLouden  Badieu  bedeuten , welche  durch 
die  Beziehung 

r.Tm  = rj* 

mit  einander  verknüpft  sind. 

Die  entsprechenden  Ablenkungswinkel  folgen  daun  aus 

A 1 /i*  X 1 /a* 

63)  tgib,- = 1,  tgipa  = j + 

woraus  ähnlich 

igvitgi/’o  = 1 also 
54)  i|), -f- V'o  “ 90“  folgt. 

Diese  Längen-  nnd  Winkelrelationen  lassen  eine  einfache  geome- 
trische Construction  zu. 

Das  Maximum  der  Sectoreugeschwindigkeit  befindet  sich  also 
in  dem  durch  dio  Badicn  r,-  und  ra  begrenzten  Raume.  Die  den- 
selben entsprechenden  Geschwindigkeiten  sind 


55)  

Dio  Luftdruckformel  und  die  Curvengleichung  sind  endlich  noch 


Pi-  Pq 


66) 


A»r*/1A*  , /3  , , r,\“\ 

=-2-(4Ä“+i2+'°8r;j 


4A 


(tgif<*-tgt/<,*) 


Das  Verbältniss  der  extremen  Geschwindigkeiten  ist 
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also  im  allgemeinen  eine  geringe  Reibung  vorausgesetzt,  so  findet 
man 

- - 0,334 

Va 

oder  die  Minimalgeschwiodigkoit  ist  ungefähr  Vs  der  maximalen. 
Wenn  also  4-  < A ist,  so  kann  man  fttr 

kr 

» “ ,5 T 

2C0S1/; 

zwei  Gebiete  der  Cyklonc  der  Rechnung  zu  Gruude  legen,  in  wel- 
chen zuerst  zunehmende  uud  danu  abnchniondo  Geschwindigkeit  auf- 
tritl.  Nur  ist  dann  das  äussere  Gebiet  klciucr  als  dasjenige,  welches 
der  Beziehung 

0 1 

cos  V*  ' r 

entspricht.  Immerhin  ist  dieser  engere  Fall  von  Interesse,  schon 
deswegen,  weil  für  beide  Gebiete  ein  Geschwindigkeitsgesotz  genügt. 
Dieser  Fall  entspricht  übrigens  demjenigen,  welchen  wir  schon  bei 
der  Berechnung  der  allgemeinen  Circulation  der  Atmosphäre  be- 
nutzt haben. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  nehmen  wir  an,  dass  sich  in  der 
Breite  von  55 V»*  eine  Cyklone  gebildet  habe;  und  setzen  voraus, 
dass  k -=  |A  sei.  Da  nun 

A = 0,00012 

ist,  so  ist  der  Roibungscoefficient 

k = 0,000072  und 

— = «*!>,  — = «-’ls  oder  annähernd  >'i  = iri,  r,  = 

r,  )•] 

Es  ist  rj  der  Radiusvector  des  Maximums  der  Flächcngeschwin- 
digkeit.  Ist  derselbe  z.  B.  ■=  450 Am,  so  würden  die  Radien  der 
Minimal-  uud  Maximalgeschwiudigkoit 
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r = 675ktn,  Ta  ■=■  300km 
sein,  mit  den  Ablonkungswinkcln 

und  den  Geschwindigkeiten 

»1  — 25,5 1»  Va  =■  34m 

Die  Lnftdruckfonneln  für  die  bezeichneton  Orte  sind 


57) 


*^■(.+31/.--;) 


und  die  Barometerdifferenzen  nach  der  Formel 


* “ 10333^^^ 

ki  — io  ' — 41,3  mm  ba  — io  “ 23,2  mm 

In  der  Entfernung  von  4501m,  wo  die  grösste  Flächcngcschwin- 
digkeit  eintritt,  ist 

= 4501:m,  tfij  = 59®  w,  = 3lm,  b^  — b„  “ 28,3mm 

Der  mittlere  Sturmgradient  in  dem  Cykloueuraumo  zwischen 
675  und  450im  ist  demnach  6,4mm,  der  zwischen  450  und  3001m 
ist  3,7  mm,  und  der  im  inneru  Raume  8,6  mm,  im  Centrum  ist  natür- 
lich der  Gradient  = null. 


Diese  Zahlen  beziehen  sich  auf  Durchschnittswerte.  Im  allge- 
meinen muss  man,  um  genaue  Werte  zu  erhalten,  verfahren  wie 
früher.  S.  S.  186.  a.  a.  0. 

Wir  wählen  noch  ein  Beispiel.  Die  Reibung  sei  geringer,  nämlich 
l-  = 0,00004 

der  Oberfläche  des  Meeres  etwa  entsprechend.  Die  geogr.  Breite  des 
Centrums  sei  wieder  55 '/j®,  also 

X = 0,00012, 

demnach 


D ie  grösste  Fläcbcngcscbwindigkeit  findet  statt  in 
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r,  — ihQkrn 

Entfernung  vom  Centrum.  Dann  findet  man  folgende  Werte 

r,  im  Minimum  120  km  </>,■  = 9°  50',  vi  = 14,9  m 4, —Jo  = 39 ,.3  mm 

Tj  4501™  i/<j  --  71°  30',  t>i  = 27  m b,  - hg  •=  33,2  mm 

ra  im  Maximum  2811™  <pa  = 80°  10',  vv  — 32,2  b„—bg  = 21,5  mm 

Es  gewinnt  hiernach  den  Anschein,  dass  mau  für  den  Grcnzfall 
c = 1 < 1 das  Gesetz 

er 

® r 

2 COSIfJ 

für  die  ganze  Cyklone  als  gültig  anschon  kann,  sofern  1-  nur  einen 
ßruchteil  von  1 ausmacht,  was  in  nördlicheren  Dreiten  und  auf  dem 
Oceau  der  Fall  ist  Es  steht  daun  frei , über  die  Grenze  r,  das 
Gcschwindigkeitsgesetz 

c 1 

cosy  r 

herrschen  zu  lassen,  wenn  man  das  noch  für  nötig  hält. 


VI. 


Wir  kehren  nun  zu  dem  allgemeineren  Falle  zurück,  indem  wir 
annehmen,  dass  die  Geschwindigkeit  im  ganzen  Gebiet  derselben 
durch  die  Formel 

a sio  nr 
COS  1/; 

definirt  sei  und  mit  null  beginne.  Der  Ausdruck  r bezeichne  wieder 
den  Radius  der  Curve,  dessen  grösster  ro  vermittels 

nro  = 180“ 

den  Wert  n bestimmt.  Gemäss  der  Formel  nimmt  die  Geschwindig- 
keit bis  zu  einem  gewissen  Grade  zn  und  dann  bis  zum  Oentrum 
wieder  ab. 

Der  entsprechende  Ablenkungswinkel  ergiebt  sich  aus 


58)  tg  if> 


Jl 

tgjnr”^  / 1 ^ sinrtlr  \ 

siürsinnr  \ ~ aj  kJ’ 

tg  J nr 


1 - ' 2(osio<p 
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Wio  wir  schon  früher  nachgcwicseu , ist  der  Ablonkuiigswinkel  im 
Greuzkrciso  r,  durch 


2a>Bing> 

und  im  Contrnm  durch 


bestimmt. 


tg  V’< 


2asiiyp 
k — 2 na 


Der  grösste  Wert  von  ist  90“.  Dies  tritt  ein,  wenn 
k ~ 2 na 


ist.  Damit  ist  auch  a bestimmt,  nämlich 


a 


kr„ 

360 


und  niit  ihm  v.  Da  nun  aber  k oder  2(os’nup  eigentlich  durch 
2m  (sing),,  cos  !■— cos  I/O  sin  r cos  ö)  ausgediuckt  weiden  müsste,  die  In- 
tegration aber  des  letzten  in  Ilezug  auf  3-  periodischen  Gliedes  auf 
Schwierigkeiten  stösst,  so  katiu  man  immerhin  als  geuaueru  Wert 

A = 2a)Sing„cosr 

setzen,  worin  ipg  die  geogr.  Breite  des  Cykloueiiceiitrums  bedeutet. 
Die  obigo  Formel  wird  dann 


59)  lg  V» 


tg  Jnr*  2(asiil(p„  ^3inrco3rc/r\ 

sinrsiunr\  a ,/  tgjnr*  / 


und  man  kann 


io  — 2Msing>o  setzen. 


Wählt  man  den  ersteren  Fall,  und  führt  ein  ^nr  — x,  also 


2z 


und  entwickelt  das  Integral 


/ 


cos  z*  . 2 

, sin  - xelx 


in  Beibenform,  so  erhält  man  nach  einer  Reibe  von  Rcductioneu 
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4^  sin  iurfloe cot  Jnr— COS  Jnr  , n . 180 

60)  tgV;  =•  -7  — r? — ^ ß sm  — 

° ^ 7ik  81U  r L cos  6 n 

(i7«~^)  (n“~^)  COS^ni 


5! 


-i- 


+ 


7! 


(JcosJnr* 

— 4cosinr‘) 


91 

X (^COSjnr*— ^COsJnr*-t-JcosJnr' 


■)  . . . 


Im  Bcginu  der  Bewegung  ist  nr„  -=  180“.  Allo  Ausdrücke  iu 
der  Klammer  verschwinden  bis  auf  ^ sin^—  und  tgiU  wird  = ? r 

6 fl  ffi 


Pies  stimmt  vollständig  mit  der  Formel  für  tg  va  überein,  wenn 
mau  darin  na  = setzt. 

Bio  obige  Formel  ist  etwas  weitläufig.  Mau  kann  indessen  auch 
ohne  Reihcucntwickoiung  einen  geschlossenen  Ausdruck  für  tgip 
gewinnen,  wenn  » zablenmässig  gegeben  ist,  z.  B.  n — 12. 

Wählen  wir  einer  bequemeren  Integration  wegen  die  zweite 
Form  desselben,  so  können  wir  dasselbe  iu  seinem  Integral 


Ij  ^sinreosfrfr 

o J tgjfir* 


umgcstaltcn  iu 


oder  wenn  2r  = u 


Ao  ^sin2rrf2r 
iaj  tgfir» 


in 


Da  aber 


4a 


PI  — sin  3u* 

/ ; — — d cos  K. 

J Sind«* 


sin  3m®  — (4cosu®—  1)*(1  — cos«*) 
st,  so  kann' man  den  Ausdruck  unter  dom  lutcgralzcicbcn 
d cos  u 


sin  3«* 


— d cos  i 


durch  Einführung  von  cos«  =-  y zerlegen  iu  Partialbrüchc 

1 ‘is^  , , _*/9 

(4j»-i)*(i-ä,*)  “ 4y*_i-r 

und  da 
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f 


<h 

(V-i)» 


1 = — i'oB 


2y  + l r dy 
2y-l’  J 1-y» 


= ilog 


1+? 

1 —y 


Vermöge  der  Relatiou 

2 cos  2r-f- 1 tg3r 

2cos2r  - t tgr 

erhalten  wir  schliesslich  nach  vollständiger  Rcdaction  und  Bcstim- 
mnng  der  Coiistautcn 


61) 


sin  6r 
sinrcos6r^ 


1 

1« 


log  cot  3; — cos  2r 


und  die  Gradicntbesclilcnuigung 


1 sin  dl- 
3 sin  6r 


^ log  cot  15“+  ^ V3^ 


62)  ^ ^ d’siu  12r  ^l+^°  CüSrtg  lg  — J >^os  12r 


Es  sei 


+ 


24 


sin  12rcotr 


A=  0,00012,  t = 0,00006 


Da  n ™ 12,  so  ist  der  Gronzkrois  der  Cyklono  15  Meilen  •=  1665  Am. 
ln  der  Entfernung  von  7,5  Meilen  •=  «32,5Am  ist  die  Geschwindig- 
keit auf  Grund  der  Formel 


k sinl2r 
21  costg 


gleich  40,7  tu 


und  der  Ablenkungswinkel  tf  = 6Ö“  18'.  Hieraus  erhält  mau  als 
Gradientkraft  ca.  7 mm.  Hierbei  ist  daran  zu  erinnern , dass  die 
vorausgesetzte  Annahme  k “■  2««  der  Grcnzfall  der  Geschwindigkeit 
und  des  Ablenkungswinkel  ist,  welcher  letztere  im  Centrum  den 
höchsten  Wert  90“  erreicht,  welcher  nicht  überschritten  werden  darf. 
In  dieser  specielleu  Cyklone  erreichen  die  Geschwindigkeiten  den 
höchsten  Wert 


Der  vorhin  benutzte  Wert  n — 12  brachte  es  mit  sich',  dass 
die  Cyklone  eine  bedeutende  Ausdehnung  erhielt. 

Setzen  wir  dagegen  n = 16,  so  ist  der  Grenzradius  durch  den 
kleineren  Wert 

i-j  = 180/16  -=  11  =■  12491™  bestimmt. 

Die  Gleichung  für  -i/i  ist  dann 
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tgif. 


sin  8r 

2sinrcos8r* 


/ _ 1 pän^rd‘ir\ 

tgSr*  / 


Es  ist  aber 


/Sör*  ''2''  = -/(sliV^  "0 


Führen  wir  ein  cos2r  — y,  SO  hat  man 

’d  cos2j- 
sinör*  16. 


/d  cos2j-  p 

sinör*  16._/  — 


dy 


DHi-s’O»* 


also 


(2y*-l)ni-y*)j’  “ (2y«-l)«+  l-y«+y* 


ptU 

/ si 


cos  2r 


1 


sin  Sr“ 


+ 


8(2y“  - 1)  ^ 16  V2  V2y  = 1 

1 . 1+3/ 


Demnach 


+ 3i'°®l— y 16y 

41  sinSr  r 1 /45  \ (ib  \ 

63)  ‘ß'»'  “ T ^r+oV+i'-+  16  U “V 


1 cos  2r 

+ ^IOgCOtr-COs2r-g^^^ 


16cos2r 


180 


C wird  so  bestimmt,  dass  der  Wort  in  der  Klammer  für  r — ver- 
schwindet. i(/  ist  an  dieser  Grenze  nicht  = null,  vielmehr  folgt 
sein  Grenzwert  aus 

2&>sin()D 

Die  Gradientkraft  istj 

64)  ® “ ^ ^ )6’’ (^+ ^ cosrtg^  — icos  16r 

+ ^ sinlOrcotr  tgip*^ 
k 

Nehmen  wir  andererseits  — > 2 an,  so  ist  der  Ablenkungswinkel 
na 

im  Centrnm  < 90'*.  Es  sei  z.  B. 


— = 3 
na 


Dann  wird  der  betreffende  Wert  zu  Endo  der  Bewegung 
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65)  tglf/e  . 


2o  sinf> 


3? 


k — 2an  "k 
und  im  Beginu  derselben 


Allgemein  ist 

67)  (gy,  = (a-  h /’sinrco^A 

sin  r sin  nt- V.  aj  tg^nr»  J 

Ist  n •=  12,  also  rj  = 15  Meilen,  so  kann  man  das  Integral  wie 
folgt  schreiben,  wenn  2r  — «, 

3o  /* 

~4aJ  sin2icot6i’rf2r isinu(icot3u»-l-logsin3«) 

+ i J*  cos«;Jcot3«*-f'logsin3ii)rfu 

Es  ist  aber 

log  sin  3u  cos  « du  — log  sin  3u  sin  u — 3 J cot  3«  sin  k du 

P cot3«sin 7ttl«  = sinn  — ■„  ^ „ log  — 

J 2V3  ® V3— 2sin« 

/COS  W /' 

cos  «cot  3«*  du  ^ (cot3«  + 3«)  — J / sin«(cot3«+3u)el« 

J*  « sin  u du  =-  sin  « — « cos  u 

and  combinirt  unter  Beachtung,  dass 

V'3-t-2sin2r  tg(30“  + rj 
y3  — 2sin2r  ” tg(30®-^) 

ist,  und  nach  Bestimmnng  der  Constanten 

„n.  SlnSinGi*  r 19  19 

68)  tgtj.  = 2Tsinrcos6r4l6  V3‘'’8®ö‘(30'>+.)  - gg-p^glog cot(30«-r) 

19  1 

+ 3gyg  log  cot  1 5“4-  Jg  COS  2r  COt  Gr 

+ ^ sin2rcot6r*-|--j^  sin  2r  — 
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ö = ^ ^fc*siul2r  ^1-j-^COSrtgy/—  icOSl2i' 

+ ^ sinl2i  cotftgif>*^ 


h 8inl2r 

«>  = 


36  cos  ifi 

Ist  dagcgcu  wieder  die  Ausdehnung  der  Cyklono  eine  kleinere, 
nämlich  — IIV4  Meilen  für  n = 16,  und  wie  oben  k = 3nn,  so  ist 

69)  tg  lg  = ; C4-  Isin  2r  cot  8r*  + cos  2r  cot  8r 

' isin)C0s8r*L  32 

, 37  . „ 33  , tg(45»+r) 

+ 3-2«">2'-2r6'°'?tg(4^-) 

_ 33  tg(22V,»+r)1 

V2'®3  tg(22V*»-r)J 


128 


Cr  = ^ - fc*ain  16i 
48  u 


o+t 


k sinl6r 


' cos r tg I/' — J cos  16r 

+ ^sinl6rcotrtg 

” “ 48  costg 

Allgemein  ist,  wenn  n unbestimmt  gelassen, 

3"Io  sinAnr*  [ „ , . . „ . 8 

70)  tgi|/ —= -57  ^ “ V “J  C'X  - cotinr*sin2r -5  cotlnrcos  2r 
' Sk  smr  cosiiii*[  ' n “ ' n*  * 


+ ?sin2r+(l+^^  X 

^ COtinr8in2rri2rl 


J 

Wenn  z.  B.  n = 20  und  also  die  Cyklono  oiu  Gebiet  von  lOOOifcm 
hat,  80  ist 


tg'l' 


15  sin  lOr* 

2 k sinrcoslOr* 


j^C’+^COtl0r*sin2r  -j-^cotl0rcos2r 
4- jjjSin  2r cotlOi  sin  2rrf2r  j 


Man  findet  nun  leicht 
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f 


cot5usionr^u 


— 12  sin  II®  + 16  sin 
5 — 2ü  sin  «*+ 16  sin 


d sin  u 


■ . • »oni  sin72<'  + sin2r  . 8in36“+ sin  2r 

sin«  — 1 sin72*’log  — „ — isiii36°log  . r-^ 

■’  ® 8m72"— sm2r  ■’  ® sin3(>'’  — sin2r 


nnd  damit  auch  rp. 


VII. 


Sieht  man  die  Wetterkarten  mit  ihren  vielgestaltigen  Cyklonen 
durch , so  erkennt  man , dass  nur  in  seltenen  Fällen  die  Isobaren 
Kreise  sind.  Weit  häufiger  tritt  eine  elliptische  Form  derselben 
auf,  und  selbst  parabolische  oder  ähnliche  mit  nach  Norden  gerich- 
teter üeffnung  sind  nicht  selten.  Diese  Unterschiede  sind  !zum  Teil 
in  der  allgemeinen  atmosphärischen  Luftcirculation  mit  ihren  nach 
Norden  hin  abnehmenden  Gradienten  begründet.  Zuweilen  scheint 
es  sich  zu  ereignen,  dass  die  Luftströmung  in  den  innere  Gebieten 
fast  genau  den  Isobaren  folgen.  Wenn  diese  nun  elliptisch  geformt 
sind,  so  kann  man,  wenn  die  Strömung  in  der  Ellipsenbahn  selbst 
erfolgt,  nach  der  Kraft  fragen,  welche  die  Strömungen  diese  zu  ver- 
folgen zwingt.  Allerdings  wird  im  allgemeinen  die  cyklonische  Be- 
wegung in  der  logarithmischen  Curve  einhergehen.  Gleichwol 
wollen  wir  den  Versuch  unternehmen,  die  Berechnung  einer  ellip- 
tischen wenigstens  versuchsweise  einzuleitcn. 


Dabei  nehmen  wir  an,  dass  das  Centrum  der  Bewegung  ein 
Brennpunkt  der  sphärischen  Curve  sei,  nnd  setzen  fest,  dass  ihre 
Gleichung 


71) 


sinr  = 


A 

1 — e cos  0’ 


sinr, 


A 

1 — eco3  0, 


sei. 


Wir  bezeichnen  mit  rr,'  die  ßadionvectoren  von  den  beiden 
Brennpunkten,  deren  Entfernung  2c  sei,  und  berechnen  die  durch 
sic  gebildeten  Winkel.  Hiernach  ist 


sin r sin  0 = sinr,  sin  6,  also 

1 — CCOS0  sin0 
1 — e cos  0,  ” sin  0, 


Wendet  man  auf  das  Dreieck  2crr„  welches  natürlich  durch  grösste 
Kreise  gebildet  ist,  eine  Gauss’sche  Formel  an,  so  folgt 


^c 

* ■“  tgi‘(r-fr,) 


Wir  setzen  in  Analogie  mit  der  ebenen  Ellipse 
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SO  folgt 
72)  « = 


r + r,  = 2a 


tgo 


welche  für  die  zur  Ebene  deformirte  Kugel  in 


e — - übergeht. 


Man  bat  ferner  noch 

ö+e. 


73)  c = 


Da  nnn 


e 


cosr'  — COS r COS 2e-{- sin r sin 2c COS  6 
ist,  und  i-i  = 2a  — r,  so  folgt  nach  Elimination  von  9 


also 


, (sin  o»  — sine*) 

~ I — COS(o — r) 

sin  /7  cAfl  /•*  ' ' 


Bina®  — smc*  cos  (a  — r) 

sin  r = ^ J—  . 1 ^ 

Binacosc'  1 — < cos  6 


und  endlich  als  Cnrvengleichnng  der  sphärischen  Ellipse 
8inaC08a(l  — e*) 


74)  tgr  ■ 


oder  auch 


75)  tgr  . 


cosa*/cos  c*  — e cos  6 


sin  (o  -{-  c)  sin  (a  — c) 
sin  a cos  a — sin  c COS  c COS  9 


In  der  ebenen  Ellipse  schliesst  die  Normale  mit  den  Radien- 
vectoren  gleiche  Winkel  y ein.  Ob  dies  in  der  sphärischen  Curve 
zutrifft,  wollen  wir  sehen. 

Wir  bezeiehnen  mit  c den  Winkel  zwischen  dem  Vector  r und 
der  sphärischen  Tangente,  dann  ist 

. ■ 
tgo  = — sinr  — 
dr 

Ans 

(cos  a* 

3— ecosö  ) — Bin o cos a (!—«*)  =•  B 

C/US  c ^ 

folgt  aber 

Aich.  d.  Mutli.  n.  PIIJB.  2.  Ktihe,  T.  Xll.  20 
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d.  i. 
also 


. Ä Ä • ÄCOtr 

etg.-smerie+-^^rf,- 

< 8in  r>  8in  e — = fi 

dr 


tgo 


8inaco8a(l  — e*) 
e3in7'8in£* 


oder  für  da8  Complement  y = 90® — a 


nnd  ebenso 


und  demnach 


tgy 


« sin  r sin  8 
8inocosa(l  — «*) 


esinrjSm^i 
8inacosa(l  — e’) 


76)  Y “ h 

Bezeichnen  wir  wieder  den  Ablenkungswinkel  mit  ip,  so  ist 

77)  2y  — 2v  — 180®,  y — 1(1— 90» 
nnd  demnach 

siniSsin  2c-{-ain2i|)8iu)’'  = 0 
Wird  diese  Gleichung  differcntiirt,  so  folgt 

sin  2c  cos  G — -|-2sinr'cos2tl»i(<'  + sin2^cosr‘  . ticosip  =■  0 
da 

tir.  dr  , 

¥ ” - di  - 


ist 


Da  nun  ans  dem  Obigen 


dt 


bekannt  ist,  so  folgt 


2sin  r ' cos  2ifi  difß 


ecosi/» 


^ + cos  r'  sin  2ii> + 2 cos.ö 


(cos  c*  sin  a»  — sin  c*cosa*) 
sini*  sin® 


Drückt  man  bierin  cos(^,  sin  G etc.  durch  r and  r,  ans  und  benutzt 


cos  2c  sin  )•  — cos  8 cos  r sin  2c  — sin  r'  cos  2i(/ 
sin8cot2v>  -=  cot2cainr  — cosrcos8 


BO  erhalt  man  schliesslich 

dti> psin(r'  — r)siny 

dt  2sinrsinr' 


Da  nun  die  Gradientgleichung 
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Fsin  V* 


1 I • I 


tgr  dt 

bekannt  ist,  so  resnltirt  nach  Einsetzen  von  v''  ols  Endresultat 


78)  F- 


am  (/;  ' amrsmr 
so  dass  vermöge  der  Gleichung 

79)  1 

' tgr  « tge 

der  Krümmungshalbmesser  der  sphärischen  Ellipse  durch 
sin  r sin  r‘ 


80)  tg  p = 


sinacosasinip 


definirt  ist. 

Beim  üebcrgang  der  Kugelfiäche  in  eine  Ebene  ist 


81)  Q = 


iV> 


a COS  y a cos  y” 


wie  bekannt. 


Hinsichtlich  der  Geschwindigkeit  der  Lnftmassen  in  den  ellip- 
tischen Bahnen  wollen  wir  annehmen,  dass  dieselbe  sich  umgekehrt 
wie  der  Sinns  der  Normale  auf  die  Tangente  verhalte.  Dann  ist 

c 

sin  r sin  V» 

und  die  Gradientkraft  der  elliptischen  Bewegung 


c / A csinaCOSa\ 

‘ sin  V'*  \sin  r~r  sinr^  sin  r,y 


Lassen  wir  die  Ellipse  in  einen  Kreis  Ubergehen,  so  wird 
r — r,  = u und  1/;  = 90“ 

und  cs  ist  dann 


Ac  c*' 

Fk  = -L  “ . a , A 

sin  r ' sinr»tgr’ 


2wsiu()o  vergl.  a.  a.  0.  Gl.  38) 


als  Gradientkraft  der  Bewegung  im  Kreise.  In  der  logarithmischen 
Spirale  ist  bekanntlich  = coust.,  also  w'  = 0,  und  die  obige  Formel 
79)  für  den  Krümmungshalbmesser  wird  für  diese  Curve  sehr  einfach 


tge 


tgr 

sinip 


20* 
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VIII. 

Wir  nehmen  an,  dass  an  irgend  einer  Stelle  der  Erdoberfläche 
durch  Sonnenstrahlung  eine  aufsteigende  Rewegung  der  Lnftmassen 
cingeleitet  sei,  und  fragen  nach  der  Grösse  der  Ablenkung  dieses 
anfsteigenden  Stromes  in  Folge  der  Erdrotation.  Durch  den  unteren 
Punkt  legen  wir  ein  Axensystem,  dessen  X,  T,  Z-Achse  bezüglich 
nach  Osten,  Norden  und  oben  gerichtet  sind,  und  beziehen  die  auf- 
steigende Bewegung  auf  dieses  System. 

Die  allgemeinen  Formeln  für  dieses  sind  * 

d**  „ . du  „ <h 

äfi  = 2«siny  ^ - 2»  cos  cp 

82) 

(l^y  _ . dx  d^z  _ dx 

rft*  “ -2<-sinv^,  •=  - g-f  2o,cosv  jj- 

und  beziehen  sich  auf  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes. 

Wir  machen  hier  indes  die  einfache  Annahme,  dass  die  Be- 
wegung unabhängig  von  der  Schwerkraft  sei  und  gleichförmig  in 
vertikaler  Richtung  erfolge,  etwa  wie  bei  einem  Luftballon.  Dann 
folgt  aus 

= 2<acosipx' 

die  Beziehung 

z‘  — c-f-2(ijC0S  qp* 

und  analog  ans 

x"  = 2o)sinijpy'  — 2uccos<]p 
x‘  = 2iusinqpy  — 2ü>cc0S(p< 

und  aus 

y"  = — 2aB\ncpx‘ 
y'  = — 2o£PSin9x 

demnach  ist 

r = — (Bc  cos  <pt* 

83) 

y = -j-Jo)*csin(jjcosi]p<’ 

Der  erste  dieser  Ausdrücke  zeigt  nun,  dass  die  Ablenkung  der 
gleichförmig  anfsteigenden  Luftmasseu  eine  westliche  ist,  dass  die- 
selbe im  Acquator  ihr  Maximum  erreicht  und  an  den  Polen  null 
ist.  Die  durch  die  Rotation  der  Erde  modificirte  aufsteigende  gleich- 
förmige Bewegung  erhält  also  eine  Tendenz  nach  Westen  bzhw. 
nach  links,  eine  Tendenz , deren  Analogon  wir  bei  der  cyklonischeu 
Bewegung  in  der  ablenkenden  Kraft  der  Erdrotation  wiederfiuden, 
welch  letztere  die  auf  der  Oberfläche  bewegten  Körper  auf  der  nörd- 
lichen Halbkugel  nach  rechts  ablenkt. 

Wir  wollen  die  Grösse  der  Ablenkung  berechnen.  Am  Acquator 
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steige  eiu  Luftquantnm  mit  der  coustaiiton  Geschwindigkeit  c — 4m 
zu  einer  Höhe  von  4000m.  Daun  ist  seine  westliche  Ableitung  in 
dieser  Höhe 

* 4 . 0,0000729  . lOX*  - 291,6m 

Bemerkt  möge  werden,  dass  ausser  dieser  Ablenkung  noch  eine 
kleine  polare  Componeute 

y = <a*  sin  0)  cos 

anftritt. 

Es  ist  Grund  zur  Annahme,  dass  im  Inneren  einer  Cyklone  ein 
anfsteigeudor  Luftstrom  vorhanden  ist,  welcher  oben  abtliesst  und 
zur  Bildung  von  Luftdruckma.\imis  Veranlassung  gicht.  Wenden  wir 
auf  diesen  Erfalirungssatz  die  obige  Tlicorie  an,  so  zeigt  letztere, 
dass  der  aufsteigende  Strom  einer  stationären  Cyklone  eine  schräge 
Lago  erhalten  wird,  und  zwar  wird  diese  Abweichung  von  der  Ver- 
ticalon  um  so  stärker  nach  links  hin  verschoben  sein,  je  bedeutender 
die  Geschwindigkeit  der  centralen  Luftmassen  ist.  Ist  die  Cyklone 
fortschreitend  und  also  ihr  Fuss  in  Bewegung,  so  wird  diese  Ab- 
weichung wahrscheinlich  am  grössten  sein , wenn  das  Centrum  nach 
Osten  wandert.  Selbstverständlich  werden  noch  andere  Gründe 
massgebend  sein,  welche  die  schräge  Lage  der  Achse  der  Cyklone 
bedingen,  aber  der  soeben  aus  mechanischen  Principien  abgeleitete 
ist  jedenfalls  eiu  mit  zu  berücksichtigender. 

IX. 

Bisher  haben  wir  auf  die  translatorische  Bewegung  der  cyklo- 
uischeu  Bewegung  keine  Rücksicht  genommen,  um  die  Gleichungen 
in  cinfachst  möglicher  Form  zu  erhalten.  Stationäre  Cyklonen  dürfen 
indessen  nur  selten  Vorkommen;  die  praktische  Meteorologie  weist 
vielmehr  nach,  dass  die  Ortsveränderuug  der  Depressionen  je  nach 
den  localen  Umständen  mehr  oder  weniger  schnell  erfolgt.  Eine 
eiuigermasseu  vollständige  Analyse  der  cyklonalcu  Bewegungen  hat 
auf  dieselben  um  so  mehr  Rücksicht  zu  nehmen,  als  durch  die  ver- 
einte Wirkung  der  Rotation  und  Tianslation  Resultanten  entstehen, 
deren  Wirkung  tatsächlich  in  sehr  ausgeprägter  Weise  in  der  Natur 
zu  Tage  tritt. 

Mau  kann  nun  fragen , in  welcher  Curvo  oder  Zugstrasse  die 
Wanderung  des  Cyklouciicontrums  vor  sich  gehen  soll.  Wir  werden 
annehmeu,  dass  dies  in  einem  Kreise  geschieht,  welchen  der  Mittel-, 
puukt  der  (’yklone  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  beschreibt. 
Diese  Annahme  dürfte  sich  im  Hinblick  auf  die  durch  die  Beobachtung 
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annähernd  genan  ermittelten  Tatsachen  hinlänglich  empfehlen , da 
sie  auch  die  Rechnung  wesentlich  vereinfacht  und  gleichwol  die 
Eigentümlichkeit  der  cyklonischca  Bewoguug  hervortreton  lässt. 

Der  leichteren  Orientirung  wegen  haben  wir  die  geometrischen 
Verhältnisse  in  einer  Figur  hinlänglich  verständlich  skizzirt. 

C,  bezeichne  das  Centrum  der  Cyklono,  welche  ausser  ihrer 
eigenen  Spiralbewegung  noch  die  zweite  hat,  welche  sie  auf  einem 
Kreise  vom  Radius  t>  links  drehend  um  das  feste  Ccntrnm  C mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  n t hernmführt.  C habe  die  geographische 
Breite  »o,  die  entsprechende  Breite  und  Länge  von  C]  sei  q>^  bzhw. 
L,  vom  Meridian  durch  C gemessen.  Das  sphärische  Dreieck  zwischen 
Pol,  dem  festen  Kreis-  und  dem  beweglichen  Cyklonenceiitrum, 
rCCi  hat  also  die  Seiten  90°  — ipj,  90*  — <p,,  g,  und  die  Winkel  «, 
180°— nt,  L.  Ferner  sei  A ein  beliebiger  Punkt  der  Cyklone  und 
die  Seiten  des  Dreiecks  PC,  A seien  bezeichnet  durch  90°— 90° — <p, 
r und  die  Winkel  — 90°,  180° — {>  — «,  l = x — L.  Hierin  bc- 
dentet  < den  Winkel  zwischen  der  Richtung  der  cyklonischen  Luft- 
massen in  A und  dem  durch  ihn  hiudurebgehenden  Parallelikreis, 
und  u den  Winkel  zwischen  90° — ?>,  und  g. 

Wir  werden  uns  nun  der  Formeln  der  sphärischen  Astronomie 
bedienen,  wie  sie  nebst  den  hier  besonders  wichtigen  Relationen  der 
sphärischen  Dreiecke  in  Brünnows  Lehrbuch  S.  14  zu  finden  sind. 


FUr  ein  sphärisches  Dreieck  ABC  werden  wir  also  benutzen: 
tla  — cosCd4-{-cosPrfe-)-sini8in  CdA 

84)  C0todo-|-C0t5dS  = C0t4rfA-)-C0tArfA 

sinadJ7  = sin  CVi  — sinPcosaf/c  — sin  4 cos  CdA 

dA  — — cosedB  — COS  4 dC-|- sin  4 sin  C da 
Ist  abe  bezüglich  r,  90°  — <p,  90°  — <p,,  so  hat  man  zunächst 


Um 


dr 

di  “ 
dg>t 

dt  '' 


dtp  , . dtp,  , . {dk  dL\ 

SA cos(^-f  «)^ +C0S.psmA^-- 


9P,'  zu  finden,  benutzen  wir  die  Relation 


oder 


sin  9,  = sin  9o  cos  q — cos  90  sin  e cos  n t 


cosqp, 


dfi 

^dt 


n cos  9o  sing  sin  nt 
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rfflPi  . _ , 

^ = nCOSiJOoS'»-^  folgt. 

Um  I!  zu  berechnen,  benutzen  wir 

cosp  = sinyoSinipi+coByoCOsiPi  cosi 

woraus 

0 -=  n sin  9>o  cpi  cos  To  ^ — cos  <to  cos  <p,  sin  LL’ 

— ncos<Po*8in  if,  cosZiSiuZ 


also 
oder 

l)a  nun  aber 


elL 

tU 


cos  q>i 

dL 

dt 


(sin  (Po  cos  91  — cos  90  sin  91  cos  Z) 


sin  pcosu 


folgt. 


cos  qp, 

<p'  = »siuf,  l'cos^i  = ücosf, 

so  folgt  nach  Einsetzen  all  dieser  Ausdrücke  in  r' 

dr  . cos  <p  . . . V 

•=  — i»co3il<-l-n(cos(0’  + u)sinosinu sin  Asin9Cosu) 

dt  X I V \ I / « qPj 


d.  i. 


dr 

di 


= — ocosik  — »sin  j sind 


oder  wenn  wir  den  Winkel  zwischen  der  Zngrichtung  der  Cyklone 
und  dom  Vcctor  r mit  y bezeichnen, 

dr 

■jj*  = — ücos  v'  — nSlUß  cosy 

nsiur  ist  die  Geschwindigkeit  c des  Ccntrnms  auf  dem  Kreise,  also 
endlich 

dr 

— *9  — V C08  fp  — c COS  y 


Wir  ziehen  jetzt  die  3 te  der  obigen  Differentialgleichungen  heran 
und  erhalten 


— sinr^^+  = — sinA  ||^  + sin(d  + «)cosr 


dt 


Um  »'  zu  finden,  benutzen  wir 

sin  7 sin  u — sinZcosqPg 

woraus 


{dk  dL\ 
-coscpcosA[^-^) 
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alio 


Bin; cos uu'  -=  cos 9, cos ii' 

__  nC08  9oC08i 
C08  9>] 


Wi^r  haben  also  nach  Substitution  von  n',  w'q>‘ 
obige  Gleichung  ^ 


1',  L'  in 


die 


. d9  cos  Wn 

Sinr  — _„-_cosZsinr 
— 0 sin  ^ sin  t + » sin  (^ -|-  u)  cos  r cos  ly,  sin  £ 

j I COS  W 

»COS^COSf  *j-n— - C08-4siD  pcOStt 

LU8  Oj  ^ 

Es  ist  aber 


cos  9o  cos  L 
cos  <f. 


. ' sinm, 

cos  e — sin  p - cosK 
•^cos  9, 


Nach  mehreren  Transformationen  erhalten  wir  dann 


dB 


oder 


dT  ~ "(«'“'•cosp  + cosrsinpsiny) 


sinr^  — tisinw— 


ccosrsiny 


dr 

~ COS  Vf  — c COS  y 


Die  Geschwindigkeit  in  der  Cyklone  folgt  nun  ans  der  Formel 
F*  =»  sinr®d‘S-f-r'* 

oder  nach  Einsetzen  der  obigen  Werte  für  r'  und  «■’ 

84)  F*  — (»cosV'  + ccosy)«  + (’t.sin9  — ecosrsiny— 

^ Igp  / 

Man  kann  diese  F ormel  noch  andere  ausdrücken,  wenn  man  das 
Dreieck  ACC\  einführt.  Schliesst  der  Bogen  AC  — R mit  AC  -=r 
den  Winkel  ß ein,  so  ist  * 

dr 

— — — ocosv — nsinÄsind 


“ i’8in9  — Bsinitcos/J 

und  also 

85)  F*  — e*-f  n*  sin  Ä®  -f  2nfsin  Ttsin  (ß  - 9) 
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Ist  die  Fortpflanzuogsgeschwiudigkeit  c des  Cyklonencentrums 
=■  0,  so  ist  V — 0. 

Beschreibt  das  Centrnm  der  Cyklone  einen  grössten  Kreis,  so 
wird  p = 90®  und  die  Geschwindigkeit  folgt  aus 

F’  = (t)C08ip-|-ecosy)*  + (®siui/j  — csiny)*  oder 

86) 

F*  — = »®-f'®*"l~2c»cos(v'-4'y) 

Die  resnltirende  Geschwindigkeit  der  rotatorischen  und  trans- 
latorischen Bewegung  hängt  also  ausser  von  dieser  ganz  besonders 
von  dem  Winkel  y zwischen  der  Zugrichtnng  und  dem  Radius- 
vcctor  ab. 

Ziehen  wir  eine  Linie  durch  das  Cykloncnceutrum  senkrecht  zur 
Zugrichtnng,  und  beachten,  dass  der  Winkel  y rechts  von  der  Zug- 
strasse eiueu  positiven,  links  davon  einen  negativen  Wort  bat,  so 
ist  für  diejenigen  Punkte,  in  welche  die  genannte  Linie  die  Cyklone 
rechts  schneidet,  wegen  y = -|-  90“ 

87)  Fr*  ==  — 2o>sini^ 

und  wo  jene  Linie  sie  links  schneidet 

88)  Fi»  — t>>+c»-f  2c»sin  tp 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Geschwindigkeit  der  Cyklone  an 
der  linken  Seite  der  Bahn  grösser  ist,  als  in  der  rechten,  was  mit 
der  Erfahrung  übereinstimmt. 

Und  da  an  der  Vorderseite  der  vorwärts  schreitenden  Cyklone 
y = 0 und  an  der  Hintersoito  y = 180“  ist,  so  ist  die  Geschwindig- 
keit der  Cyklone  an  der  Vorderseite 

89)  Fr»  = «*  -|-  e“  -f-  2 cti  cos  tp 
und  an  der  Hinterseite 

90)  F**  =■«»-}- c* — 2i?!)C0Sip 

Die  Geschwindigkeit  der  Cyklone  ist  also  an  der  Vorderseite  grösser 
als  an  der  Hinterseito,  was  ebenfalls  ein  Erfahrungsresultat  ist. 

Hat  etwa  die  Cyklone  die  Bewegung  nach  Osten,  so  ist 
das  Maximum  der  Geschwindigkeit  im  Nordostquadranten,  das  Mi- 
nimum im  Südwestquadranten. 

Hat  ferner  im  Südwestquadranten,  oder  allgemeiner  im  Qua- 
dranten an  der  hintern  rechten  Seite  eine  Luftmasse  für  einen  Angeu- 
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blick  die  Bichtuug  des  Centrums,  so  ist  y-|-i(;=  18 j“  und  die  Ge- 
schwindigkeit ist 

91)  F— w — c oder  c — e 

welche  eventnell  null  oder  gar  negativ  werden  kann. 

Hiernach  kann  cs  verkommen,  dass  bei  gleichen  Geschwindig- 
keiten des  fortschreitenden  Ccntrnms  nud  der  cyklonischon  Luftmasso 
im  hiutern  Quadranten  letztere  nur  die  Cyklone  begleitet,  ohne  mecha- 
nische Wirkungeu  zu  äussern.  ln  diesem  Quadranten  würde  also 
auch  am  ehesten  ein  Erloschen  des  Windes  oder  eine  Auflösung  der 
Cyklonc  stattfinden,  da  wenigstens  hier  die  Bedingung  der  Fort- 
dauer der  Cyklone  nicht  mehr  vollständig  erfüllt  ist  Die  Ortsver- 
üuderung  schliesst  also  eine  reine  circulare  Gestaltung,  wie  wir  sie 
bei  den  stationären  vorausgesetzt,  aus.  Der  wirksamste  Teil  der 
Cyklone  befindet  sich  links  vorn,  denn  in  diesem  Quadranten  ist, 
wenn  ein  Teil  des  Wirbels  die  entgegengesetzte  Geschwindigkeit  des 
Cykloncnccntrums  bat,  y-\-^  =0,  also 

92)  F=t>-fc 

und  die  Geschwindigkeit  ist  dann  ein  Maximum, 

Diese  Ycrbültuisse  setzen  voraus,  dass  die  Bahn  der  Cyklone 
ein  grösster  Kreis  ist 

Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  hat  man  noch  auf  die  Componontc 
csinr 

tge 

Kücksicht  zu  nehmen,  welche  den  Einfluss  zeigt,  den  eine  mehr  oder 
weniger  gekrümmte  Kreisbahn  des  Cyklonencentruras  auf  deren  Ge- 
schwindigkeit ausübt. 

Diese  Beziehungen  lassen  sich  auch  aus  einem  andern  Gesichts- 
punkt betrachten,  wenn  wir  die  4.  Diffcrentialforinel  zu  Grunde 
legen.  Wir  können  indessen  auch  die  Betrachtungen  an  die  beiden 
sphärischen  Dreiecke  DSC,  und  PC\A  anknüpfen,  indem  wir  den 
Cosinnssatz  heranzichen. 

Man  hat 

sin  q>0  cos  p — cos  qp«  sin  p cos  nl  = sin  qs  cos  r cos  qp  sin  r sin  (t  -|-  xfi) 

und  differentiirt 
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ncosqpo  Bin  psintU  ■—  — sin  g»C08rr',+  cos^cosr  (p' 

+ cos  <t  sin  r cos  (t-|- (t ' + tjj')  + cos  g>  cos  r sin  (c  -|-  tp)  r’ 
— sin  ip  sin  r sin  (t  + V>)?>' 

Hierin  vereinigen  wir  rechter  Hand  die  zu  rfi  und  r'  gehörenden 
Ausdrücke,  und  erhalten  nach  Einsetzen  der  sphärischen  Werte 


»cos 91, sin p sin =-  cosip, cos(3--|-«)r' + cosg>,  cosiip' 

— cos  gicosipi  sin/(t'+ip') 


Da  nun 


cos  ipo  sinnt  =•  sing),  sin  u und  )>  + {>  = 90“ 


so  folgt 

nsinpsinii  — — (t)COSip+nsinpcosj')cos({>  + «)-l-o3in£Cos/ 

— cosgsinf(£'  + ij>') 
also 

cosgiSinZ(£'+ " «(cosisin£  — cos(®-)-«)cos)/') 

- »(sin  p sin  » + cos(3^-}-  u)  sin  p cos  y) 


Hierzu  addiren  wir  beiderseits 


nnd  beachten,  dass 


t)Siug>C0S£8in2 

£ = 90°  — (il>  — A)  ist. 


Nach  Einführung  dieser  Beziehungen  folgt  unter  Berücksich- 
tigung von 

cost  sin  A-f  sin  f cos  A sing)  = sin(5^-4-«)cosr 
sin7»+co8(9'  + «)cos)'  =*  sin  ff  sin  y 
sin r sind  — cos  g) sin/ 

das  Kesultat: 


93) 


, , , t)  sin  1p 

' +'/' -otggeosE 


nsinpsiny 

sinr 


Es  ist  aber  £ + V*  der  Winkel  zwischen  dom  Radiusvector  r der 
Cyklono  und  dem  Parallelkreis,  £'+ip'  ist  also  die  Drohungsge- 
schwindigkeit dieses  Winkels,  dessen  Aenderung,  soweit  sic  von  der 
fortschreitenden  Cyklone  hervorgebracht  wird,  durch 


bestimmt  ist. 


nsinpsiny 

sinr 


Demnach  äussert  die  fortschreitende  Bewegung  der  Cyklone  in 
Bezug  auf  die  Drobungsgeschwindigkeit  der  Luftmasseu  sich  in  fol- 
gender Weise; 
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Die  DrehuDgsgesebwindigkeit  wird  um  so  bodeutoudor  beein- 
flusst, je  grösser  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c^nsiur  der 
Cyklone  ist, 

Da  y positiv  ist  an  der  rechten,  und  negativ  an  der  linken  Seite 
der  Cyklone,  so  ist  die  Drehungsgeschwindigkeit  eines  fortschreiten- 
den Wirbels  an  seiner  rechten  Seite  kleiner  ais  an  seiner  linken, 

An  seiner  Vorder-  und  Rttckseito  ist  sie  null. 


Bei  grossen  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  kann  Überhaupt  die 
Drehuugsgoschwiudigkeit  verschwinden,  aber  dieser  Fall  kann  nur 
in  den  rechtsseitigen  Teilen  der  Cyklone  eintreten , während  zur 
Linken  derselben,  wo  y negativ,  der  Wert 

, csin  y 
' sinr 

Je  nach  den  Umständen  eine  bedeulcndo  Drehungsgeschwiudigkeit 
sich  entwickeln  kann,  was  mit  den  vorhin  abgeleiteten  Sätzen  Uber 
die  Gcschwiudigkcitsändcrungen  vollkommen  barmonirt. 


In  Bezug  auf  die  Gradientkräfte,  welche  dnreb  den  Ortswechsel 
der  Cyklone  vermindert  werden,  haben  wir  aus 


94) 


F . , , l'sinrp  , fas*  . dtp 

^sinip  = i-f  - -f  smipcosqpcosE—  ^ 


dV  , /CO»  . 

— y-  sm  (f  cos  flp  sin  e 


nach  Elimination  von  F 
thp 

■=  2tosm^p  — ktgip  — 


V'  , Fsint)J  , /la^  sintp c08tpcos(t-J-y) 

V ' tgr  F costp 


Hierin  bedeutet  der  letzte  Ausdruck  den  Wert  des  Unterschiedes 
zwischen  der  Centrifugal-  und  Attractionscomponente,  welche  also 
nach  Süden  hin  wirkt.  S.  a.  a.  0.  Will  man  / als  eine  von  ip  ab- 
hängige Gradientkraft  ansehen,  welche  mcridional  nach  Norden  wirkt, 
so  ist  f negativ  zu  setzen.  Der  Ausdruck  ist  periodisch. 

Der  Ausdruck  für  V ist  nach  früherem 


(t)C03ip-j-(;cosj')»-t-^esintp  — ccosrsiny 


c sinr\* 
tg’’  / 


Die  Veränderung  des  Ablenkungswinkels  y ist  nun  in  beson- 
derem Masse  abhängig  von 

V 
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indem  er  zeigt,  dass  mit  znnelimendcr  Beschleunigung  eine  Abnahme 
desselben  verbunden  ist. 

Da  wir  nun  eben  nachgowiescn , dass  die  Geschwindigkeit  an 
der  rechten  Seite  des  Wirbels  kleiner  ist,  als  an  der  linken,  so  folgt 
unmittelbar,  dass  die  Ablenkungswinkel  an  der  rechten  Seite  grösser 
sein  müssen,  als  an  der  linken. 

Nach  den  Ausdrücken  der  Geschwindigkeiten  an  der  Vorder- 
nnd  Rückseite  der  Cyklone  folgt  ferner,  dass  der  Ablenkungswinkel 
der  einströmeiiden  Luftmassen  an  der  Vorderseite  kleiner  ist,  als 
an  der  Rückseite. 

Die  vollständige  üebereinstimmnng  dieser  Theorie  mit  den  Be- 
obacbtungsroihon  von  Clement  Ley  und  llildebrandsohn,  wie  sie  von 
Dr.  Sprung  in  seinem  Lehrb.  der  Meteorologie  S.  248  und  250  mit- 
gctoilt  sind,  ist  damit  nacbgewiesen. 
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XVL. 

Ueber  eine  neue  geometrische  Construction 
der  Lemniskate. 


Von 

Ernst  Schultz. 


Ist  die  Gleichung  der  Loroniskate 

(**+»*)*  = y*) 

so  lassen  sich  die  einzelnen  Lemniskatenpnnkte  dnreh  folgende  ein- 
fachto  geometrische  Construction  finden. 

Ich  mache  BN  — o,  wo  a eine  beliebige  Strecke  ist,  und  ich 
errichte  auf  BJV  in  N das  Lot  NB  = a,  so  ist 

BD  = i = a V2 

Der  um  BD  als  Durchmesser  geschlagene  Kreis  geht  durch  N.  Jetzt 
ziehe  ich  von  B ans  eine  beliebige  Sehne  BS,  so  dass  der  Punkt  S 
auf  dom  Bogen  ND  liegt.  Der  mit  BN  = a um  ZJ  geschlagono 
Kreis  treffe  BS  in  T,  wenn  wir  den  anderen  Schnittpunkt  nicht 
weiter  berücksichtigen.  Die  durch  T zu  BD  gezogene  Parallele 
schneidet  das  auf  BS  in  B errichtete  Lot  in  V.  Der  mit  BS  um 
B geschlagene  Kreis  trifft  die  Gerade  ND  in  Kj  und  Ri’.  Die  Ge- 
raden BR^  und  BRy  werden  vou  dem  mit  BU  um  B geschlagenen 
Kreise  in  Ly,  Ly‘,  Ly"-,  Ly"'  geschnitten,  welches  4 Punkte  einer 
Lemniskate  sind,  deren  Achse  die  Gerade  BN  ist. 

Zieht  man  BS‘,  und  führt  dieselbe  Construction  aus,  so  erhält 
mau  4 andere  Lemniskatenpnnkte.  Auf  diese  Weise  kann  man  fort- 
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fahren,  bis  man  sämtliche  Punkte  erhalten  hat.  BN  ist  dann  die 
Abscissenachse  und  B der  Doppelpunkt  der  Lemniskate.  Fällt  der 
Punkt  S in  N,  so  wird 

BU—a  = BN 

und  hiermit  erhalten  wir  die  Punkte,  deren  Ordinate  0,  Abscisse 
gleich  ±o  ist.  Fällt  ferner  der  Punkt  S in  D,  so  wird  BU  •=•  0 
und  B ist  der  Doppelpunkt  der  Lemniskate. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Construction  ergiebt  sich 
folgendermasseu : Ks  sei  das  Coordinatensystem  (x,  y)  gegeben,  und 
eine  Schaar  concentrischer  Kreise,  deren  Mittelpunkt  der  Coordi- 
nateuanfangspuukt  ist.  Einen  Teil  dieser  Schaar  von  Kreisen  durch- 
schneidet die  Gerade,  deren  Gleichung 
y =“  nx-f-i 

ist.  Die  Kreise,  weiche  die  Gerade  schneiden  resp.  berühren,  wollen 
wir  äussere  Kreise  neunen,  und  ihren  Radius  allgemein  mit  R be- 
zeichnen. Die  anderen  Kreise , welche  die  Gerade  nicht  schneiden 
resp.  berühren,  mögen  innere  Kreise  heissen,  und  ihr  Radius  sei 
allgemein  r.  Zur  Vereinfachung  wollen  wir  noch  die  die  äusseren 
Kreise  schneidende  Gerade  Schnittgorade  nennen.  Ist  die  Gleichung 
irgend  eines  äusseren  Kreises 

1)  x»-fy»  = Ä* 

so  sind  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  des  äusseren  Kreises  1) 
und  der  Schnittgerade 

y = ox+J, 

ft  + a -f  o»)  -"ft*  _ — oft  + y^d+a*)  — ft* 

” 1+a*  ■’  “ i+y 

Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  dieser  Schnittpunkte  mit  dem 
Coordinatenanfangspnnkt  ist 


oder,  wenn  wir  die  Werte  für  yi  und  x,  oinselzen: 

_ ft  + ayj^(l  + g*)  — ft» 

—ab  ± yR»(l+a‘J— ft* 

Die  Gerade  soll  einen  Kreis  der  inneren  Schaar  schneiden,  und  als 
Coordinaten  dieser  Schnittpunkte  ergeben  sich 


2) 


+ ^- 
— R 


+ 


— R 


wenn  die  Gleichung  dos  betr.  inneren  Kreises  ist 


D^itized  by  Google 


320  Schultz:  üeber  eine  neue  geometrische  Construction  der  f^emniskate. 


Setzen  wir  die  vorhin  erhaltenen  Werte  für  *,  und  y,  ein,  so  ist 
, r(—  ab  ± y^(l  + a»)  — t/*) 

, r{b±a)VmT+a^)-l’) 

— ■K(l  + o’‘) 

Das  doppelte  Zeichen  vor  dem  liruch  können  wir  fortlassen,  wenn 
wir  dieses  mit  r verbinden.  Die  Schnittpunkte  der  Verbindongslinie 
mit  dem  inneren  Kreise  liegen  immer  in  gegenüberliegenden  Qua- 
dranten. Bezeichnen  wir  den  zwischen  dem  Coordinatenanfangspunkt 
und  der  Schnittgeraden  liegenden  Radius  als  positiv,  so  muss  der 
nach  dem  anderem  Schnittpunkt  gehende  Radius  negativ  sein. 

Fuhrt  man  diese  Construction  mit  unendlich  vielen  äusseren 
und  inneren  Radien  aus,  so  werden  die  Schnittpunkte  auf  den  in- 
neren Radien  eine  Curve  bilden,  deren  Gleichung  ist 

, r(-ai± 

, r(b  ± a 4*) 

wenn  zwischen  J{  und  r eine  bestimmte  Relation  r ~ /(/i)  besteht. 
In  diesen  Gleichungen  sind  die  Coordinaten  der  Curve  proportional 
dem  Radins  d.  h.  der  Entfernung  des  Curvenpunkts  vom  Coordi- 
natenanfangspunkt.  Dasselbe  ist  der  Fall  bei  den  Polarcoordinaten 

x'=rC0S9;  y'  = rsin^ 

Nach  unserer  Methode  suchen  wir  für  ein  beliebiges  R das  zuge- 
hörige r gemäss  der  Gleichung 

r = f(R) 

was  jedoch  weiter  nichts  ist  als  zu  einem  beliebigen  Azimut  q>  das 
zugehörige  r zu  suchen , wenn  die  Gleichung  der  Curve  in  Polar- 
coordiuateu 

r = g(qp) 

ist.  Dieses  ergiebt  sich  auch  aus  den  Gleichungen  2).  Es  ist 

^j  = cos<p;  j*  = sin(j) 

mithin  wird 
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x'  = i;rc08  9P;  y'  = J;rsin()» 

Diese  beiden  letzten  Gleichnngcn  stellen  die  Curvc  dar,  sobald 
zwischen  r und  <p  eine  Relation  z.  B. 

r — ff(<P) 

besteht.  Die  Gleichung 

r = j(9) 

bedeutet  die  Gleichung  der  Curve  in  Polarcoordinaten.  In  gleicher 
Weise  bedeutet 

r=f(R) 

die  Gleichung  der  Curve  in  den  Coordinaten  r und  11,  wo  die  zu- 
sammengehörigen r und  It  immer  auf  einer  Geraden  liegen. 

Es  sind  zwei  Arten  von  Aufgaben  möglich  dadurch,  dass  wir 
zu  einer  gegebenen  Function  zwischen  r und  li  die  zugehörige  Curve 
suchen,  oder  dass  wir  zu  der  gegebenen  Curve  die  zugehörige  Re- 
lation zwischen  r und  R aufsnehen. 

Als  Beispiel  für  die  erste  Art  wollen  wir 

R 

r 

setzen,  wo  n eine  positive  Zahl  ist.  Alsdann  gehen  die  Gleichungen 
3)  über  in 

— ai  ± V7e*(l  ft  ± a V.R*(1 -f  a*)  — ft* 

® ® '>(1  + «*) 

wenn  wir  noch  die  Striche  an  den  Coordinaten  und  y'  fortlasson. 

Diese  Gleichungen  stellen  eine  Gerade  dar,  denn  es  ist 


Diese  Gerade  ist  also  der  der  Schi.ittgerado  parallel.  Nehmen  wir  n 
negativ  an,  so  muss  r negativ  sein,  da  R stets  positiv  ist.  Hiefür 
erhalten  wir  ebenfalls  eine  Gerade,  welche  der  Schnittgerade  parallel 
ist.  Beide  Geraden  sind  ferner  gleich  weit  vom  Coordinatenanfangs- 
punkt  entfernt. 

Ist  das  Product  der  Radien  constant,  so  ist  die  Curve  ein  Kreis, 
auf  dessen  Peripherie  der  Coordinatenanfangspunkt  liegt.  Es  ent- 
steht hierbei  noch  ein  zweiter  dem  ersten  congrnenter  Kreis. 

Bei  der  zweiten  Art  von  Aufgaben,  die  Relation  zwischen  r und 
R zu  suchen,  wenn  die  Curvc  gegeben  ist,  kommen  wir  auf  den 
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Fall  der  Lemniskate.  Zur  Vereinfachung  nehmen  wir  an,  dass 

O “ — 1 


sei.  Ferner  wollen  wir  das  Coordinatensystem  um  45”  drehen.  Sind 
die  neuen  Coordinaten  x',  y' , so  bestehen  die  Transformationsglei- 
chungen: 


Es  ist  mithin 

V2a 


br 
7?  * 


V2y'  = - 


n 


Wir  wollen  jetzt  die  Striche  fortlassen , und  diese  Werte  für  x und 
y in  die  Gleichung  der  Lemniskate  1)  cinsetzen.  Es  ist  nun 


R*  + ■ 7>»  ]i»  ^ 


<>*  r» 

2(x*  — y»)  =-/^ 


■IR-r^ 


R* 


— 2r* 


Aus  der  Gleichung  der  Lemniskate  folgt  nun 


Also  ist 


r* 


fl* 


oder  r* 


0*4*  . 

fl* 


41/6*  — fl“ 

r= 


die  zwischen  den  Radien  fl  und  r bestehende  Relation,  wenn  die 
Curve  eine  Lemniskate  sein  soll.  Auf  das  doppelte  Vorzeichen  von 
r braucht  nach  den  vorhin  gemachten  Bemerknngen  nicht  mehr 
eingegangen  zu  werden. 


Die  Gleichungen  der  Lemniskate  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
mil  Hülfe  der  Variablen  Ä sind 


4)  a:y2 


, abih^  — R*  _«yÄ“ -fl*  V27t*  — 4“ 

+ SIT — ; »V2-+ 


Nach  der  Gleichung  der  Lemniskate  ist  für  y — 0 
* = i O,  X = 0 


Es  ist 
wenn  fl  = 


X = y =0,  wenn  fl  — 4 ist.  Es  wird  ferner  y — 0, 
4 

ist.  Für  diesen  Wert  von  fl  wird  x ±_a,  was 
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dio  Gleichnng  der  Lemniskatc  erfordert.  Wir  ersehen  ferner  hier- 
aus, dass  b beliebig  sein  kann.  Durch  die  Drehung  des  Coordina- 
tensystems  schneidet  die  Schnittgerade  die  neue  Ordinatenachse  unter 


h'  - 


h 

V2 


Die  Construction  für  r wird  am  einfachsten,  wenn  V = a,  also 


b a V2 

ist.  Nach  der  Formel  

aV2a*  - ß» 

ist  die  zu  Anfang  angeführte  Construction  ansgeführt.  Zum  Beweise 
für  die  Richtigkeit  der  Construction  ist  zu  beachten,  dass 

UN  = a ND  und  ND  1 BN 


ist.  Infolgedessscn  ist 


mithin 


BD  — 
SD 


aV2;  BS  = 

V2«»  — 


R 


Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  BSD  und  TBU  folgt: 


^ IW 
BS  “ BT 


Da  BU  = r\  BT  = a,  seist 


r 

was  zu  beweisen  war. 


BU 


ay2a»— fl* 
fl 


Nehmen  wir  b willkürlich , so  gestaltet  sieh  die  Construction 
analog  der  ersteren.  Fs  sei 

BD  ~b'^a 

Man  constrnire  um  BD  als  Durchmesser  den  Kreis,  welcher  den 
mit  a um  fl  geschlagenen  Kreis  in  N trifft.  Das  iu  der  Mitte  von 
BD  errichtete  Lot  schneidet  den  Kreis  um  BD  in  fl,',  so  ist 

= = 

Jetzt  mache  man  auf  flfl 

flfl,  = flfl,' 

so  ist  die  durch  fl,  senkrecht  auf  flfl  gezogene  Gerade  die  Schnitt- 
gerade.  Da 

21* 
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ist,  SO  können  die  Pnnkle  S nur  auf  dom  Bogen  N,'D  liegen.  Die 
weitere  Ausführung  der  Coustructiou  verläuft  wie  in  dem  Falle  4=  n. 

Der  Ausführlichkeit  wogen  ist  noch  zu  zeigen,  dass 

13Ü  = a') 

wird,  wenn  der  Punkt  S auf  At,'  fällt..  Es  ist  nämlich 

. n: 

A'l’BD  - -r 
4 

TU  [ BJ,  mithin 

Wkl.  UTD  = y 
4 

ferner  ist 

Wkl.  ^ 

4 

Es  muss  also  A TBU  ein  gleichschenkliges  sein,  und  folglich  ist 
BU  r=  BT-^  a 

Der  mit  BNy  um  B geschlagene  Kreis  berührt  die  Schnittgerade 
im  Punkte  Ni  nnd  der  mit  BU  = a um  B geschlagene  Kreis  schneidet 
die  Gerade  DAt,  in  At,  und  At,„  welches  die  beiden  Lemniskaten- 
pnnktc  sind,  deren  Ordinate  null,  nnd  deren  Abscisse  gleich  +a 
ist.  Bei  constantem  a erhalten  wir  für  jedes  beliebige  4 eine  und 
dieselbe  Lemniskate. 

Die  allgemeinen  Transformationsgleichnngen  3)  lassen  sich  mit 
Vorteil  zur  Construction  von  Curven  anwenden,  wenn  dieselben  durch 
den  Coordinatenanfangspnnkt  gehen.  Die  Gleichung  der  Cnrve  in 
rechtwinkligen  Coordinaten  enthält  alsdann  kein  constantes  Glied. 
Haben  wir  z.  B.  eine  Gleichung  dritten  Grades  zwischen  den  Coor- 
dinaten X und  y ohne  ein  constantes  Glied,  und  wenden  wir  hierauf 
die  Transformationsgleichungen  3)  an,  so  erhalten  wir  eine  Glei- 
chung zwischen  r und  ß,  welche  für  r nur  vom  zweiten  Grade  ist. 
Bei  der  Lemniskate  kommen  wir  ebenfalls  auf  eine  Gleichung 
zwischen  r nnd  ß,  welche  r nur  in  der  zweiten  Potenz  enthält. 

Nicht  uninteressant  ist  die  Anwendung  dieser  Transformations- 
methode auf  homogene  Gleichungen  zwischen  x und  y ohne  con- 
stantes Glied.  Es  sei  die  Gleichung 

5)  A®)  y)  “ . . . -j-ys"  = 0 

I)  Die  Obiigrn  Buolisl&ben  sind  die  der  eisten  Figur. 
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gegeben,  wo  o,  ß,  y Coustauten  sind.  Der  einfacheren  Bczoichnnng 
wegen  wollen  wir  setzen 


wo  sich  die  Bedeutungen  von  A,  B,  gAR)  ohne  weiteres  aus  den 
Gleichuugcn  3)  ergeben.  Setzt  man  die  Werte  von  x und  y in  die 
Gleichung  5)  ein,  so  kommt  man  auf  die  Gleichung: 

(.l  + <p(fl))«  + a(.4  + (p(7f))— l(Ä+mf(n))+  ■ . + (^ + «?’(«))’•  =0 


Diese  Gleichung  giebt  im  allgemeinen  n verschiedene  Werte  für 
q>(R).  Um  eine  Kelation  zwischen  r und  R zu  erhalten,  müssen 
wir  auf  den  DiiTercutiabiuoticntcn  übergehen.  Es  ist 

6)  + 

Es  ist  nnn 

ilx  = ^ elr  -\-j^g(R)äR tlR 


/f+aijp(Ä)  , , rutp‘[R)  KÄ+ayf/i)) 

R W 


Da  f(x,  y)  eine  homogeno  Function  in  x und  y von  ntcr  Ordnung 
ist,  so  sind  cs  die  partiellou  Ableitungen  ebenfalls,  jedoch  von 
(« — l)ter  Ordnung.  Setzen  wir  die  Werte  von  x und  y ein,  so 
werden  die  partiellen  Ableitungen  als  Functionen  von  r und  R von 
der  Form  sein: 


?/ 

8x 


J.M  — l 

R"-l 


Ö f ;•«— 1 

8y  " 


wo  e,(R)  und  gi(R)  Functionen  von  R sind.  Mit  Berücksichtigung 
von  tlx  und  dy  geht  die  Gleichung  in  die  Form 

0i(R)dr-l-r0^(R)(lR  — Ü 


Über,  wo  ®ä(ü)  bestimmte  Functionen  von  R sind.  Mithin 


also 

wenn 


0,(R) 

0,(R] 


tlR 


r = C’e-I’(K) 


/ 


<Di(Ä) 


tlR  — xf{R) 


gesetzt  wird.  Eine  solche  Kelation  zwischen  r und  R besteht  für 
alle  homogenen  Functionen  von  der  Form  5). 
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Die  Constante  C ist  so  zu  bcstimmoD , dass  die  vermittelst  der 
Relatiou  7)  constrnirtc  Curve  durch  deu  auf  Jl  liegenden  Funkt 
geht.  Geben  wir  der  Constanten  C beliebige  Werte,  so  erhaltcu  wir 
Curven,  welche  in  den  auf  R liegenden  Punkten  parallele  Tangenten 
haben.  Bel  Polarcoordiuaten  muss  man  natürlich  zu  einer  ähnlichen 
Belation  wie  7)  zwischen  Radius  und  Azimntlf  gelangen. 

Zum  Schluss  sei  darauf  hingewiesen,  dass  man  R und  r auch 
als  rechtwinklige  Coordinaten  ansohen  kann,  sodass  die  zwischen 
ihnen  bestehende  Relation  die  Gleichung  der  Curve  in  rechtwink- 
ligen Coordinaten  (R,  r)  angieht.  Als  Beispiel  möge  der  schon  oben 
angeführte  Fall  dienen,  wo  das  Product  der  Radien  constaut  ist. 
Es  stellt  dann  R . r = n eine  gleichseitige  Hyperbel  dar  in  recht- 
winkligen Coordinaten  (R,  r),  und  man  gelangt  dann  zu  einer  ein- 
fachen Construction  der  Coordinaten  für  die  Hyperbelpunkte. 

Zur  graphiseben  Darstellung  von  Curven  dürfte  in  vielen  Fällen 
die  Constructionsmcthodc  mit  den  Kreisen  einige  Vorteile  ge- 
währen. 

Stettin,  Juni  1893. 
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XVII. 

Gleichseitiges  Tetraeder. 


Von 

R.  Hoppe. 


§ 1.  Vier  Eigenschaften  können  einem  Tetraeder  nnr  gemeinsam 
zukommen;  1)  Congrnenz  aller  Seiten,  2)  parweise  Gleichheit  der 
Gegenkanten,  3)  Gleichheit  aller  Seiten,  4)  Gleichheit  aller  llöhen- 
lote.  Die  2 ersten  und  die  2 letzten  bedingen  sich  offenbar  gegen- 
seitig, und  der  dritte  ist  in  der  ersten  enthalten.  Daher  redneirt 
sich  die  Behauptung,  dass  alle  4 Eigenschaften  durch  einander  be- 
dingt sind,  auf  folgenden 


Lehrsatz. 

„Sind  allo  Seiten  eines  Tetraeders  einander  gleich , so  sind  sie 
„auch  einander  congruent.“ 

Dieser  Satz  gilt  nicht  för  die  Grcnzgebilde  von  1 und  2 Dimen- 
sionen, in  welche  das  Tetraeder  stetig  degencriren  kann. 


Beweis. 

Die  Ecken  des  Tetraeders  seien  A,  B,  C,  D,  die  Kanten  a •=  BC, 
b ==  CA,  c = AB,  d = AD,  e = BD,  f =■  CD-,  die  Seiten  seien 
bezeichnet  durch  die  Grenzkanten  in  Klammern.  Daun  ist 

16(0«/-)*=  2(cV"-t-«*/*4-n*e*) -a^  — -fä  \ 

16(bfd)^  = 2(f^,P  + b^eP+b^f‘)-  h*  — f*-d*  f 
16{cdc^=  2(r?*c*-j-c*e'*-|-<;*rf*)  — c*  — d‘*  — e*  f 

16(a4c)*  ■=  2(A*c*-|- c*a*-}-a*4*)  — a*  - i*  — / 
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Nach  Voraussctzaug  müssen  diese  4 Grössen  einander  gleich  sein. 
Durch  Subtraction  der  auf  einander  felgenden  erhält  mau: 

2/>  (a*  — (f*  - *2  + c*)  -I-  2((i*  «*  — Ä*  <!*)  — a‘ +</*  -f-  <-•*  — «*  = 0 
2cfi(b^  - c»—  c»+/'ä}  + 2(iV*  — + /I  = 0 
2c*  (<i*  — n*  — 4*  -j-  c*)  -j“  — n*  4*)-j-  a*  — rf*  -|-  4^  — c‘‘  =0 

Sei  nun 


a = rf*  — o*;  j3  = e»  — 4*;  y=/-*— c*  1 
d = ,;*+„*;  £_««  + 4«;  + 

Dann  werden  diese  3 Gleichungen: 

(a  + (3)(E-d)+(«-^)(fH-y)  = 0 (3) 

(|3  + )')«-£)  + (/5-)')(a+<«)  - 0 (4) 

(«  — |3)(t  — ä)  + («+/3)(t  — y)  — 0 (5) 

Durch  Subtraction  und  Addition  der  Gl.  (3)  und  (5)  ergehen  sich 
die  zwei  ersten  der  3 folgenden  Kelationcn,  durch  Verbindung  mit 
Gl.  (4)  dann  die  dritte: 

o(f+f— d)  — jSy  — 0 1 

(J(f+d_£)-  yn=  0 I (6) 

y(d  + £— f)  — 0/3  = 0 ) 


Ist  nun  keine  der  3 Grössen  o,  ß,  y null,  so  findet  man: 
2^y  ’ 2yo  ’ ^“^'2Ö/3 

und  nach  Gl.  (2) 


(7) 


4 \ 

f. 

("'4-1 

■ ,..(,-4?; 

)’  s 

(8) 


TT*  = iaßy 


Da  der  Drciecksinbalt  rational  in  den  Quadraten  der  Seiten  ist,  so 
kann  man,  wenn  es  sich  um  die  Seiten  des  Tetraeders  handelt,  den 
obigen  Ausdrücken  der  6 Kanten  beliebige  Vorzcicben  geben.  Stellt 
man  das  16  fache  Quadrat  jedes  Dreiecks  als  Product  von  4 alge- 
braischen Summen  der  3 Kanten  dar,  so  zeigt  sich  aus  den  eben 
gefundouen  Werten  der  Kauten,  dass  in  jedem  der  4 Producte  ein 
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Factor  null  ist  Demnach  sind  alle  Seiten  des  Tetraeders  null,  und 
das  Tetraeder  dogenorirt  in  eine  gerade  Linie. 

Ist  ferner  eine  der  Grössen  a,  |3,  y,  z.  B.  y,  null,  so  zeigt  die 
letzte  Gl.  (6),  dass  noch  eine  zweite,  z B.  ß,  null  sein  muss,  und 
es  bleibt  als  Bedingung  nur  übrig: 

«(£  + ?-«) -0 

Ist  « nicht  null,  also  £ + 5 — (5  = 0,  so  hat  man  vermöge  der 
Gl.  (2): 

= 2(i*+c*);  c = *;  / = c (9) 

Es  fragt  sieb,  ob  diese  lielationcn  au  einem  Tetraeder  möglich  sind. 
Wir  projiciren  das  Tetraeder,  dessen  Höhe  Uber  der  Basis  (abc)  = h 
sei,  auf  die  Basisebene  und  bezeichnen  die  Projectionen  von  d,  e, 
f durch  d',  e',  dann  ist 

a*  = — 2Jccos(ic)  (10) 

d'*  ■=  — 2e'c  COS  (c'c) 

mithin  nach  Addition  von 

d*  = c*-j-c*  — 2e'ccos(e‘c)  (11) 

Addirt  man  die  Gl.  (10)  (11),  so  erhält  man  mit  Anwendung  der 
vorausgesetzten  Gl.  (9): 

i cos  (ic)  + c'cos  (e'c)  = 0 

Diese  Grösse  drückt  aber  die  Differenz  von  c und  von  der  Frojection 
des  /■'  auf  e aus.  Folglich  ist  c gleich  der  Frojection  von  und 
man  bat: 

c ^f'  — c 

folglich  f = f‘,  das  ist 

A = 0 

und  das  Tetraeder  degenerirt  in  ein  ebenes  Gebilde. 

Es  bat  sich  ergeben,  dass  wenn  keine  der  Grössen  a,  ß,  y null 
ist,  das  Tetraeder,  um  lauter  gleiche  Seiten  zu  haben,  in  eine  Ge- 
rade, wenn  eine,  und  demzufolge  auch  eine  zweite,  aber  nicht  die 
dritte  null  ist,  in  ein  ebenes  Gebilde  degeueriren  müsste.  Daher 
bleibt  nur  der  Fall  übrig 

a — ß — y = 0 

das  ist 

a = d]  A = e;  c = f 

in  welchem  alle  4 Seiten  des  Tetraeders  einander  congruent  sind. 
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Demnauh  köunen  nur  congrucnto  Seiten  des  Tetraeders  sämtlich 
einander  gleich  sein,  w.  z.  b.  w. 

§ 2.  In  Betreff  der  2 Grenzfälle,  welche  ausser  der  wirklichen 
Lösung  der  untersuchteu  Frage  übrig  bleiben,  ist  folgendes  zu  be- 
merken. 

Ist  keine  der  Grössen  a,  ß,  y null,  so  kann  man 

annebmeu.  Bann  erfüllen  die  Werte  (8)  die  Gleichungen: 
e = a -\-f  5 ti  =»  b -J-  f\  d ^ c c j b ^ a -|-  c 

woraus : 

d ^ a -f-  c f 

Man  sicht  also,  dass,  indem  das  Tetraeder  in  eine  Gerade  degene- 
rirt,  eine  Kante  d die  ganze  Länge  darstellt,  zwei  andre  i,  e von 
je  zwei  Kanten  gedeckt  worden,  und  die  Ecken  in  der  Reihenfolge 
A,  JJ,  C,  D liegen. 

Fragt  man  nun,  ob  bei  stetigem  Uebergang  des  Tetraeders  in 
eine  solche  Gerade  seine  Seiten  stetig  zur  Gleichheit  gelan- 
gen, so  ist  zu  beachten,  dass  wir  bisher  nur  voransgesetzt  haben, 
dass  die  Differenzen  der  Seiten  null  seien.  Da  aber  bei  jenem 
Uebergang  die  Seiten  selbst  verschwinden,  so  ist  das  Verschwinden 
ihrer  Differenzen  bedeutungslos.  Die  Annäherung  zu  ihrer  Gleich- 
heit kann  nur  darin  bestehen,  dass  ihre  Quotienten  den  Grenzwert 
1 haben.  Macht  man  dies  zur  Forderung,  so  ergibt  sich  die  aus- 
reichende und  notwendige  Bedingung: 

(2a+c+/-)(c*-/»)  ~ 0 

Der  erste  Factor  ist  >■  0,  der  zweite  ist  nach  anfänglicher  Voraus- 
setzung nicht  null.  Folglich  hat  der  in  Rede  stehende  Grcnzfall 
nicht  einmal  finale  Beziehung  zu  der  Frage  nach  gleichseitigen  Te- 
traedern. 

Der  zweite  Grenzfall  ^ = y = 0 ergibt  ein  Parallelogramm 
nebst  seinen  Diagonalen.  Er  zeigt,  dass  in  der  Tat  ein  Tetraeder 
sich  der  Gleichseitigkeit  ohne  Grenzen  stetig  aunähern  kann,  wäb-' 
rend  seine  Seiten  nur  parweise  congruent  werden. 

§ 3.  Wenn  wir  jetzt  ein  Tetraeder  gleichseitig  nennen,  so  ist 
in  dem  Attribut  schon  einbegriffen,  dass  seine  Seiten  einander  con- 
gruent,  mithin  seine  Gogonkanten  einander  gleich  sind.  Ein  gleich- 
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seitigcs  Tetraeder  ist  demnach  durch  3 Kanten:  a,  h,  c,  bestimmt, 
unter  denen  keine  Gegeukanten  Vorkommen. 

Diese  3 Grössen  haben  indes  2 Bedingungen  zu  erfüllou,  damit 
die  Kantcnpai'o  ein  Tetraeder  bilden  können;  1)  muss  in  jedem 
ebenen  Dreieck  (abo)  jede  Kante  kleiner  sein  als  die  Summe  der 
beiden  andern;  2)  in  jeder  Ecke  [oic]  jeder  Scitenwinkel  kleiner  als 
die  Summe  der  beiden  anderu.  Da  nun  die  3 Seitenwiukel  einer 
Ecke  auch  Winkel  eines  Dreiecks  (abe)  siud,  so  verlangt  letztere 
Bedingung,  dass  alle  Seitenwiukel  < R sind.  Ist  aber  dies  der  Fall, 
so  folgt  von  selbst,  dass  die  erste  Bedingung  erfüllt  ist. 

Kotwendige  und  ausreichende  Bedingung  dafür,  dass  »,  b,  c ein 
Tetraeder  bilden  können  ist  also: 


A»  < c*  + a«;  c*  < 


Zu  den  spccitischcn  Eigenschaften  der  gleichseitigen  Tetraeder 
gehören  noch  folgende. 

Da  in  jeder  Seite  die  Kanten  den  Sinus  der  Gegenwinkel,  diese 
wieder  den  Sinus  der  gegenüberliegenden  Flilchonwinkol  proportional 
siud,  so  hat  mau  a priori; 


Sei 


sinn  = aq\  siujS  =»  bq-,  siny  = cq 


s n-j-A-j-e; 


t = bo-\-  ca-\-  ab-^  u = abc 
I,  = i4j 


(12) 

(13) 

a^b^c^ 


1 

n 


«1  — 1*1® 


s(sl  — — 2») 


(14) 


dann  lindet  man; 


und  ferner: 


2n[<|  — 2nuj)  = 2n(»*  — 2<  — 2nu’*) 

COS  o ■=  ««*(«  — 2a*) ; etc. 

Hieraus  ergibt  sich  der  Wert  der  Ecko,  sphärisch  gemessen 
Ji  ’ — ■ 2R 


(15) 

(16) 


durch 


sin£  ■ 


\na 


COS  £ = 8 


*+/ 


-3  (17)  (18) 


Der  Abstand  der  Endpunkte  bobiobiger  Strecken  v,  w auf  den 
Gegenkanten  n,  a von  einander  sei  = /£;  dann  ist  /f*  von  der  Form; 

7f*  10*— 2tiui costl-|-£«-l"  J/w-j” A'  (19) 
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Dies  ist  ein  Miuimum  fUr 

» — tf  cos  + 4 0 ) 

(20) 

w -V  cos  + i 3/  = 0 ) 

uud  zwar  bcdeutot  3-  den  Winkel  zwiseben  den  Gegcnkanteii  «,  «, 
die  Schenkel  in  der  Kichtnng  der  Strecken  v,  w gedacht.  Setzt  man 
unn  zur  Bestimmung  von  3,  L,  M,  A’  die  Anfangs-  und  Kndwertc 
ü und  a für  v uud  für  w,  so  wird 

/i’(OO)  = R{aa)  = //;  /t(«0)  = ff(Oa)  = c 

(oder  umgekehrt,  was  gleichgültig  ist),  mau  erhält  aus  Gl  (19)  die 
■1  Gleiehungou: 

2a*(l  - cos  tf)  -f  (/,  4-  M)a  + N 
c*  = a* La-\- N — 

Aus  diesen  und  den  Gl.  (20)  (19)  ergibt  sich  leicht : 

+ ,01  ^ 


» = le  ~ J« 


Gl.  (24)  zeigt  dio  Normalabstände  der  Gegonkanten  als  die  Werte 
von  R und  dessen  analoge.  Nach  Gl.  (23)  werden  dio  Gegonkanten 
von  ihren  gemeinsamen  Loten  in  ihren  Mitten  getroffen.  Gl.  (22) 
gibt  dio  Winkel  zwischen  den  Gegeukauten.  Setzt  mau  die  Werte 
(21)  (22)  (23)  in  Gl.  (19)  ein , so  findet  man  den  Abstand  zweier 
beliebigen  Punkte  der  Gegenkanten. 

Bezeichnet  man  die  gemeinsamen  Lote  der  3 Gogeukantenpare 
a,  b,  c durch  o,,  i|,  cj,  so  ist  eines  derselben  normal  zn  2 pa- 
rallelen Ebenen,  in  denen  dio  Kauten  a,  mithin  nach  die  S End- 
punkte der  Kanten  b,  b,  c,  c liegen.  Daraus  folgt  beiläufig,  dass 


c 


nebst  den  analogen  Formeln.  Wichtiger  ist  der  Schluss,  dass  dio 
Mitten  der  4 Kanten  b,  h,  c,  e in  • einer  Ebene  Ea  parallel  zu 
den  genannten  Ebenen  liegen , und  dass  Ea  durch  dio  Mitte  von 
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n,  geht,  normal  zu  «j  ist  and  und  enthält.  Hiernach  sind 
b,  und  c,  normal  zu  einander  nnd  liegen  in  3 orthogonalen  Ebenen. 
Da  nun  in  jeder  der  Ebenen  ^a,  A'i,  ICc  zwei  der  Loto  o, , c, 
liegen , so  liegt  jedes  der  letztem  in  2 Ebenen , und  alle  schneiden 
und  halbircn  sich  im  Durchschnittspunkt  der  3 Ebenen,  deren  Dnrcb- 
scbnittslinien  sie  sind.  Geht  man  also  von  einem  rechtwinkligen 
Axensystem  der  xyz  ans,  welches  die  Lage  des  Tetraeders  bestimmt, 
so  kann  man  alle  möglichen  gleichseitigen  Tetraeder  durch  die 
Eckencoordinaten  aufstellen : 

(x,  y,  z)  (X,  —y,  —z)  ( -X,  y,  —z)  (— x,  —y,  z) 

das  siud  die  Ecken  eines  rechtwinkligen  Farallclepipedons,  dessen 
Kanten 

2x  = a, ; 2y  — ; 2j  = c, 

und  dessen  Seitendiagonalen  a,  b,  e sind. 

Nach  der  letzten  Gl.  (1)  ist 

16(oi(!)*  z=  4t,  — «I  * — - 

U 

^ (25) 

Die  Hölle  des  Dreiecks  über  der  Basis  n ist 

2(aAc) 

a 

also  die  Höhe  des  Tetraeders  Über  der  Basis  {abc) 

2(aÄc)  . , 

h = — ^ — sma  = 2\abc)(i 

und  das  Volum  des  Tetraeders 

l = (26) 

Mittelst  vorstehender  Formeln  lässt  sich  nun  die  Anfgaho  lösen: 

„Die  Kanten  eines  gleichseitigen  Tetraeders  zu  finden,  wenn 
„dessen  Volum,  Oberfläche  und  Ecke  gegeben  sind.“ 

Zur  Lösung  dienen  die  Gl.  (17)  (18)  (25)  (26)  (14)  (15)  (13). 
Dezeichnet  S die  Oberfläche,  so  ist  nach  Gl.  (25)  und  (26) 

S — 4(aic)  — — T- 
y n 

also 
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n 


(27) 


<1 


CnT  = 


24  7’ 
S» 


(28) 


Wir  betrachten  daher  « und  q als  bekannt  und  haben  zur  Bestim- 
mung von  s,  t,  H die  4 Gl.  (14)  (15)  (17)  (18),  und  zwar  aus  Gl. 
(15)  (18)  die  Werte: 


ans  Gl.  (14)  (17): 


.•<*  — 2( 

” ■ 2»  “ 


q*  3-|-cos£  , l 

4n»~  8n  " ~n 


(29) 


u 


st  1 S*  1 

o — ö — o = sin  

2 8 2b»  4<y  »I 


Gl.  (29)  gibt  direct  »,  dann  Gl.  (30)  t.  Man  hat  also; 


(30) 


q q . COS  JE  sin'jE 

Vn  sin  JE’  * ~ 4«  sin*  JE  ' 


2ntg  JE 


V« 

sin  JE 
qV« 


(31) 


und  I a,  li,  r sind  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

0 — sP+tl—u  = O (32) 

Alle  diese  Bostimmnngen  sind  eindeutig,  cs  kauu  also  nie  mehr  als 
ein  Tetraeder  als  Lösung  erscheinen.  Als  Bedingung  der  Möglich- 
keit eines  Tetraeders  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  Gl.  (32) 
3 positive  reelle  Wurzeln  habe,  und  dass  diese  die  Seiten  eines 
spitzwinkligen  Dreiecks  darstclien.  Hierzu  ist  schon  vorher  nötig, 
dass  die  Werte  (31)  positiv  sind.  Damit  bzhw.  ( und  u positiv  sei, 
muss  sein 

2»  2Vrtsin*JE(yi-|-cos*  JE— COsjE);  5*  > 


Letztere  Grenze  ist  die  grössere.  Ans  ihr  geht  die  Bedingung  her- 


vor: 


cos  JE  > 


72  r» 
S* 
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XVIII. 

Beweis  des  Satzes  von  Leman  pag.  224. 


Von 

Prof.  Dr.  F.  W.  Fischer. 


1.  Beschreibt  man  über  den  Seiten  eines  beliebigen  Dreiecks 
ABC  die  gleichkenkligen  Dreiecke  ABJ,  BCG,  ACH,  deren  Basis- 
winkel gleich  sind  und  zieht  die  Linien  AG,  BH,  CJ,  welche  die 
Seiten  des  Dreiecks  in  den  Pnnkten  D,  E,  F schneiden  mögen , so 
schneiden  sich  diese  Verbindungslinien  in  einem  Punkte.  Es  ist 
(Fig.  1): 

da  die  Dreiecke  die  Seite  CJ  gemein  haben 


A AGB _ BD 
A AGC~  DC 


A BHC 
A EHA 


CE 

EA' 


also 


A CJA  ^AGB  A BHC  AF  BD  CE 
£SCJB  ■ A AGC  ■ A BHA  ~~  FB'  DC  EÄ 


Nun  ist  aber 

AB  AJ 
AC  ~ AH 

AB  . AH  = AC  . AJ,  und  Wkl.  HAB  ■»’  JAC,  also  A OHA  = CJA\ 
ebenso  ist  A AGB  = CJB  und  A BHC  — AGC. 


Es  ist  also 

AF  BD  CE 
FB'  DC  EA"^^ 

und  folglich  schneiden  sich  AG,  BH,  CJ  in  einem  Punkte. 

2.  Wenn  das  Dreieck  ein  sphärisches  ist,  so  .lässt  sich  die 
Richtigkeit  des  Satzes  in  folgender  Weise  dartun.  Es  ist,  wenn 
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man  (Fig.  2)  Wkl.  CHE  = 

Wkl.  BJF=z,e\ 

BCH  =.  ACG 

bezeichnet: 

sin» sin  y'  . ein  CB 

sinw  sino'  . sin^/J 

sin»'  sino' . sin 
sin  Ul'  “ sin  ß'  . sin  BC 
sinu"  sin  ß'.  sin /Iß 
si n w"  ■ sin  y'  . sin  A C ’’ 


Wkl.  AJF  = »', 
io",  ferner  Wkl. 
Wkl.  ABO  = ./BC=ß‘ 


also 


V,  Wkl.  AHE  ~ w, 
Wkl.  BGD  = »",  Wkl.  CGD  =. 
y',  Wkl.  HAB  = CAJ^  a‘. 


sin » sin »'  sin  v" 
sin«'  ■ sinio'  ' sinto'' 

Nun  ist  aber 


(1) 


sm  » 
sin  w ” 

sin  V 

sin  w sin  EA 


sin  HCE  . sin  CE 
sinHAE  . sin/l£ 
sin  CE 

ebenso 


oder 


sin  »' 
sin  w' 
sin  v" 
sinio" 


sin.dF’ 

sinFß 


und 


sinßO 

sinßC 


also  ist 


sin  V sin»'  sin»"  sin  CE  sin/ljF  sinßD 

sinto'  sinio'"  sinio"  sin.<ii;'  sinFß  ' sin  ÖC 


(2) 


Ans  (1)  und  (2)  folgt] 

sin  CE  sin  AF  sin  BD 

sin  EA  ‘ sinFß  ' sin  DC 

womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Ein  trigonometrischer  Beweis  für  das  ebene  Dreieck  er- 
giobt  sich,  wenn  man  in  dem  Beweise  unter  2.  an  Stelle  der  sin. 
der  Seiten,  die  Seiten  selbst  setzt. 

Kempen  (Rhein),  den  17.  Ang.  1893. 
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XIX. 

Die  Gaiisa’sche  Darstellung  complexer  Zahlen  in 
geometrischer  Beleuchtung. 

Von 

Adalbert  Breuer, 

k.  k.  Professor  an  der  Staatsobcrrealschule  im  III.  Bi'z.  Wiens. 

(Mit  einer  Fignrentafel.) 


Gegen  die  geometrische  Deutnug  complexer  Zahlen  als  liidices 
einer  Doppelreihe  von  Grossen  sind  in  neuerer  Zeit  viele  Bedenken 
erhoben  worden,  welche  den  Beweisen  für  die  Kichtigkeit  der  Gauss- 
schen  Darstellung  die  überzeugende  Kraft  absprechen.  Von  diesen 
Scheinbeweisen  sei  jener  von  Drobisch  erwähnt,  (Vtrgl.  Schlümilch’s 
Handbuch  der  algebraischen  Analysis,  § 58.) 

Nachdem  sich  aber  obige  Darstellung  dessenungeachtet  als 
äusserst  anschaulich  und  nutzbringend  erwiesen  hat,  so  ist  cs  ge- 
wiss der  Mühe  wert,  deu  geometrischen  Gründen  für  diese  Ueber- 
einstimmung  zwischen  Hechnnug  und  Coustructiou  nacbzngehn.  Um 
das  gesteckte  Ziel  sicher  zu  erreichen,  ist  cs  angezcigt,  den  Begriff 
der  Zahl  durch  eine  Strecke  zu  versinnlichen,  so  dass  unter  Zu- 
grundelegung einer  bestimmten  .Längeneinheit  die  erstere  als  die 
Masszabl  der  letzteren  erscheint. 

Ist  in  Fig.  1)  0 der  Nullpunkt  der  Zahlenliuie  ÜX,  so  bestimmt 
jeder  Punkt  A derselben  mit  0 eine  Strecke,  welche  eine  positive 
oder  negative  Zahl  versinnlicht,  jo  nachdem  A rechts  odpr  links  von 
0 sich  befindet.  Durch  die  Zahlenliuie  gewinnt  man  demgemäss 
eine  Uebersicht  alter  ganzen  und  gebrochenen  Zahlen. 

Um  irrationale  Zahlen  abzubildcn,  bedient  man  sich  eines  Kreises 
vom  Centrnm  C und  dem  rationalen  Kadius  p,  welcher  die  Abscissen- 
achso  OX  in  den  reelltyi  Pnnkten  B und  B'  schneidet.  Hat  C die 
rationalen  Coordinaten  OA  = a und  AC  = y,  so  erhält  man  aus 
dem  rechtwinkligen  Dreieck  ABC  gemäss 

Arch.  d.  Math.  a.  Pbjra.  2.  Heike,  T.  XII.  22 
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AD*  — AB'*  -=  BC*  — AC*  = p*  — y» 
das  Wertepaar 

AB  =+b  = +v:^rzr^*  d 

AB'  = —/»  = — 2) 

Ist  ABC  nicht  znfillligor  Weise  ein  Pythagoräisches  Dreieck,  so  sind 
die  Zahlen  -}-i  und  — b irrational-,  sie  erscheinen  durch  die 
Strecken  AB  und  AB'  dargcstellt,  wenn  man  A als  Nullpunkt  auf- 
fasst. Zählt  man  jedoch  vom  Ursprung  0 aus,  so  ergehen  sich  die 
Strcckonverhindungen 

OB  =^0A-]-AB  ^ a-\-b  3) 

OB'  — 0A-\-AB’  = a -b  4) 

durch  welche  die  snrdischen  Zahlen  (a-f-4)  nnd  (a  — b)  versinnlicht 
werden.  Die  Reductionen  3)  und  4)  liefern 

OB  . OB'  =.  a*  — i»  5) 

Nun  hat  aber  das  Product  OB  . OB'  die  Bedeutung  der  Potenz  des 
Punktes  0 in  Bezug  auf  alle  Kreise  des  Büschels  mit  den  .Trägern 
B und  B',  und  man  hat,  wenn  OT  =■  i-  eine  Kreistangente  vorstellt, 
die  Beziehung 

OB  ■ OB' -=  OT*  — r*  6) 

Ans  5)  nnd  6)  folgt 

a*  — b*  = r*  7) 

Diese  Relation  konnte  man  aus  dem  mit  AB  = b als  Radius  be- 
sebriehenen  Kreise  mittels  der  Tangente  OT'  = r direct  abicsen. 
Der  Kreis  vom  Radius  r nnd  vom  Centrum  0 schneidet  die  Kreise 
des  Büschels  BB'  orthogonal.  Nennt  man 

r = V«*  — 

den  Modul  der  conjugirten  surdischen  Zahlen  in  3)  nnd  4),  so  liefert 
7)  einen  leicht  zu  formulirenden  Satz. 

Berührt  der  Kreis  C die  Abscissenachse,  so  sind  die  irrationalen 
Bestandteile_-}-i  und  —b  der  surdischen  Zahlen  gleich  null.  Wenn 
der  Kreis  C den  Ursprung  einschliesst , dann  wird  r®  negativ  und 
r imaginär.  Als  Maas  von  r dient  dann  nach  der  Planimetrie  be- 
kanntlich die  halbe  kürzeste  Sehne  durch  0,  welche  für  alle  Kreise 
des  Büschels  BB'  in  derselben  Grösse  erscheint.  Der  mit  dieser 
halben  Sehne  beschriebene  Kreis  kann  somit  als  Ersatz  des  in  diesem 
Falle  imaginären  Orthogonalkreises  angesehen  werden  nnd  wird 
Diametralkreis  genannt;  er  schneidet  den  Büschel  aber  nicht  mehr 
unter  rechten  Winkeln. 
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Geht  der  Kreis  C durch  0,  dann  ist  wegen  « = 6 05  — 2a  nnd 
OjB'  = 0 ; ansserdem  ist  b nicht  mehr  irrational.  Liegt  das  Centrum 
C in  der  Ordinatenachso  Oy,  dann  verschwindet  der  rationale  Teil 
a,  nnd  die  snrdischon  Binome  gehen  in  rein-irrationale  Zahlen  Uber. 

Verwendet  man  die  gewonnenen  irrationalen  Zahlen  im  Geiste 
als  Coordinaten  von  Centren  nnd  als  Radien  von  neuen  Kreisen,  so 
erhält  man  andere  irrationale  Zahlen.  Durch  die  Fortsetzung  dieses 
Verfahrens  lässt  sich  das  System  der  snrdischen  Zahlen  beliebig  er- 
weitern und  die  Zahlenlinie  in  Gedanken  unendlich  eng  punktireu. 

Obige  Entstehung  surdischer  Strecken  kann  in  ungezwungener 
Weise  auf  complexc  Strecken  ausgedehnt  werden.  Wenn  nämlich  in 
1)  nnd  2)  p < y wird,  so  erhält  man  unter  Beachtung  der  Schreib- 
weise y — 1 = i 


1') 

lÄ  = — 

2') 

Der  entsprechende  Kreis  C (Fig.  2)  geht  dann  an  OX  vorbei,  und 
dio  Schnittpunkte  B,  nnd  B/  sind  imaginär.  Legt  man  von  A an 
den  Kreis  die  Tangente  AD,  so  folgt  ans  dom  rechtwinkligen  Drei- 
ecke ADC 

AD^  = AC^  — CD*  ^ y*  -f)* 

oder 

AD=  = h 3) 

Beschreibt  man  von  A ans  mit  AD  den  Kreis,  so  liefert  dieser  in 
QX  die  reellen  Pnnkte  B und  B‘,  welche  als  Vertreter  der  imagi- 
nären Bi  nnd  Bi'  gelten  können,  weil 


nnd 


iAD  = iAB  = ABi  — 


-iAD  — iAB'=n  ABi'  = — ib  ist. 


Die  complcxen  Strecken 


und 


O.B<  --OA+ABi  =o-f* 
OiB,'  = OA-\-ABi'  = a — ib 


3‘) 

4‘) 


müssen  dann  durch  die  im  allgemeinen  snrdischen  Strecken 

Oß  —OA-{-AB  =o-l-i  3") 

OB'  — OA+AB'  — a—b  4") 


versinnlicht  werden.  Der  geometrische  Ort  von  B nnd  B'  ist  eine 
gleichseitige  Hyperbel  von  der  Hauptachse 

22* 
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EFr=  2p 

Diese  Corve  erscheint  als  der  reelle  Vertreter  jenes  imaginären 
Kroiszweigcs,  welchem  das  Schneiden  von  OJf  zufälll,  nachdem  der 
reelle  Kreis  dies  nicht  besorgen  kann.  Die  Ilyperboltangenten  in 
B und  B’  gehen  durch  den  Punkt  G der  Polare  DD'  in  Bezug  auf 
den  Kreis  C,  und  es  sind  demnach  A und  O conjugirte  Pole  sowol 
bezüglich  des  Kreises  als  auch  der  Hyperbel.  Alle  diese  Eigen- 
schaften lassen  sich  leicht  aus  der  Figur  beweisen  und  sind  in  meinen 
einschlägigen  Abhandlungen  so  vielfach  erörtert  worden,  dass  ich 
mich  hier  auf  diesen  Hinweis  beschränke.  Ans  3')  und  4')  folgt  die 
Relation 

OB,  . OW  = 5‘) 

und  es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  das  Product  OB,- . OB,'  ebenso 
als  Ausdruck  der  Potenz 

07'*  = J-* 

von  0 in  Betreff  des  Kreises  C gilt,  wie  das  analoge  Product  in  6). 

Die  Antwort  hierauf  gibt  nachstehende  Untersuchung  der  Fig.  2. 
Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  07'C’  folgt 

07’*  = ÖC’’*—  6T»  - OC'“'  — 

Ferner  erhält  mau  aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  OCA 
06'*  = 0A*-|- 

Die  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  den  vorigeu  liefert 
07*  = + — 

woraus  mau  mit  Hilfe  von  B)  folgert 

07’*  — 9) 

Ans  5')  und  7)  resultirt  schliesslich 

OB,  . OB',--  = 07’*  = r«  6') 

und  der  in  6)  citirte  plauimetrische  Satz  gilt  daher  auch  für  Se- 
eanteu  mit  imaginären  Schnittpunkten.  9)  und  6')  ergehen  für  den 
Modul  r der  complexeu  coujugirten  Zahlen  (a-f-ii)  und  («  -ti)  den 
Ausdruck 

a*-f4*  = r*  7') 

aus  welchem  man  ersieht,  dass  dieser  Modul  stets  reell  ist. 

Sind  M und  M'  die  Schnittpunkte  von  AC'  mit  dem  Kreise  A, 
so  ist 
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AM=  AD 

und  aus  C\  OAM  folgt 

(W>  =.  0^1*+  AAn  = a*4-A»  10) 

Hieraus  schlicsst  mau  unter  Hinblick  auf  7')  und  7) 

Ojt/»  = Or*  = r* 

Mithin  gebt  der  Kreis  0 durch  die  Punkte  M und  4/',  welche  als 
Träger  eines  Kroisbücbels  erscheinen.  Die  Chordale  MM'  desselben 
enthält  die  Centren  C aller  gemeinsamen  Orthogonalkroiso.  Diese 
gehen  sämtlich  durch  die  imaginären  Punkte  Bi  und  B/  der  Cen- 
trale OJf  des  Büschels  MM'  und  haben  somit  OX  zur  Chordale. 
Mithin  bilden  die  Orthogonalkreisc  des  Büschels  MM'  einen  zweiten 
Büschel  mit  den  imaginären  Trägern  B)  und  Bi' . Unter  ihnen  kommen 
zwei  Nullkreise  vor,  die  sich  mit  den  Punkten  M resp.  M’  decken. 
Den  Centreu  zwischen  Afund  M'  entsprechen  imaginäre  Orthogonalkreisc 
an  den  Büschel  MM'.  Die  reellen  Ersatzkreise  der  letzteren  gehen  mit 
imaginären  Zweigen  durch  die  Punkte  Bi  und  Bi'.  Die  Vertreter 
dieser  Zweige  sind  reelle  gleichseitige  Hyperbeln,  deren  Hauptachse 
zu  OX  parallel  ist,  und  welche  den  Ersatzkreis  mit  den  Scheiteln 
berühren.  In  dem  Büschel  MM'  sind  die  Nullkrciso  imaginär  und 
fallen  mit  den  Punkten  Bi  und  B/  zusammen.  Allen  Kreisen  dieses 
Büschels,  deren  Kadien  kleiner  sind  als  AM  = h entsprechen  ima- 
ginäre Centreu,  welche  zwischen  Bi  und  B,‘  zu  denken  sind.  Er- 
setzt man  die  imaginären  Centren  durch  reelle,  so  ergeben  sich 
reelle  Kreise,  welche  durch  die  imaginär  genommenen  Punkte  M 
und  M‘  gehen.  Die  Vertreter  der  imaginären  Zweige  sind  gleich- 
seitige Hyperbeln,  deren  Hauptachsen  zu  OV  parallel  sind,  und  welche 
durch  M und  M'  gehen. 

Durch  Variireu  des  Kreises  C bezüglich  Lage  und  Grösse  lassen 
sich  alle  möglichen  complexen  Zahlen  in  derselben  Weise  zur  Dar- 
stellung bringen,  wie  vorhin  die  surdischen. 

Um  nun  die  Vertreter  B und  B'  conjngirter  imaginärer  Punkte 
Bi  und  Bi'  von  anderen  Punkten  der  Zahlenlinie  stets  klar  unter- 
scheiden zu  können,  tut  mau  gut,  ihre  Verbindung  durch  den  Kreis 
A aufrecht  zu  erhalten.  Dadurch  sind  Verwechslungen  und  Irr- 
tümer,  welche  der  Ersatz  von  3')  und  4')  durch  3")  und  4")  leicht 
hervorrnfen  könnte,  ausgeschlossen. 

Ein  anderes  Mittel  besteht  in  der  Drehung  des  Durchmessers 
BB'  um  das  Centrum  A um  90®  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers. 
Dadurch  gelangt  man  zu  den  Punkten  M und  M‘,  und  es  stellt  dann 
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QA-\-AM  die  Zahl  a-\-ih  dar,  während 
OA-^AM‘  die  Zahl  a — ib  versinnlicht. 

Mit  dieser  Snhstitntion  der  richtigen  Vertreter  B nnd  B'  der  ima- 
ginären Punkte  B,  nnd  Bi  durch  die  willkürlichen  Ersatzpnukto  M 
und  M'  erscheint  die  Zahlenlinie  OJT  zur  Zahlenehene  ATO  P erweitert. 
OJf  repräsentirt  die  reellen  Zahlen,  OP  die  rein  imaginären,  und 
jeder  Punkt  M in  den  Quadranten  eine  complexe  Zahl  nnd  zwar  in 
dem  Sinne,  dass  die  Bestandteile  « nnd  ib  derselben  durch  die  Coor- 
dinaten  a und  b von  M ansgedrttckt  erscheinen,  a und  b sind  dann 
gowissermassen  die  parallel  zu  den  Achsen  OATund  OP  genommenen 
Componenten  des  Moduls  OM  — r als  Resultante.  Es  ist  nun  nahe- 
liegend, diesen  Modnl  unter  Angabe  seiner  Richtung  als  abermaliges 
Versinnlicbnngsmittel  der  complexen  Zahl  a-\-ib  zu  wählen.  Den 
Uebergang  zu  dieser  Substitution  bietet  der  Winkel  MOA  = ip  als 
Richtungsconstante.  <f,  auch  Amplitude  genannt,  bat  alle  Werte  von 
0 bis  -f-  360®  zu  durchlaufen,  während  r von  0 bis  -f-  oo  variirt, 
um  alle  Punkte  der  Zablenebene  zu  passiren.  Zur  Bestimmung  von 
(p  liefert  A OAM  die  Relationen 

b 

tg»“- 

b b 

a a 

COS  © — :■ 

r 

Unter  Einführung  dieser  nenen  Bestimmungsgrössen  erscheint  die 
complexe  Zahl  arithmetisch  in  nachfolgender  Doppelbezeicbuuug: 

a-\-ib  = r(cos  (p-j-JSinqp) 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  wird  als  Normalform  oder  als 
goniometrisebe  Form  der  complexen  Zahl  bezeichnet  nnd  liefert  für 
Durchführung  der  Reebnungsoperationen  die  bekannten  Sätze  Uber 
die  Modnln  und  Amplituden,  die  schliesslich  zur  Moivre’schen  Bino- 
mialformel  führen.  Letztere  ist  bekanntlich  ein  Fundament  vieler 
Theorien  der  algebraischen  Analysis,  nnd  ihre  Eleganz  ist  wol  die 
Ursache  für  die  Beliebtheit  der  Gauss’schen  Darstellung  der  com- 
plexen Grössen. 

Verfolgt  man  aber  den  Gang  der  obigen  Entwicklung,  so  wird 
man  es  nur  zu  begreiflich  finden,  dass  viele  Mathematiker  gegen  die 
Gauss’sche  Interpretation  Stellung  genommen  haben,  weil  durch 
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diese  die  wahre  Bedeatung  der  Complexen  vollständig  verwischt 
wnrdo  und  mehrfach  Anlass  zu  IrrtUmern  und  Trugschlüssen  geben 
musste. 

Das  bestehende  Uebereinstimmen  der  Bosultate  ist  eben  darauf 
zurückzuführen,  dass  das  Imaginäre  dreimal  nach  einander  verschie- 
denartig ersetzt  wird,  wodurch  man  schliesslich  auf  das  Gebiet  der 
Componentenlehre  gelangt,  die  einen  Teil  der  theoretischen  Mechanik 
ausmacht  und  offenbar  mit  der  eigentlichen  Sache  gar  nichts  zu  tun 
bat,  man  vergleiche  nur  diesbezüglich  die  Theorie  der  Richtnugs- 
zahlen.  Für  den  Mathematiker  ist  aber  die  ursprüngliche  Bedeatung 
der  Complexen  massgebend,  welche  allerdings  auf  das  Reelle  znrück- 
führt,  jedoch  in  ganz  andeser  Art  wie  der  Gauss’sche  Ersatz.  Wie 
das  Imaginäre  in  der  Geometrie  aufzufassen  ist,  darüber  habe  ich 
mich  in  früheren  Abhandlungen  ausgesprochen.  Daselbst  habe  ich 
auch  auf  Abweichungen  und  Uebereinstimmungen  mit  der  algebraischen 
Analysis  hingewiesen,  welche  anftreton  müssen,  nachdem  in  dieser 
Disciplin  die  Lehre  über  das  Imaginäre  auf  das  Princip  der  Er- 
haltung der  Operationsgosetzc  gestützt  wird.  Ob  zwar  diese  Aus- 
führungen wol  zum  Teil  wegen  mangelhafter  Präcisiou  meiner  Aus- 
druckswoise  mehrfach  missverstanden  wurden,  werde  ich  doch  auf 
dem  betretenen  Wege  weiter  schreiten  und  nach  Wahrheit  und  Klar- 
heit in  dem  Gebiete  der  Imaginären  streben. 

Wien,  d.  30.  März  1893. 
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XX. 


Ueber  den  Inhalt  des  vierdiiuensionalen 
Pentaeders. 


Vun 

Ernst  LIers,  stud.  math. 


Um  den  Inhalt  eines  viordimonsionalen  Pentaeders  zu  bcrcchiiGn; 
muss  man,  wie  wir  später  sehen  werden,  den  Winkel  kennen,  den 
zwei  Flächen  eines  sphärischen  Tetraeders  bilden,  dessen  Kanten 
gegeben  sind.  Wir  wollen  daher  zunächst  diese  Aufgabe  lösen. 

Gegeben  sei  ein  sphärischer  Ranm.  Der  Mittelpunkt  desselben, 
d.  h.  also  derjenige  Punkt,  der  von  allen  Punkten  des  sphärischen 
Raumes  gleich  weit  entfernt  ist,  heisse  M.  Ferner  sei  in  diesem 
Raume  ein  sphärisches  Tetraeder  ABC’D  gegeben  mit  den  Kanten 

AB  — a,  AC  = h,  AD=c,  BC  ^ d,  BD  ==  e,  CD  = f 

Die  Winkel,  welche  diesen  Kauten  gegenüberliegen',  sollen  o,  ß,  y, 
d,  £,  J heissen.  Es  soll  der  Winkel  berechnet  werden,  welchen  die 
Flächen  ABC  und  BCD  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Räume  MABC 
und  ilBCD  mit  einander  bilden.  Dieser  Winkel  ist  derselbe,  den 
die  Lote  bilden,  welche  man  im  Punkte  B auf  der  Ebene  MBC  in 
den  Räumen  MABC  und  MBCD  errichtet.  Dieser  Winkel  sei  g>. 

Nun  lege  man  durch  M und  durch  jene  Lote  Ebenen,  welche 
die  Ebenen  MAC  und  MCD  in  MA‘  und  MD'  schneiden.  Dann  sei 

BA'  = a',  BD'  = e'.  CA'  = b',  CD'  = f,  A'D'  — c' 

Die  Verlängerungen  von  MA'  und  MD'  mögen  die  Lote  ln  A!’  und 
D>'  schneiden.  Dann  ist  im  geradlinigen  Dreieck  A"BD>'  das  Qua- 
drat von  A"D” 
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tg*a' tg*c‘  — 2tgn'tg«'coBifi 

Ferner  ist  im  geradlinigen  Dreieck  Ä'MD/'  das  Quadrat  von 


A"D>’  = sec*n'-)-sccV — Qsoca'sece'cosc' 


Daraus  folgt: 


cos  7 


cos  e'  — cos  o'  cos  e' 
sin  a' sin  e' 


Dieser  Ausdruck  muss  nun  durch  die  Grössen  o,  i,  c,  rf,  e,  / ersetzt 
werden.  Im  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck  A'BC  ist 


folglich 


cos«  — COti'tgf/ 

, coso 
cot  4 = . r 
tgd 


Damit  ist  4'  bekannt,  denn  cosa  lässt  sich  folgendermassen  durch 
die  Suiten  nusdrUcken: 

cos«  — cos  4 cos  d 

cosa  = ^ — T 

sin4sind 


Ferner  ist  nach  dem  Sinussatz 


folglich 


sin  a'  sin  4' 
sino  sinfi' 

sin«'  = sin  4' sinn 


Damit  ist  auch  a'  bekannt. 


Die  Grösse  e'  wird  berechnet  ans  dem  rechtwinkligen  sphäri- 
schen Dreieck  D'BC  Es  ist 

cos«  — cos  dcos/" 

cos«  =■  : ;■■■■  ■ . 

sin  li  sin  t 


cotf'  = 


cost 

tgd 


sin«'  = sin/'sine 


Es  bleibt  uns  nun  noch  übrig,  die  Grösse  c‘  zu  berechnen. 
Zunächst  ist  im  sphärischen  Dreieck  ACD 


cosy  “ 


cos«  — cos  4 cos  f 
sin  4 sin/ 


Im  sphärischen  Dreieck  A'CD'  wollen  wir  den  Winkel  CA'iy  mit  J" 
bezeichnen.  Dann  ist 


Digitized  by  Google 


846  Liers:  Veher  den  Inhalt  des  vierdimensionalen  Pentaeders. 


. cot/  sin h — cos b cos  y 

cot  ^ ^ - 

SlU  y 

, sin  y sin/' 
siuc  = — T— u, — 
sinj" 

Damit  sind  die  Grössen  a',  «'  und  c'  bekannt,  und  wir  können 
nun  den  Winkel  f berechnen.  Diese  Berechnung  ist  rocht  lang- 
weilig und  uucrfrenlich  nnd  erfordert  sehr  viel  Zeit.  Ich  will  nur 
das  Resultat  mitteilen,  weil  ich  nachher  auf  einem  viel  einfacheren 
Wege,  nämlich  mit  Hälfe  von  Determinantensätzen,  dasselbe  Ergeh - 
niss  ohne  jede  Rechnung  noch  einmal  hcrleiton  werde,  so  dass  sich 
der  Leser  von  der  Richtigkeit  desselben  überzeugen  kann. 

Wir  erhalten  also  nach  Ausführung  jener  Rechnung 

COS  ff  “ 

C08C  — cosacoss  — eos&Co8/-|-  cosacosrfcos/ -|-cosftcos(feo8e — cosVeose 
svüMAIiC  smMBCÜ 

Dabei  bedentet  iluMABC  den  Sinns  der  Ecke  M im  Raume  MABC. 
Das  Quadrat  desselben  ist  gleich  der  Determinante 


1 cos  a cos  b 
cos  a 1 cos  d 
cos  b cos  d 1 

Ebenso  ist 

I 1 cos  d cos  c 
siu* AffiCD  = I cosd  1 cos/ 

I cose  cos/  1 
Der  Zähler  jenes  Bruches  lässt  sich  darstellen  als  die  Determinante 


COSa 

cos  b 

C05C 

1 

cos  d 

COS  e 

eosrf 

1 

cos  f 

Bezeichnet  man  in  der  Determinante 


1 

cosa 

cos  4 

cosc 

cosa 

1 

cosrf 

cosc 

cosb 

COS(i 

1 

cosf 

cosc 

cose 

cos/ 

1 
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das  *to  Glied  der  «ten  Zeile  durch  mn  und  den  zugehörigen  Coef- 
ficienten  dieses  Elemouts  in  der  nach  den  Elementen  der  iten  Zeile 
entwickelten  Determinante  J durch  f<A,  dann  ist 


f*l4 

eOSip  — = 


V 


M14P41 

(*111*44 


Die  Winkel,  welche  die  Übrigen  Flächen  des  sphärischen  Tetraeders 
mit  einander  bilden,  findet  man  einfach  dnreh  cyklischo  Vertanschnng 
von  a,  b,  e,  tl,  e,  f beziehungsweise  durch  Vertanschnng  der  p.t. 
Der  Ausdruck  für  diesen  Winkel  ist  ganz  analog  gebildet  dem  Aus- 
druck für  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks.  Legen  wir  in  der 
Determinante 

1 cos«  cosö 
cos  o 1 cos  c 
\ cos  b COS  C 1 


dem  fiii  dieselbe  Bedeutung  bei,  wie  oben,  dann  lassen  sich  die 
Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  folgendermassen  ansdräcken 


V\ 


(*!«  (*« 
(*U(*M 


cosß 


cosy 


= V\ 


(*ll(*»3 


lhsl‘u 

(*J8  (*M 


Diese  Ansdrilcke  sind,  wie  wiJ  nachher  sehen  werden,  gültig  für  ein 
sphärisches  Tetraeder  von  beliebig  hoher  Dimensionszahl. 

Wir  können  nun  dazu  schreiten,  den  Inhalt  des  vierdimensionalen 
Pentaeders  zu  berechnen,  von  welchem  die  Längen  von  4 in  einer 
Ecke  znsammenstossenden  Kanten  gegeben  sind,  sowie  die  6 Winkel, 
welche  diese  Kanten  mit  einander  bilden. 

Der  Inhalt  eines  vierdimensionalen  Pentaeders  ist  gleich  ^ Qmnd- 
körper  mal  Höhe. 

Der  Inhalt  des  Grundkörpers  MABC  ist  gleich  |rr,r,sinzyi>, 
wo  r,  r„  r,  die  Länge  der  Kanten  bedeutet,  während  sinzy«  gleich 
der  Wurzel  aus  der  bekannten  Determinante  ist,  die  wir  vorhin  be- 
trachtet haben.  Es  bandelt  sich  nun  darum,  die  Länge  der  Höhe  h 
ans  der  vierten  Kante  r,  und  den  gegebenen  Winkeln  zu  berechnen. 
Wir  fällen  im  Baume  MBCD  von  D ein  Lot  auf  die  Ebene  MBC, 
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(las  dicselbo  in  E treffen  möge.  Dann  errichten  wir  im  Raume 
MABC  auf  der  Ebene  MBC  in  E ein  Lot  EU  und  legen  durch  dieses 
Lot  nnd  durch  DE  eine  Ebene.  Schliesslich  fällen  wir  von  D in 
der  Ebene  DEH  ein  Lot  DF  auf  EH-,  dann  steht  DF  senkrecht 
auf  dem  Raume  MABC-,  denn  die  Ebene  DEF  steht  nach  Con- 
struction  senkrecht  auf  dem  Raume  MABC  nnd  DF  senkrecht  auf 
der  Schnittlinie  des  Ranmes  mit  der  Ebene.  Nun  ist  im  rechtwink- 
ligen Dreieck  DEF  jene  gesuchte  Höhe 

DF  =•  DEsh\^yz  yU 


wo  sinx^3»jt  den  Sinus  der  beiden  Räume  MABC  und  MBCD 

bedeutet.  DE  ist  aber  gleich  r«  *1".—  daher  ist 
® " sinjj  ’ 

. . sinkst 

AIABCD  = rr|  rar.[Sinx^3Sillx^2y3t  — 

Nun  ist  nach  den  früher  gehrauchteu  Ilezeichnuugeu 


sin»xj,3  ft,„  siu^yzt  ■=■ 


siu*x,v3  yzt  l — cos*(p 


8**_~ 

l‘llf‘44 


Für  sixi^yz  wollen  wir  die  Bczcichnnng  (tji  44  eiuführen,  weil  dieses 
Simisquadrat  diejenige  Determinante  bedeutet,  welche  übrig  bleibt, 
weuü  mau  in  J die  erste  nnd  vierte  Zeile  und  Colouue  fortlässl. 
Daun  ist 


(24  MABCDy  — (rrii-a 


Der  .Vusdruck  — J— ‘li — j,t,  m,;!,  einem  bekannten  Determi- 


f*n  4* 

uantonsatze  (Baltzer  § 7,  3 der  5.  Auflage)  =■  H.  Wir  erhalten  also 


sin’*xy3sin*x^2  y-i 


siuV^t 

sin  ^3 


Die  Determinante  zf  wollen  wir  durch  sin^^xyst  bezeichnen , weil  sic 
ganz  analog  gebildet  ist  dem  Ausdruck  für  am^ryz.  Demnach  ist 

'24MABCD  = rCjCji-gSinx^tt 

Damit  hätten  wir  den  Inhalt  des  vierdimeusioualen  Pentaeders 
berechnet.  Ganz  allgemein  lässt  sich  zeigen,  dass  der  Inhalt  des  n- 
dimensionalen  (n+l)seits  multiplicirt  mit  n!  gleich  ist 


I' C|  . . . Tb— tsiniteic  . . . z^csinuvic  . . . xyzvw  , , . xyzt, 

sinwte  . . . xyzt 
sinntc  . . . xyz 
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Wenn  nnn 


cos<p 

ist,  dann  ist  jener  Ansdruck 


V 


llln  (ttiX 
(*I1  finn 


= rriV^  . . . r„-i8in«»w  . . . ijrJt 


und  umgekehrt,  wenn  wir  anf  einem  anderem  Wege,  ohne  Znhilfe- 
nahmo  des  Winkels  tp  gefunden  haben,  dass  der  Inhalt  des  n-dimcn- 
sionalen  (« -j- 1)  ecks 
1 

— , rrj  . . . rH-lSin«»w  . . . xyzt 
ist,  dann  können  wir  daraus  schliessen,  dass 


cos  tp 


K 


Itlnflnl 

flnu 


ist.  Um  den  Inhalt  des  vierdimensionalen  Pentaeders  ohne  Zuhilfe- 
nahme des  Winkels  tf  zu  berechnen,  müssen  wir  uns  zunächst  den 
analytischen  Ausdruck  eines  Raumes  bilden,  der  auf  ein  Coordinaten- 
system  von  vier  auf  einander  senkrecht  stehenden  Achsen  bezogen 
ist.  Ein  Raum  ist  bestimmt  durch  4 Punkte.  Die  Uoordinaten  der- 
selben seien 


■Po  — (^o>  Joi  *o)i  f’i  — (*i)  #1)  ^11  tj)>  Pa  — (‘Ta,  y*,  -j,  tj) 

■f  a (^3»  ysi  *31  ts) 

Jetzt  nehmen  wir  anf  PqPj  einen  Punkt  P^'  an,  so  dass  P^P^‘P„P^=^u 
ist.  Dann  siud  die  Coordinaten  des  Punktes  P^' 

= ä'o  + (»‘i  — a-o)« 
y\'  ” yo-f  (»1  - yo)« 
h'  =*o  + (*i  — »(i)“ 
h'  — to  + ('j  — 'o)»‘ 

Ebenso  nehmen  wir  auf  P^  I\,  P^  P^  Punkte  P^',  P3'  an,  so  dass 
Pq  Pa  • Po  Ps  tind  P0P3*  J P0P3  “ 


ist.  Dann  bilden  wir  ein  Parallclepiped  mit  den  Kanten  PoP/, 
P0P3,  Pö^V-  Der  Punkt,  welcher  J,,  gegenüberliegt,  heisse  P.  Die 
Coordinaten  desselben  sind: 


ar  “ a'o  + ('*i  — aro)  “ + (3-8  — a-o)® 

y ” .Vü+(yi  - yo)'‘  + (y»— yo)»+(y3  — y«)® 

* •“  *„  + (*1  -*o)«  + (=3  -aola’  + f*:)  — *üV 
t -=  <0  + (*1  ~ ^0) “ "1“ U3  — t(|)»-(-(t3  — (jjiC 
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Eliminirt  man  daraas  u,  t>  and  te,  so  ist: 

» — V —Su  * — *0  ' -<o 
^0  Pi  Po  H *0  h ^0 

^8  *^0  y»—  J/o  *8  ~ ^ ^8  ^0 

*■3  *«  ya  Wo  *j  — *0  *3  *0 

Wenn  wir  nnn  u,  v nnd  w alle  möglichen  Werte  durchlanfen  lassen, 
dann  darchlänft  der  Punkt  P den  gnnzen  Ranm;  jene  Determinante 
ist  also  der  analytische  Ansdrnck  des  Raumes,  der  durch  die  Punkte 
igi’,  hindurchgeht.  Ist  die  Determinante  nicht  0,  sondern 
etwa  = R,  dann  liegt  anchP  nicht  in  dem  Raume  PoP,  Pt  Pa-  Dann 
ist  R der  Inhalt  eines  vierdimensionalen  Parallelepipeds  mit  den 
Kanten  Pg  P,  Pt  Pt,  Po  Pt,  Po  Pt  oder  der  viemndzwanzigfache  In- 
halt des  vierdimensionalen  Pentaeders  PP*  P,  Pj  Pj.  Nnn  sei 
PgP  =r 

PgPg  = r8 
n^’3  = rg 

Ferner  seien  die  Winkel,  welche  PgP  mit  den  Coordinatonachsen 
bildet  = «,  ß,  y,  d nnd  dementsprechend  die  Winkel  der  übrigen 
Kanten  mit  den  Achsen 


= (“1.  ßi,  Yi,  ^i).  (“8.  ßi,  Ys,  ^s).  (“3.  ft)  ys.  ft)- 
Dann  wird : 


r costt 

r COSjJ 

r COSy 

r cos  5 

Tj  COSffj 

r,  COS  fi, 

r^  COS  Yi 

T|  COS 

COS 

rt COS  ßt 

r 8 COS  Yi 

rj  cos  ^5 

rj  COS  «8 

rjCOS/Jg 

rgcosys 

r^cos 

COS  ft 

COS/3 

cosy 

cosd 

cos  ft| 

cos^l 

cosyi 

cosd, 

COS  0^ 

cos  Pt 

COS  Yt 

cos  ft 

COSft3 

ccsßt 

COSya 

cos  ft 

Erheben  wir  den  Factor  von  rr,  r2rj  in’s  Quadrat,  dann  wird  der- 
selbe gleich 

C0S*«-f-C0S*^-}-C08*y-}-C0S*d  I 

cosncosoj-l-cosjScos/Ji-j-cosycosyi-J-cosdcosdj  . . 

cosocosoi-t-cos^cos^i-t-cosycosyj-l-cosdcoBft 

cos*o,-|-cos*/3,-J-cos*yi-|-cos*d,  . . 
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Ziehen  wir  nnn  durch  den  CoordinatenanfangBpunkt  0 eine  Strecke 
00,  ■=  1 parallel  zu  P,  P und  projiciren  wir  dieselbe  auf  die  Achsen, 
dann  sind  die  Projoctionen  =coso,  co*jS,  cosy,  cosä  und  wir  er- 
halten durch  wiederholte  Anwendung  des  Pythagoräisebon  Lehr- 
satzes : 

C0S*«-f-C08*/J  -j-COsV  + COS'ä  = 1 

Ziehen  wir  nun  durch  0 eine  Strecke  00,-1  parallel  zu  P#  ““d 
bezeichnen  wir  den  Winkel  0,00,  mit  ry,  dann  ist 

(0, 0,)*  ■=  2—2  cos  ry 

nach  einer  bekannten  Formel  der  Trigonometrie.  Drücken  wir  nnn 
(0,0,)*  durch  die  Coordinaten  der  Punkte  0,  und  0,  ans,  so  erhalten 
wir: 

(0,0,)*  = (coso  — coso,)*-t-(cosj3  — cos(J,)*-j-(cosy— cosy,)* 

-}-  (cos  d — cos  Ä,  )*  — 2 — 2(cos  « cos  «,  4-  cos  ^ cos  (S,  cos  y cos  y, 

-|-cosdcosd,) 

Nnn  war  aber 

(0,0,)*  = 2 — 2cosxy 

also  ist 


cos  a cos  «,  cos  ß cos  -f-  cos  y cos  y,  -|-  cos  d cos  d,  — cos  ly 

Setzt  man  diese  Werte  ein  in  die  zuletzt  betrachtete  Determinante, 
daun  wird  dieselbe  gleich 


1 cosxy  COSxz  cosxt 
COSxy  1 cosy,  COSyt 
cos  xs  COSyj  1 COS  zt 
COS  cosyt  COSxt  1 

Diese  Determinante  haben  wir  früher  mit  sin*xyx(  bezeichnet.  Es 
ist  also 

24  PPq  P,  P,  P,  — r r,  r,  r,  sin  ayst 

Daraus  ergiebt  sich,  wie  wir  früher  gesehen  haben,  der  bekannte 
Wert  für  cosqp.  Wir  haben  also  unsere  Aufgabe  gelöst,  den  Winkel 
q>  zu  berechnen  ohne  Zuhilfenahme  von  sphärischer  Tetraedrometrie. 


Der  Winkel,  den  zwei  Räume  von  beliebiger  Dimension  mit 
einander  bilden,  lässt  sich  nach  ganz  derselben  Methode  berechnen. 
Es  ist  stets; 


cos  o> 


f*-'*l*.*j: 

y»  (itk 
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XXL 

lieber  eine  Analogie  des  Laplace’schen 
Determinantensatzes. 

Von 

Ernst  Liers. 


Nach  dem  Laplace’schen  Dctcrminantensatz  kann  man  eine 
Determinante  vom  Grade  n zerlegen  in  Productc,  deren  einer  Factor 
eine  Unterdeterminante  vom  Grade  m,  der  andere  eine  ünterdeter- 
miuante  vom  Grade  n — m ist.  In  Folgendem  soll  nun  gezeigt  wer- 
den, dass  man  die  Determinante  auch  in  Productc  zerlegen  kann,  deren 
beide  Factoron  ünterdeterminanten  vom  Grade  m sind;  allerdings 
muss  daun  die  Determinante  noch  multiplicirt  sein  mit  einer  Unter- 
doterminante  vom  Grade  "m  — n. 

Es  sei  z.  B.  gegeben  die  Determinante 

i{  = 2 i Oll  Ojü  «33  «41  <lr,i  flo(; 

Die  Unterdetermiuanteu  5.  Grades  wollen  wir  mit  a,t  bezeichnen. 
Dann  ist  nach  einem  bekannten  Determinantensatz  (Baltzcr  § 7,  3 
der  5.  Auflage): 

; «11  «IS  «15  «IB 

Cl*n «41  «44  «45  «4U  j 

fl«44  ««56  ««6ö  ■ «51  «54  «55  «5ti  j 

1 «lil  «54  «55  «65  i 

«11  «14  I «65  «56  I _ «11  «14  II  «45  «45  , «11  «12  ]|  «45  «25  ' 

' «41  «22  II  «55  «55  ! , «51  «54  I «55  «55  i ' 1 «51  «54  I «65  «55 

I «41  «42  I «15  «15  j «41  «24  | «15  «15  i j «41  «62  ||  «14  «15 

: «41  «64  I!  «55  "151  I i «51  «54  11  «55  «55  i I «51  «54  | «45  «25 
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Diese  Determinanten  2.  Grades  stellen  zweite  partielle  Differential- 
qnotienten  der  Determinante  li  dar;  z.  B.  ist 


; “11  “n  1 

Wir  erhaiteu  also: 

1 “*l  «22  1 

■'*•0  n "• 

R 

d*R 

B‘‘R 

0äj?  02  iJ 

02fl 

9“55  Sa-et 

0^2  j 0(Zjj 

0a^5  0agg 

+ 

5^R 

d^R 

02/^ 

d^R 

0rtjj  0<Zgs 

0025 

'^Soj,  SOj, 

0Oj5  0ögg 

d^R 

S^R 

^R_ 

d^R 

0Q^1  0^g2 

0^50 

■*■005,  0052 

0flj5  0«26 

Bezeichnen  wir  nun  die  Unterdeterminanteii  von  R in  der  von 
Vandermondo  eingeführten  Weise  durch  einen  Bruch,  dessen  Zähier 
die  Zeilen,  dessen  Nenner  die  Colonnen  bedeuten,  daun  ist; 

34  m4  3456  _1^ 

•”34“  1234  • 3456  1234’  3456  ^ 1234'  3456 

2^  2^  _ ^6  ^45  34^  1M4 

+ 1234  ■ 3456  ~ 1234  ' 3456'^  1234  ‘ 3456 

Damit  haben  wir  eine  Determinante  vom  Grade  6 mnltiplicirt  mit 
einer  Untordeterminante  vom  Grade  2 zeriegt  in  Producte,  deren 
Factoren  Unterdeterminanten  vom  Grade  4 sind.  In  derselben  Weise 
lässt  sich  zeigen,  dass  man  ganz  allgemein  eine  Determinante  vom 
Grade  » mnltiplicirt  mit  einer  Unterdeterminante  vom  Grade  2m  — n 
zerlegen  kann  in  Producte,  deren  Factoren  Unterdeterminanten  vom 
Grade  m sind.  Man  beweist  diesen  Satz,  indem  man  eine  Deter- 
minante vom  Grade  2(n — m),  deren  Elemente  Unterdeterminanten 
vom  Grade  n — 1 der  Determinante  vom  Grade  n sind,  zerlegt  in 
Determinanten  vom  Grade  n — m. 


Arch.  d.  Math.  a.  Fhjg.  2.  Btih«.  T.  XU. 
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XXII. 

lieber  eine  Schar  von  Curven  auf  einer 
Tangentenfläche . 


Von 

R.  Hoppe. 


Ein  von  Habich  gefundener  Satz  bezüglich  ebener  Curven, 
cntiialten  in  seiner  Abbandlnng:  „Sur  un  systime  particulier  de 
coordonndes“  Annali  di  Matematica  2.  Reihe  Bd.  II.  p.  131 — 150 
— hat  zur  unmittelbaren  Folge  einen  andern  Satz,  welcher  gleicher- 
weise für  Raumeurven  gilt.  Da  der  letztere  der  einfachere  ist,  und 
in  seinem  Beweise  der  erstere  als  eine  Synthese  ans  ihm  mitbewiesen 
erscheint,  so  kehre  ich  die  Dcductionsfolgo  um  und  stelle  als  Er- 
weiternug  des  Habich’scheu  folgenden  Lehrsatz  auf. 

„Alle  Curven,  welche  die  Tangenten  einer  festen  Urcurve  unter 
gleichen  Winkeln  schneiden,  haben  die  Eigenschaft,  dass  ihre  KrUm- 
mnngsmittelpunkte  entsprechend  jeder  Tangente  mit  deren  Berührungs- 
punkte in  gerader  Linie  liegen.“ 

Znm  Beweise  genügt  die  blosse  Eotwickelnng  der  analytischen 
Bestimmungsstücke  einer  beliebigen  Trajectorie.  Seien  xyn  die  Coor- 
dinaten  eines  Punkts  F der  Urcurve  *;  «jyi^i  die  des  entsprechen- 
den Pnnkts  1\  einer  Trajectorie  die  ihres  KrUmmugs- 

mittelpunkts ; «j  die  Strecke  Fl\  längs  der  Tangente;  fgk,  f’g'h', 
Imn  die  Ricbtungscosinus  der  Tangente,  Hanpt-  und  Biuormale  von 
»,  mit  Index  1 von  t und  » der  Krümmungs-  und  Torsions- 
dt 

Winkel,  mithin  der  Krümmungsradius,  und  bezeichne  der  Accent 

die  Differentiation  nach  t,  bei  /jyil'i  nach  t,.  Dann  sind  die  Glei- 
chungen von 
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Xi  = x-\- Ulf-,  etc. 

Sie  geben  nach  Differentiation: 

fl  0«,  = /0(ttj  -}■*)+/ “i 

0»1*  — [0(t»i+«)]*  + K0r)* 


(1) 


woraus : 
zeriegbar  in 


so  dass 


0(“i+«)  n,  3t 


/i  => /cos (t-j-/' sinn;  etc. 
wird.  Kach  nener  Differentiation  kommt: 

/j'0r,  = — /0(n  + T)sinn+/*0(l'‘H“'')cosn+^0^sinn;  etc. 
worans : 
zeriegbar  in 


(2) 

(3) 


Sti®  = [(n+T)]®  + (03-sinn)* 


0(f*+r)  0#sinu 

— — “Cosr;  — - ■ =■  sin  V 

daher  ist 

fl  = (— /siun  + /'cosft)cosv-}-Zsinv;  etc. 
Ferner  hat  man  nach  der  zweiten  Gl.  (2) 

^ + “>  (^+  A')’  ®‘"- 


(4) 

(5) 


Gleichnngen  von  der  Form 

a'o  = a:  + «,L;  + Zj  — z+u,iV  (6) 

WO 

i = /^+/'/f  + i C;  M — gA-\-g'h-\-mC 

N =■  hA-\-h’B-\-nC  (7) 

und  nach  Gl.  (4)  (5) 

^ n’+sie^»'  n co6ncos®v  siiivcosv 

Deo  Gleichnngen  (3)  zufolge  ist  n der  Winkel  zwischen  den 
Tangenten  an  *i  und  s,  welcher  nach  Voraussetzung  für  alle  Tra- 
jectorien  gleich  sein  soll.  Die  Gl.  (4)  zeigen,  dass  demzufolge  auch 

^'sinu 

v-arctg^:pj- 

fUr  alle  Trajectorien  dieselbe  Grösse  ist.  Allo  andern  in  den  Aus- 
drücken von  L,  M,  N enthaltenen  Grössen  gehören  der  Urcurvo  an, 
sind  also  auch  gemeinsam.  Da  nun  nach  Gl.  (6)  L,  M,  N sich  ver- 
sa* 
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baltoD  wie  die  Riclitangscosinus  der  von  Pausgehenden  Geraden  G, 
auf  welcher  der  KrOmmnngsniittelpnnkt  von  s,  liegt,  so  ist  diese  Ge- 
rade dieselbe  für  alle  Trajectorien,  was  zu  beweisen  war. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

r»  =.  + A* 

so  sind 

L M N 
r ' r ' r 

die  ßichtnngscosinns  jener  für  das  ganze  Trigectoriensystem  gemein- 
samen Geraden,  und 

ujr,  «,1-,  u,r,  . . . 

die  Strecken,  weiche  die  Krümmnngsmittelpunkte  von  Sj  . . . 
auf  ihr  von  P ans  begrenzen. 

Die  Gerade  G variirt  mit  (i.  Daher  kann  man  fragen,  ob  sie 
für  zwei  verschiedene  p,  sie  seien  fi,  und  ftj,  dieselbe  sein  kann? 
Hinreichende  und  notwendige  Bedingung  ist,  dass  für  irgend  eine 
Function  q 

A,  = sAij  Pj  = sBiJ  Cj  — ■ g C| 

sei.  Für  gegebene  Curve  < stehen  3 Grössen  /i, , ft,  und  q zur 
Verfügung.  Die  allgemeine  Untersnehung  der  Frage  scheint  ans- 
gicbtslos.  Setzt  man  aber  'S-' ->  0,  mithin  v = 0,  so  erfüllen  die 
Werte 

alle  Bedingungen,  und  diese  Lösung  enthält  den  Uabich’schen  Satz. 
Für  Baumeurven  habe  ich  keinen  entsprechenden  Satz  gefunden. 

Umgekehrt  können  wir  folgern:  Entspricht  für  eine  Urcurve  « 
jedem  (ii  ein  ft,  mit  gemeinsamer  Geraden  O,  so  muss  diese  Gerade 
allen  durch  ft  fti  charakterisirten  Trajectorien  gemeinsam  sein. 
Da  also  durch  den  Habich’schen  Satz  das  hier  Vorausgesetzte  für 
ebene  Curven  t,  und  nur  für  ebene,  bewiesen  ist,  so  folgt  ans  ihm 
für  ebene  Curven  «,  und  nur  für  ebene,  der  anfangs  anfgestellte 
Lehrsatz,  ist  mithin  dieser,  sofern  er  für  beliebige  Baumeurven  gilt, 
eine  Erweitemng  von  ihm. 
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XXIII. 

lieber  geradlinige  Asymptoten  algebraischer 
Curven. 


Von 

Oborlohror  Dr.  A.  Himstedt. 


§ 1.  Die  allgemeine  Gleichung  einer  Cnrve  nter  Ordnung  bat 
die  Form: 

(1)  . . . ^»y’)+ • • • 

+ (.l»a;"  + Ä»x— »y+.  . . +n Q»j")  - 0 

Um  die  Ricbtnngen  zu  bestimmen,  nach  denen  sich  die  Curvo 
in’s  Unendliche  erstreckt,  führen  wir  Polarcoordiuatcn  ein,  indem  wir 

X — r . cos  ö und  y =•  r . sin  0 

setzen.  Dadurch  geht  die  Gleichung  (1)  Ober  in 

(2) .  . . .d,+(.4,cos0-j-Ri8in0) . r-[-(.d,cos*0+j5jCos0siii0-j-C,sin*0)r* 

-f-  • . . +(.d„cos"0+.BHCOS"~'0sin0-|-  . . . 
+P»cos0sin»-*0+QHsin"0)r»  = 0 

Soll  sich  nnn  diese  Cnrve  in’s  nnendlicbe  erstrecken,  so  muss  der 
Radinsvector  r —cc  werden,  nnd  dies  ist  der  Fall,  wenn : 

(3) .  . . ^»Co8"0  + Rncos’*“'0sin0+ . . .+Q»8in"0->O 

gesetzt  wird,  wie  sich  leicht  ergiebt,  wenn  wir  die  obige  Gleichung 
durch  r»  dividiren  und  dann  r = oo  setzen.  Dividiron  wir  ferner  die 
Gleichung  (3)  durch  cos’'0,  so  ergiebt  sich: 

(4) .  . . v4„  + jy,tang0+ . . . -)-0»tang"6  0 
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nnd  die  Auflösnog  dieser  Gleichung  nach  tangd  ergieht  dann  die- 
jenigen Richtungen,  für  welche  der  Eadiusvector  unendlich  gross 
wird.  Da  die  Gleichung  (4)  in  Bezug  auf  tangö  vom  nteu  Grade  ist, 
so  folgt  hieraus  der  bekannte  Satz: 

(5)  . . . „Für  jede  Cnrve  nter  Ordnung  giebt  es  im  allgemeinen  » 

„verschiedene  Richtungen,  nach  denen  sich  dieselbe  in’s 
„Unendliche  erstreckt.“ 

Diese  Richtungen  mögen  die  Asymptotenrichtnngen  der  Curve 
genannt  werden. 

Gehen  wir  von  Gleichung  (3)  wieder  zu  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  Uber,  so  ergiebt  sich: 

(6)  . . . + . . . -f  = 0 

Diese  Gleichung  repräsentirt  bekanntlich  n durch  den  Anfangspunkt 
gehende  Gerade,  und  nach  dem  Vorigen  ist  klar,  dass  jede  dieser 
Geraden  die  Curve  im  Uucudlichou  durcbschneidet.  Wir  können 
daher  folgende  Regel  aufstellen:  ' 

(7)  . . . „Um  die  Asymptotenrichtungen  einer  algebraischen  Curve 

„kennen  zu  lernen,  setze  man  die  Glieder  höchster  Dimen- 
„sion  gleich  null  und  zerlege  die  linke  Seite  dieser  Glci- 
„chung  in  lineare  Factoren.“ 

Dass  jede  der  in  (6)  enthaltenen  Geraden  die  Curve  im  Unend- 
lichen durchschneidet,  lässt  sich  auch  in  folgender  Weise  dartun. 
Angenommen,  es  sei: 

ax~\-by  = 0 

eine  dieser  Geraden.  Eliminiren  wir  eine  Veränderliche , z.  B. 
aus  dieser  Gleichung  und  der  allgemeinen  Curvengloichung  (1),"  so 
erhalten  wir  offenbar  eine  Gleichung,  welche  in  Bezug  auf  x vom 
Grade  « — 1 ist:  Nun  kann  aber  jode  Gleichung  vom  Grade  n — 1 
angesehen  werden  als  eine  Gleichung  «ten  Grades,  welche  n — 1 
endliche  und  eine  unendliche  grosse  Wurzel  hat.  Denn  ist 

(8) .  . . Q = 0 

eine  Gleichung  n ten  Grades,  und  setzen  wir  a:  = so  dass 

(9)  . . . A-f-J3z-l-Ca*-f  . . . Qj»  = 0 

wird,  so  erkennt  man  leicht,  dass  für  A = 0 die  Gleichung  (9)  eine 
Wurzel  ü — 0,  und  folglich  die  Gleichung  (8)  eine  unendlich  grosse 
Wurzel  hat,  und  dass  gleichzeitig  der  Grad  dieser  Gleichung  für 
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^ “ 0 sich  um  eine  Einheit  erniedrigt  Wäre  ferner  A B — 0, 
so  hätte  (9)  zwei  Wurzeln  » = 0 und  folglich  (8)  zwei  unendlich 
grosse  Wurzeln,  d.  h.  jede  Gleichung  vom  Grade  n — 2 kann  an- 
gesehen werden  als  eine  Gleichung  nten  Grades,  welche  zwei  un- 
endlich grosse  Wurzeln  hat,  n.  s.  w. 

Die  linearen  Factoren  der  Gleichung  (6)  sind  entweder  reell 
oder  imaginär.  Ist  n eine  gerade  Zahl,  so  kann  cs  geschehen,  dass 
sämtliche  dieser  Factoren  imaginär  sind.  Wir  können  dann  schlicssen, 
dass  sich  die  Curve  in  diesem  Falle  überhaupt  nicht  iu’s  Unendliche 
erstreckt,  sondern  ganz  im  Endlichen  gelegen  ist,  wie  z.  B.  die 
Ellipse,  die  Lemniskate  n.  s.  w.  Wenn  aber  n eine  ungerade  Zahl 
ist,  so  muss  mindestens  ein  Factor  der  Gleichung  (6)  reell  sein,  da 
die  imaginären  Factoren  immer  paarweise  auftreten.  Es  folgt  hier- 
aus unter  Anderem  der  bekannte  Satz,  dass  eine  Curve  ungerader 
Ordnung  sich  stets  in’s  Unendliche  erstreckt. 

§ 2.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  unsere  Curve  in  der 
Richtung  einer  der  Coordinatenachsen,  z.  B.  der  i-Achso,  sich  iu’s 
Unendliche  erstreckt.  Dann  ist  einer  der  linearen  Factoren,  in 
welche  sich  die  Glieder  höchster  Dimension  zerlegen  lassen , gleich 
y,  und  die  Gleichung  der  Curve  bat  dann  unmittelbar  die  Form; 

y • Fii-i-f-  Un-i-t”  • • • “l”  Do  ™ 0 

wo  die  V und  V ganze  Functionen  von  x und  y bedeuten,  deren 
Grad  durch  den  Index  gegeben  ist.  Ordnen  wir  vorstehende  Glei- 
chung nach  fallenden  Potenzen  von  x,  so  erhalten  wir  ein  Resultat 
von  der  Form: 

(10) .  . ,a:«-HAo  + A,y)+x>‘-HH^  + B,y  + B^y^) 

-hx"-^(Ca~\-Cjy~\-C,y^~\-C'sy^)-\- . . . 0 

Jede  Parallele  zur  x Achse  hat  mit  dieser  Curve  einen  Punkt  im 
Unendlichen  gemein,  denn  die  Substitution  y =—  a liefert  in  Bezug 
auf»  eine  Gleichung  vom  Grade  n — 1,  und  diese  hat,  nach  dem, 
was  in  dem  vorigen  § bewiesen  ist,  eine  unendlich  grosse  Wurzel. 
Unter  allen  diesen  Geraden  giebt  es  eine,  welche  mit  der  Curve  zwei 
Punkte  im  Unendlichen  gemein  bat.  Diese  Gerade  ist: 

(11)  • • • ^0+-^!  y “ 0 

Denn  durch  Elimination  von'  y aus  (10)  und  (11)  resultirt  eine 
Gleichung,  welche  in  Bezug  auf  x vom  Grade  n — 2 ist  und  demnach 
zwei  unendlich  grosso  Wurzeln  bat.  Die  Gerade  (2)  wird  eine  ge- 
radlinige Asymptote  der  Corvo  genannt.  Ist  A,  = 0,  so  liegt  diese 
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Asymptote  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  im  Unendlichen,  wie  z.  B. 
bei  der  Apollonischen  Parabel: 

ax  — t/*  = 0 

Ist  dagegen  A,  von  null  verschieden,  so  ist  (11)  eine  Gerade  im 
endlichen  Abstande  vom  Anfangspunkte.  In  letzterem  Falle  wollen 
wir  diese  Gerade  als  neue  »-Achse  wählen;  dann  geht  die  Gleichung 
(10)  in  folgende  Uher: 

(12)  . . . »»-*  . y+*"““(“o  + «i  y + ««»*) 

+ »"-«(Jo+iiy-f  isy’)+ • • • — 0 

und  wir  wissen,  dass  dann  die  z-Achse  selbst  eine  Asymptote  der 
Cnrve  ist.  Um  nun  zu  untersuchen,  wie  die  Curve  zu  dieser  Asymp- 
tote liegt,  betrachten  wir  die  der  Asymptote  benachbarte  Parallele: 

(13)  ...  fl,  limA  ■=  0 

und  bestimmen  die  Schnittpunkte  von  (12)  und  (13).  Zn  dem  Zwecke 
eliminiren  wir  y aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  erhalten: 

(14) .  . . A . z"“*-f-z’'~2(oo  + ajÄ4'“s^*) 

Wollen  wir  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  nur  näherungsweise  be- 
rechnen, so  dürfen,  da  limA  = 0 ist,  die  unendlich  kleinen  Grössen 
qjA  und  a,A^  gegen  die  endliche  Grösse  a„  vernachlässigt  werden, 
ebenso  ijA,  iijA*  und  öjA*  gegen  i,  u.  s.  w.,  so  dass  die  vorige  Glei- 
chung sich  zu 

j|ja;H-s^  . . . = 0 

vereinfacht.  Sollen  aber  ferner  nur  diejenigen  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung in  Betracht  gezogen  werden,  welche  unendlich  gross  sind,  so 
dürfen  auch  und  alle  niedrigeren  Potenzen  vou  z gegen  die 

Glieder  und  Az"-'  vernachlässigt  werden,  denn  unendlich 

grosse  Grössen  von  niedrigerer  Ordnung  kommen  gegen  solche  von 
höherer  Ordnung  nicht  in  Betracht.  Unsere  Gleichung  vereinfacht 
sich  also  weiter  auf 

Az"— '-|-aoz"-2  0 

und  hieraus  folgt: 


Die  der  Asymptote  benachbarte  Gerade  (13)  schneidet  also  die  Curve 
im  Unendlichen  in  demjenigen  Punkte,  dessen  Abscisse  durch  (15) 
gegeben  ist.  Da  nun  z mit  A gleichzeitig  sein  Vorzeichen  ändert. 
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SO  folgt,  dass  Ton  den  beiden  der  x- Achse  benachbarten  Parallelen 
y = +A  und  y — —h,  die  eine  die  Cnrve  im  positiv  Unendlichen, 
die  andere  im  negativ  Unendlichen  durchscbneidet,  oder  mit  andern 
Worten,  die  Curve  liegt  im  Unendlichen  anf  verschiedenen  Seiten 
ihrer  Asymptote.  (Fig.  1).  Dies  ist  z.  B.  bei  der  gleichseitigen 
Hyperbel 

xy  — o*  = 0 


der  Fall. 


§ 3.  Die  Resnltate  des  vorigen  Paragraphen  verlieren  ihre 
Giltigkeit  in  dem  Falle,  vro  in  der  Gleichnng  (14)  der  Coefficient 
verschwindet.  Dann  roducirt  sich  diese  Gleichung,  wenn  wir  wieder 
limA  =■  0 und  lim*  — co  voraussetzen,  auf 


und  hieraus  folgt: 
(16).  . . 


Die  Gerade  y — A schneidet  also  die  Curve  nur  dann  in  reellen 
Punkten,  wenn  der  Ansdruck  ~ eine  negative  Grösse  ist,  d.  h.  ent- 


weder nur  für  positive  oder  nur  für  negative  Werte  von  A.  Wir 
schliessen  daraus,  dass  die  Curve  im  Unendlichen  auf  einer  und  der- 
selben Seite  ihrer  Asymptote  liegt,  und  zwar,  wie  wir  ans  dem 
doppelten  Vorzeichen  der  Wurzelgrösso  erkennen,  im  positiv  und 
im  negativ  Unendlichen.  (Fig.  2).  Die  Asymptote  y ■-  0 schneidet 
in  diesem  Falle  die  Curve  dreimal  im  Unendlichen,  denn  setzen  wir 
y — 0 in  die  Curvengleichung  ein,  so  erniedrigt  sich  der  Grad  der- 
selben offenbar  um  3 Einheiten.  Die  Curve  besitzt  demnach  im 
Unendlichen  einen  Wendepunkt,  wie  dies  z.  B.  bei  der  Hyperbel 
dritter  Ordnnug 

®*y  — a®  = 0 


der  Fall  ist. 


Nehmen  wir  ferner  an,  dass  in  der  Gleichung  der  Curve  (12) 
auch  der  Coefficient  A„  verschwindet,  dass  also  oj  = 4^  •=■  0 ist,  so 
erhalten  wir  aus  (14)  die  reducirte  Gleichung: 

A®n-t  j,»— 4 _ 0 

und  hieraus 


Wie  man  sieht,  ist  die  Abscisse  * jetzt  wieder  für  jedes  positive 
oder  negative  A reell,  und  wechselt  gleichzeitig  mit  A sein  Zeichen, 
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d.  h.  die  Curve  liegt  im  Unendlichen  auf  verschiedenen  Seiten  ihrer 
Asymptote,  und  zwar  im  positiv  und  im  negativ  Unendlichen,  wie 
in  Fig.  1.  Ferner  hat  die  Asymptote  jetzt  4 Punkte  mit  der  Curve 
im  Unendlichen  gemein,  denn  der  Grad  der  Curvengleichung  wird 
durch  die  Substitution  y = 0 offenbar  um  4 Einheiten  erniedrigt. 
Die  Curve  besitzt  in  diesem  Falle  im  Unendlichen  einen  Uudulations- 
pnnkt.  Als  Beispiel  führen  wir  die  Hyperbel  vierter  Ordnung  an: 

x^y  — a*  = 0 

Wie  diese  Untersuchungen  weiter  forlzusctzcn  sind,  ist  leicht  er- 
sichtlich. Wir  können  daher  den  folgenden  Satz  aufstellcn: 

(18)  . . . „Eine  algebraische  Curve  liegt  im  Unendlichen  auf  der- 

„selbeu  oder  auf  verschiedenen  Seiten  ihrer  Asymptote, 
„je  nachdem  diese  mit  der  Curve  eine  ungerade  oder  ge- 
„rade  Anzahl  von  Punkten  im  Unendlichen  gemein  hat.“ 

§ 4.  Wir  wollen  jetzt  den  Fall  untersuchen,  wo  zwei  der 
Asymptoteurichtungen  in  dieselbe  Gerade,  z.  B.  die  ar-Achso  zusam- 
menfallcn.  Die  Gleichung,  unserer  Curve  bat  dann  offenbar  die 
Form: 

»*  . U..-2+  Un-i-f  U„_2-f  . . . = 0 

oder  nach  fallenden  Potenzen  von  x geordnet: 

(19) .  . . A*>‘-*  + a:"-2(4o-f-A,y  + Aäy’) 

-\-x<‘~^B,  + B,y  + V,y^-JrBs,/)+  . . .=  0 

Jede  Parallele  zur  x-Aciisc  schneidet  die  Curve  einmal  im  Unend- 
lichen, denn  die  Substitution  y •=  a erniedrigt  den  Grad  der  Glei- 
chung um  eine  Einheit.  Allein  cs  giebt  jetzt  keine  zur  x-Achse 
parallele  Asymptote,  so  lauge  die  Constante  A von  null  verschieden 
ist.  Ist  jedoch  A = 0,  so  schneidet  jede  Parallele  zur  x-Achse  die 
Curve  zweimal  im  Unendlichen,  und  die  Curve  hat  alsdann  einen 
Doppelpunkt  im  Unendlichen.  Unter  allen  diesen  Geraden  giebt  es 
nun  zwei,  welche  mit  der  Curve  3 Punkte  im  Unendlichen  gemein 
haben,  und  welche  daher  die  beiden  Asymplolou  des  unendlich  fernen 
Doppelpunktes  genannt  werden.  Diese  beiden  Asymptoten,  welche 
offenbar  durch  die  Gleichung 

(90).  . . A,-|-A,  y-f-Ajj/*  = 0 

gegeben  sind,  können  reell  oder  imaginär  sein.  Lässt  sich  die  linke 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung  nicht  in  reelle  Factoren  zerlegen, 
so  hat  die  Curve  zwei  imaginäre  Asymptoton  und  im  Unendlichen 
einen  isolirten  Punkt,  woraus  wir  dann  scliliesseu,  dass  die  Curve  sich  in 
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diesem  Falle  überhaupt  nicht  in  der  Richtung  der  «-Achse  in’s  Un- 
endliche erstreckt,  wie  z.  B.  die  Curve 

x(a*-J-j*) — a*  = 0 

Im  andern  Falle  sei 

Aa-\-A^y-^-A^y*  = A^(y—a)(y  — a') 

wo  a und  o'  wei  reelle  Grössen  bedeuten.  Die  Curve  hat  dann  die 
beiden  reellen  Asymptoten 

y— a — 0 und  y — a' — 0 

und  jede  derselben  hat  mit  der  Curve  3 Punkto  im  Unendlichen  ge- 
mein, wie  sich  durch  Substitution  'unmittelbar  aus  der  Gleichung 
(19)  ergiebt,  indem  wir  die  Annahme  A >=  0 berücksichtigen.  Um 
nun  zu  untersuchen,  wie  die  Curve  in  Bezug  auf  die  Asymptoten 
liegt,  bestimmen  wir  wieder,  in  derselben  Weise  wie  vorher,  die 
Schnittpunkte  der  Curve  mit  einer  der  Asymptote  benachbarten 
Parallelen : 

y — a — h,  oder  y - a'  — h,  liraA  — 0 

Die  Resultate  sind  offeubar  dieselben  wie  im  vorigen  Paragraphen. 
So  bat  z.  B.  die  Curve 

i(o* — y*)  -a*  = 0 

die  beiden  Asymptoten  o±y  = 0,  und  zwar  liegt  die  Curve  im  Un- 
endlichen auf  verschiedenen  Seiten  jeder  Asymptote.  Die  Curve 

I®  (a®  - - y®)  — 2 oi  (o  -{-  y)®  -f-  a*  = 0 

liegt  im  Unendlichen  auf  derselben  Seite  der  Asymptote  o — y = 0, 
dagegen  auf  verschiedencu  Seiten  der  Asymptote  a-|-y  = 0.  Eud- 
liegt  die  Curve 

X*  (a*  — y®)  — a*  = 0 

im  Unendlichen  auf  derselben  Seite  der  einen  wie  der  andern 
Asymptote. 

§ 5.  Es  bleibt  jetzt  noch  der  Fall  zu  betrachten  übrig,  wo 
nicht  allein  2 Asymptotenrichtungen,  sondern  auch  die  beiden  Asymp- 
ten  selbst  zusammenfallen.  Die  Gleichung  der  Curve  hat  daun  dio 
Form: 

/Ix"-'  • (y  — o)®-|-x’‘-3(/t„-f-ö,y-f-Bjy®-|-il3y®)-|-  . . . = 0 
oder,  wenn  wir  die  Gerade  y — o ■=  0 als  neue  x-Achse  wählen; 
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(21).  . . x”-ä  . j,*4-x"-*(ao+a,  j + a,y*+«sy’) 

+ (io +^y+*s»*  + *3 • . .=  0 

Um  die  Lage  der  Curve  zu  ihrer  Asymptote  t/  =-0  za  bestimmen, 
untersuchen  wir,  wie  bisher,  die  Schnittpunkte  der  Curve  mit  einer 
zur  Asymptote  benachbarten  Parallelen 

p = h,  limA  — 0 

Durch  Substitntion  dieses  Wortes  in  die  Gleichung  (21)  geht  diese 
über  in 


(22).  . . (Oo-|-ai  A Oj 

+x— *(Ao  + AiA  + AjA»+A3A>+i,Ä‘)+.  . .=  0 

woraus  annäherungsweise 


oder 

(23)  . . . 


A*  . x"'*  — 0 


folgt.  Demnach  hat  dio  Abscisse  x des  unendlich  fernen  Schnitt- 
punkts stets  dasselbe  Vorzeichen,  gleichviel,  ob  A positiv  oder  ne- 
gativ genommen  wird.  Wir  scbliesscn  daraus,  dass  dio  Curve  im 
Unendlichen  auf  beiden  Seiten  ihrer  Asymptote  liegt  und  zwar  so, 
dass  beide  Aeste  sich  der  Asymptote  in  derselben  Richtung  nähern. 
(Fig.  3).  Dio  Curve  besitzt  im  Unendlichen  einen  Bückkehrpunkt 
der  ersten  Art,  wie  z.  B.  dio  Hyperbel  dritter  Ordnung; 

xy  * — o*  = 0 


Anders  gestaltet  sich  jedoch  die  Sache,  wenn  in  der  Gleichung  (21) 
der  Coefficicnt  oj  verschwindet.  In  diesem  Falle  leiten  wir  aus  der 
Gleichung  (22)  dio  folgende  ab: 


A*  . r"— 2-j-ojAi"-S-[-AoX"~*  = 0 
oder,  nach  Division  durch  x"-^: 

A*x*-|-ai  Ax-(-A|)  “ 0 

Die  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung  sind 


(24).  . . 


X 


— «I  ± — 4Aq 

2A 


Digitized  by  Google 


Himatedlx  Uehtr  geradUnigt  AsymploUn  algebraischer  Curven.  365 

nnd  von  ihnen  hängt  offenbar  die  Lage  der  Curve  ab.  Ist  zunächst 
Oi* — 4^0  < 0,  so  sind  jene  Wurzeln  complex,  woraus  wir  schliesscn 
können,  dass  die  Cnrve  daun  überhaupt  keine  Aeste  besitzt,  welche 
sich  in  der  Richtung  der  x- Achse  in’s  Unendliche  erstrecken.  Die 
Cnrve  besitzt  im  Unendlichen  einen  isolirten  Funkt,  dem  in  diesem 
Falle  allerdings  zwei  reelle  nnd  znsammenfallende  Asymptoten  ent- 
sprechen. Als  Beispiel  führen  wir  die  Curve  an: 

— axy(2o-|-y)-[-2a‘  =■  0 

Ist  ferner  Oj®  — 44j  > 0,  so  sind  die  beiden  Wurzeln  (24)  reell  und 
verschieden,  und  die  Curve  besitzt  dann  4 Aeste',  welche  sich  in 
der  Richtung  der  x-Achse  in’s  Unendliche  erstrecken  Haben  beide 
Wurzeln  dasselbe  Vorzeicben  (und  dies  ist  der  Fall,  wenn  > 0), 
so  hat  die  Curve  die  Gestalt  der  Fig.  4.  Sind  die  Wurzeln  von 
nngleicben  Vorzeichen  (t>„  < 0),  so  haben  wir  eine  der  Fig.  6 ähn- 
liche Gestalt.  In  beiden  Fällen  besitzt  die  Curve  im  Unendlichen 
einen  Selbstberübrnngspunkt.  Als  Beispiele  seien  erwähnt: 

— axy{^a-\-y)  = 0 

Ist  endlich  drittens  «i*  - 4ij  — 0,  wie  z.  B.  bei  der  Curve 
s.s  — 2a*x’y  -\-a*x  — o®  “0 

BO  werden  die  beiden  Wurzeln  (24)  einander  gleich.  Da  wir  in  diesem 
Falle  noch  keinen  Schluss  Uber  die  Lage  der  unendlichen  Aeste 
machen  können,  so  müssen  wir  noch  weitere  Glieder  der  Gleichung 
(22)  in  Betracht  ziehen.  Wir  erhalten  dann: 

A»x»-*-f-(a,Ä-|-a,A»)x“-3-|-(i„-l-JiA)x—' ‘ - 0 

oder  nach  Division  dnreh  x"~<: 

A»x*-f-(a,A-f  o,A»)x-f  (4o-f  A,A)  - 0 

Als  Wurzeln  dieser  Gleichung  finden  wir,  unter  Berücksichtigung 
unserer  Annahme,  dass 

Ol* — 4Aq  = 0 

sein  soll: 


— (gj-j-OgA)  V'2A(g,Oj  — 2Aj)-j-a^*A’* 


Wie  man  siebt,  sind  diese  Wurzeln  nur  für  solche  Werte  des  A 
reell,  welche  mit  der  Grösse  aja,  — 24,-  dasselbe  Zeichen  haben, 
d.  h.  die  unendlichen  Aeste  liegen  auf  derselben  Seite  der  Asymp- 
tote. Da  ferner  beide  Wurzeln  stets  dasselbe  Vorzeicben  haben,  so 
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bat  die  Curve  die  Gestalt  der  Figur  6 und  besitzt  demuacb  im  Un- 
endlicben  einen  Rttckkebrpnnkt  der  zweiten  Art.  — Wie  diese 
Untersnchungen  weiter  fortzasetzen  sind,  wenn  noch  weitere  Coef- 
ficienten  der  Gleichung  (21)  verschwinden,  ist  leicht  ersichtlich.  Man 
wird  stets  finden',  dass  die  Cnrve  im  Unendlichen  entweder  einen 
RUckkehrpunkt  (erster  oder  zweiter  Art),  oder  einen  Selbstborahrungs- 
punkt  oder  endlich  einen  isolirten  Punkt  besitzt. 

Zum  Schluss  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  ancb  in  dem  Falle, 
wo  drei  oder  mehr  der  Asymptotenrichtungen  zusammenfallen , die 
Lago  der  Curve  in  Bezng  auf  ihre  Asymptoten  in  ganz  ähnlicher 
Weise  bestimmt  werden  kann. 

Loehau,  Westprensson,  im  Juli  1893. 
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XXIV. 

Ueber  die  Trisection  des  Winkels  mittelst 
beliebiger  fester  Kegelschnitte. 


Von 

Dr.  Stephan  Glaser, 

Oberlehrer  am  Falk-Realgymnasium  zn  Berlin. 


In  den  letzten  Heften  des  Archivs  (II.  Reihe,  10.  Teil  pag.  333 
bis  336,  441—442,  11.  Teil  pag.  349—351)  befindet  sich  eine  Reihe 
von  Mitteilungen  des  Herrn  Panzerbieter,  welche  die  Trisection  des 
Winkels  mittelst  fester  Kegelschnitte  betreffen.  Der  Verfasser  zeigt, 
dass  |und  wie  die  Dreiteilung  jedes  Winkels  mit  Hülfe  der  gleich- 
seitigen Hyperbel,  der  Hyperbel  von  der  Excentricität  2 und  der 

Ellipse  von  der  Excentricität  |/|  ausgeführt  werden  kann.  In 

einer  weiteren  Abhandlung  (Wissenschaftliche  Beilage  zum  Programm 
des  Falk-Rcalgymuasiums  zu  Berlin,  Ostern  1892)  legt  der  Verfasser 
den  Zusammenhang  seiner  Lösungen  mit  älteren  Lösungen  desselben 
Problems  dar  und  fügt  dann  noch  eine  weitere  Construction  mittelst 
der  festen  Parabel  hinzu.  Bei  allen  diesen  'Lösungen  spielt  ein 
System  von  4 Kreispunkten  eine  besondere  Rolle,  von  denen  3 die 
Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks  bilden.  Augeregt  durch  diese 
Untersuchungen,  habe  ich  cs  nnternommen,  die  sämtlichen  durch 
das  genannte  System  von  Punkten  gehenden  Curven  zweiten  Grades 
einer  eingehenden  Betrachtung  zu  unterziehen,  in  der  Absicht,  da- 
durch zu  einer  allgemeinen  Lösung  des  Problems  zu  gelangen.  In 
der  Tat  ist  cs  gelungen,  auf  diesem  Wege  nachzuweisen,  dass  jede 
beliebig  gegebene  feste  Curve  zweiten  Grades  zur  Trisection  des 
Winkels  benutzt  werden  kann,  ein  Resultat;,  welches  die  obigen 
Fälle  der  gleichseitigen  Hyperbel  u.  s.  w.  als  speciello  Fälle  iu  sich 
enthält. 
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§ 1. 

Ableitung  der  allgemeinen  Olelchung'  nnd  Bestimmung:  des  Tierten 
Schnittpunktes  mit  dem  Kreise.  Figur  1. 

Gegeben  sei  ein  Kreis  vom  Radius  r nnd  auf  der  Peripherie 
desselben  die  Eckpunkte  F, , i’j , P,  eines  gleichseitigen  Dreiecks. 
Machen  wir  den  Mittelpunkt  M des  Kreises  zum  Anfangspunkt  eines 
rechtwinkligen  Coordinateusystems  nnd  legen  die  positive  xAxe 
durch  den  einen  Punkt  l\,  so  sind  die  Coordinaten 

J\  = (r,  0),  A - (-  'r,  ^ys),  -P»  = (-  E.  -^ys) 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Curven  zweiten  Grades  lautet: 

(1)  «Ii**+2a,s*y  + «js»*  + a,j*+aj3y-f  Oj,  — 0 

Soll  die  Curve  durch  /*,,  F,  gehen,  so  muss 

“a''*+«13''  + “33  — 0. 

3r^  t*  r 

«114-  — “U2  y’^“M  2 

?*^  r®  3?*^  T T 

“ul"  +"u  2 y 2 — “*3  2^^"^“*“  ^ 

sein.  Subtraction  der  letzten  beiden  Gleichungen  ergiebt 


“s3  “ 

Addition  dfrsclben  beiden  Gleichungen  liefert 
r*  3r* 

«11  ^■[‘“32  “2  “i3’‘"H2ajj  •=•  0 

Stellt  man  die  mit  dem  Factor  2 erweiterte  erste  Gleichung  hinzu, 
so  folgt  durch  Subtraction 

f* 

“18  = — 2 — ****^ 

Endlich  erhält  man  durch  Einsetzen  dieses  Wertes  in  die  erste 
Gleichung 

“ss  “ — 2 (“11+ “22) 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  Curve  zweiten  Grades,  welche  durch 
die  obigen  3 Punkte  gebt,  lautet  demnach: 

r r* 

(2)  “j,a:*  + 2a,ja:jr4'“22»*“  2^““  ” “22)^'+*' “jsJ  "“2 
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Wir  bestimmen  nnn  den  vierten  Schnittpunkt  der  Cnrve  mit 
dem  Kreise  und  snbstitniren 

x=-rc0S(p  und  y=>rsing) 

Es  kommt  dann  nach  kurzer  Umformung 

(«11  - «ij)  (cos  — 1)  (cos  g)  + J)  + 2oi  j sin  g)(C08  g>  -1-  })  — 0 
woraus 


(3) 


tg|  = 


2«n 

“ii  — «Ji 


Diese  Beziehung  gewährt  die  Möglichkeit  aj,  durch  ajx>  °3t  uod  <p 
auszudrücken,  wodurch  sämtliche  Coefficienten  der  Gleichung  auf  a,„ 

fljs  und  q>  oder,  nach  Division  mit  a,,,  auf  den  Quotienten  — und 

«11 

auf  Functionen  des  Winkels  <p  zurückgeführt  wären.  Bei  fester 
Lage  des  vierten  Schnittpunktes  F^  würden  sie  daher  nur  noch  von 

dem  Verhältaiss  - ’ abhängig  sein.  Es  ist  vorteilhaft  diese  Ersetzung 
«11 

erst  nach  der  Reduction  auf  die  Hauptazon  vorzunohmen. 


§ 2. 

Transformation  fUr  den  Fall  einer  von  null  verschiedenen 
Determinante.  Figur  1. 


Wir  beschäftigen  uns  nnn  zunächst  mit  den  Mittelpunktscurven, 
nehmen  also  an,  dass  die  Determinante  der  quadratischen  Form 
«ii«2j  — «IS*  von  null  verschieden  sei.  Um  den  Mittelpunkt  zu 
finden,  snbstitniren  wir 

*=F+li  y — 9+V 


und  suchen  p und  q so  zu  bestimmen,  dass  in  der  neuen  Gleichung 
für  § und  t)  die  Coefficienten  des  linearen  Teiles  verschwinden.  Es 
muss  dann 


und 


«iiF  + «is9 


«ISP"1“«82?  “ “l8  2 


sein,  woraus  sich  ergiobt; 


(4)  p 


r («I I — «ss)  «SS  ~l~  2«is* 
4 «11  «SS — «12* 


Arch.  d.  Math.  u.  Phfs.  2.  E«ihe,  TI.  XII« 
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g ü (Q|  I — °i»  + 2aii  Oia 

4 «iiOjs  -Ou* 

Die  Gleichuug  selbst  wird; 

“ll  4*  + 2«1 8 s»)  -j-  «88  ■>?*  + J P*  + 2«|  8f<Z  + «88  2* 

T* 

2 — "»»)?+>■  “n®—  ^ («11  + «8s)  = 0 

Multiplicircn  wir  die  'erste  der  BedingungsgleichungeD  mit  p,  die 
zweite  mit  q,  so  erhalten  wir  durch  Addition  : 


«iiP*+2o,3P2  + «88  2®  — ^(«11  — «8a)p-^«i89 
Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Gleichung  ein,  so  kommt 

«ll5*  + 2«,8i'lJ  + fl,*»(®-j(a„-038)p+^«,82-2-  («lI  + «88)  = 0 

und  mit  Kinsetzeo  der  Werte  von  p und  q nach  wenigen  Reduc- 
tionen : 

(5)  «iiä*+2«i8i;2+«88»l* 

“ S • «i;^-  «T8*  “.**] 


Es  erübrigt  jetzt  noch  eine  Drehung  um  den  gefundenen  Mittelpunkt 
Wir  setzen  zu  dem  Ende 

I = cos  ip  . X—  sin  ip  . y 
1}  = sinip  . X+co8  ip  . y 


und  bestimmen  den  Winkel  v durch  die  Bedingung,  dass  in  der 
neuen  Gleichung  für  X und  Y das  Glied  mit  XY  Wegfällen  soll. 
Dann  muss 

0,8  (cos*ip  — sinV)  = («11  — «8a)  cos  ipsin  ip 


sein,  woraus 


2cosipsintP  , , 

cos‘iK  — sin*v-  ~ ' 


2«18 

«II  — «88 


wird.  Nun  ist  aber  nach  (3)  auch 


es  muss  also 

(6) 


tg; 


2«18 

0|,  —«88 


tg(2v)—  tg^  oder 


y.  = j sein. 
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Sämtliche  Mittelpunktscurven  zweiten  Grades,  welche  durch  die- 
selben 4 Punkte  A,  i’s.  -P»  und  P4  gehen,  haben  demnach  gleiche 
Richtung  der  Hauptaxen,  und  zwar  ist  der  Drebungswinkel  gleich 
dem  vierten  Teile  des  Winkels,  welchen  der  Radiusvector  nach  dem 
vierten  Punkte  mit  der  positiven  a;axe  bildet.  Trägt  man  nun 

m 

einen  Winkel  gleich  ^ im  Punkte  M an  it/P,  nach  unten  hin  an,  so 

wird  der  ganze  Winkel  von  Jt/P,  trisecirt  und  von  einer  durch  M 
zur  gemeinsamen  Axenrichtung  der  Kegelschnitte  parallel  gezogenen 
Geraden  balbirt  Wäre  man  nun  im  Stande,  ans  den  Dimensionen 
eines  beliebig  gegebenen  Kegelschnitts  und  den  Functionen  des  eben- 
falls beliebig  gegebenen  Winkels  lq>  oder  die  Coordiuaten  des 
Kreismittelpunktes  M in  Bezug  auf  die  üauptaxen  des  Kegelschnitts 
und  den  Radius  r geometrisch  construirbar  anszndrUcken , so  wäre 
damit  auch  die  Möglichkeit  gewonnen,  jeden  Winkel  mit  Hülfe  des 
festen  Kegelschnitts  zu  triseciren.  Man  brauchte  nur  durch  M eine 
Parallele  zur  Hauptaxe  za  ziehen  und  nach  beiden  Seiten  den  Winkel 
|y>  auzutragen.  Der  mit  dem  Radius  r um  Af  beschriebene  Kreis 
würde  dann  den  Kegelschnitt  in  einem  Punkte  P,  derart  treffen,  dass 
der  ganze  Winkel  durch  den  Radiusvector  MF^  trisecirt  wird.  Ausser- 

dem würde  der  Kreis  den  Kegelschnitt  noch  in  3 Punkten 
P*  treffen,  von  welchen  die  beiden  ersten  mit  Pi  die  Ecken  eines 
dem  Kreise  einbesebriebenen  gleichseitigen  Dreiecks  bilden,  während 
der  letzte  gemeinsamer  Schnittpunkt  des  Kegelschnitts,  dos  Kreises 
und  des  einen  Schenkels  von  jtp  ist.  Dieser  letzte  Umstand  macht 
die  Berechnung  des  Kreisradius  selbst  unnötig,  da  derselbe  sich  nach 
Constrnction  des  Mittelpunktes  M durch  Anträgen  des  Winkels  }qp 
von  selbst  ergiebt.  Wio  die  weitere  Untersuchnng  zeigen  wird,  ist 
die  augedeutete  Reductiou  in  der  Tat  allgemein  dnrehzufübren  und 
erstreckt  sich  auch  auf  den  im  nächsten  Paragraphen  zu  behandeln- 
den Fall  der  Parabel. 

Wir  haben  noch  Gleichung  (5)  zu  transformiren.  Wir  erhalten: 

(m  (p  09  w\ 

flj  1 COS*  ^ + 2au  sin  ^ cos  j -|-  ojs  sin*  2 ) * 

-|-  IfliiSin*-  — 2a,jSin^cos^-+a,xCOS*^  I . K* 

16  0 äü^—a  12o,g*] 

JO  aijOj,  — oj, 

und,  wenn  wir  nunmehr  die  am  Schlüsse  von  § 1.  angeführte  Er- 
setzung vornehmen; 

»4* 
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(7)  (a„  COB* I — oj, COB*  | — a„  sin» . Y* 

ogjCOs®^  ^(30|i ~|"Cf2t)*  3(öjj  ^22)*^*^^ 
^a„C08*|— aj2Siu®^^(a„C0S*^-a„  Bin»|j 
Dieselbe  Substitution  liefert  für  p und  q die  Werte ; 

^ (®ii  — ög2)cos®  2 2 j 

^~H/  W a<P\  / • <P  qV\ 

I OjiCOS*  J — «22  sin*^  1 (aj,cos*| a,,Bin*|-  ) 

T (3^1 1 ’ ^22^  ®22^  Bin  (p 

”~16/  ,<p  .<P  ■ sV\ 

1^«,,  COB*^  —0228111*  J ^OjjCOB*  4-0,,  Bin»!^  J 


§ 3. 

Besondere  Behänd!  ungr  Im  Falle  einer  Tersclnrindenden 
Determinante. 

Wir  kommen  jetzt  za  dem  Falle,  dass 

Ojj  O22  0,2*  — 0 

ist.  Setzen  wir  aus  (3) 

^ tg  . (0„  — Oj,) 

«is  ” ItglC«!!— <»22)  ” ^ 

so  wird  nach  Weglassnng  des  Nenners 

«tl'«2»(l  — tg*f)  — («ll  — «22)tg*|  •=  0 

oder 

^Oj2  tg*^  o,,^  ^«22  "n  tg*  4^  “ 0 

Es  ist  also  entweder 

Oj2  = o,,  cot*^  oder  <>22  = «n  tg®^ 

Wir  bemerken,  dass  dieses  dieselben  Bedingungen  sind,  welche 
in  der  allgemeinen  Gleichung  (7)  die  Coefiieienten  von  X*  be- 
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ziebnogsweiso  Y*  and  den  Nenner  der  rechten  Seite  znm  VerBchwinden 

Om  <9 

bringen.  In  diesem  Falle  ist  der  Quotient  — entweder  gleich  cot’  -r 

Oji  4 

oder  gleich  tg*^.  Beide  Fälle  sollen  nnn  der  Reihe  nach  be- 
handelt werden. 


A. 


Ist  erstens 


so  ergicbt  sich  aus  (3) 


Oj,  — 


«11  cot’ 


4 


«u  = i — “as)  f = Y I ) I 

oder 


7 

a,j  ~ — o,,  cot^ 


Setzen  wir  diese  Werte  für  «s,  und  a,j  in  die  nrsprünglicbc  Glei- 
chung (2)  ein,  so  erhalten  wir  nach  kurzer  Umformung  und  nach 
Division  mit  a,,: 


• ,<P.  ■ V 1 <P  r . tp 

Bin»^  . I*  — sin^  • ®jf+cos*^  . y’+^cos^  • a — ^sin^  . y 


Wir  drehen  nun  das  Axensystem  um  einen  Winkel  if',  setzen  wie 
früher 

X “ cos  V . J — sin  v> . 17 
y = sin  . g + cos  v<  . y 

und  bestimmen  den  Winkel  v>  dieses  Mal  durch  die  Bedingung,  dass 
in  der  neuen  Gleichung  der  Coefficiont  von  g'y  verschwinden  soll. 
Dann  muss 


m 1 <P 

— 2 sin*  j . cos  tp  sin  ^ -f-  sin  ^ sin’tp  — sin  ^ cos’ip 

-{-2cos®  ^ sinipcosip  ■=  0 

sein,  oder 

sin  (2ip)  cos  — sin  ^ cos  (2^)  = sin  ^2ip  — 0 

woraus  sich  ergiebt; 
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Es  weicht  also  auch  bei  der  Parabel  die  Richtang  der  Hanpt- 
axen  Ton  der  Richtung  des  urspranglicben  Axensystems  um  den- 
selben Winkel  ab. 

Da  gleichzeitig  'mit  dem  Coetficienten  von  auch  derjenige 
von  verschwindet,  nimmt  die  Gleichung  die  einfache  Gestalt  an: 


V cos 5(4 cos* I*- -3)  . i-^sin|^4cos*|-l)  . , — ^*-=0 
oder 

(9)  »)'-l-^cos^|»).|  — ^sin0q)^  =0 

Dieselbe  kann  auch  in  die  Form  gebracht  werdeh; 

Verschiebt  man  endlich  noch  den  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systems  und  setzt: 

17  — ^sinCJv)-}-  Y 

r8  + sin*^|»_) 
cos(Jg>) 

so  kommt  als  Gleichung  der  auf  ihre  Hauptaxen  bezogenen  Parabel: 


(tO) 


V*“-^cos(iv)--V 


Ferner  sind  die  Coordiuaten  des  Punktes  M in  Bezug  anf  die  Haupt- 
axen  der  Parabel: 


(11) 


m r 8-j-sin*(jc]p) 

^ 8 cos(Jqp) 

D jsin(i(p) 


Da  diese  Formeln  es  gestatten,  fUr  jede  beliebige  Parabel  aus 
den  Dimensionen  derselben  und  ans  den  Functionen  des  Winkels 
}gp  die  Coordinatcn  des  Ercismittclpunktes  M zu  finden,  so  ist  da- 
mit nachgewiesen , dass  mit  Hülfe  einer  jeden  Parabel  jeder  belie- 
bige Winkel  trisecirt  werden  kann.  Die  Construction  selbst  wird 
im  letzten  Paragraphen  zur  Besprechung  kommen. 


Wir  wenden  uns  nun  zum  zweiten  Falle,  begnügen  uns  aber  mit 
der  Angabe  der  Hanptformelu. 
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R 

Ist 

so  wird  aij  = a„tgy 

Dio  Gleichnng  heisst  dann : 

*i.V  t , m tp  _ r tp  , r tp 
cos»^  • **+sm2  • ry  + sin*^  . y«_-cos|  . aj+^sinl^  .y 

_L* 

2 ‘ 

Drehen  wir  nm  den  Winkel  j,  so  kommt: 

(12)  S*  — ^cos(f^)  . g + ^sin(Jv)  . ij— ^ 0 

Wird  schliesslich  noch 

S — jCos(J 

r 8 + COS»(f7i) 

^"8  sinl}».) 

gesetzt,  so  kommt  die  Schlussgleichnng: 

(13)  X* ^sin(f9).F 


und  als  Coordinaten  dos  Kroismittolpnnktes  Af 


(14) 


- 4COS(}y) 

o _ 8+cos«(jy) 
8 sin(2v) 


§ 4. 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte.  Figur  1. 

Wir  wenden  uns  nun  wieder  zurück  zu  dom  allgemeinen  Falle 
der  Mittelpunktscnrven.  Bevor  wir  uns  auf  eine  Discussion  der  dort 
anfgestellten  Gleichung  (7)  einlasscn  können,  ist  es  nötig  eine  Vor- 
stellung von  den  verschiedenen  Lagen  des  Mittelpunkts  zu  gewinnen 
und  zu  dem  Zwecke  den  geometrischen  Ort  desselben  abznieiten. 
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Dazu  dienen  die  Gleichungen  (8).  Bezeichnen  wir  den  Quotienten 

— der  Kürze  halber  mit  *,  so  ist 
»11 


(l-.)cos*|[2.+  (l-.-)tg»|] 

® (cos»|-*8inä|)^»cos»|-sin*|) 

cos*|(3-s:)(l-»)tg| 

“ 8 / „ <P  . .<p\(  ,V  • 

^cos*  - sin»^  j 

2.  + (l-»)tg*  f 

? nud 

(3-»)tgJ 

*gf  (si’  + atgf  ) 

2 e=3 

gtg''|  — 22  + /)tg  I 

ferner 

-2(ptg|+5)  2g(tg*|-3) 

1-*-  ^ ; 3-*=^ 

(cos'l  - 2 sin*  (ücos*  J — sin* 

. <P 

® ^ O / \ / V 

" ~W  (p*  ®'°  I — 2/)2  cos  I — 2* sin  ^3  — tg» 


1 “ 

Dann  wird 


sofern  der  Nenner  von  2 mit  N bezeichnet  wird. 

Setzen  wir  diese  Werte  in  den  Ausdrnck  für  g ein,  so  ergiebt 

sich 


P*tg 


•T 

Ptgg  +5 

f a. 

2 —^P<1  — <1  ^2 


oder  in  gewöhnlichen  Coordinaten  als  geometrischer  Ort  der  Mittel- 
punkte : 
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(15)  tg  I . x^-2xy-tg^~  . + — 0 

Von  vornherein  sind  4 Punkto  bekannt,  dnrebe  welche  die  Curvo 
der  Mittelpunkte  geben  muss.  Es  sind  dies:  der  Mittelpunkt  M 
des  gegebenen  Kreises  und  die  drei  Punkte,  in  welchen  sich  je  zwei 
gegenüberliegende  Seiten  des  Kreisvierecks  P,P^PiP,  und  die  Diago- 
nalen desselben  schneiden.  Wir  wollen  den  Schnittpunkt  von  J’,P4 
und  P,Pi  mit  Q,  den  von  P^Pt  und  P^P,  mit  R und  den  von  P,P, 
und  Pj  P*  mit  S bezeichnen.! 

Es  ist  für  die  weitere  Untersuchung  wünschenswert,  die  Coor- 
dinaten  dieser  4 Punkte  und  die  denselben  entsprechenden  Werte 
von  a zu  kennen.  Für  den  Punkt  M ergiebt  sich  sogleich  aus  (8) 
der  Wert  a — 1. 


Für  die  andern  Punkte  ergiebt  dirccto  Berechnung  aus  der  Figur 
die  Coordiuaten: 


V 3cos  -f“  2 siu  ^ r V3  sin 


qp  ’ 


y3cos^— sinj  >/3coS"-sin^ 


V3cos  ; 


‘ 2siu ; 


ry  3sin 


ww  w w 

yScos^-f-sin^  V3cos^-|-siu  ^ 


Um  die  entsprechenden  Werte  von  z zu  finden,  hätte  man  diese  Aus- 
drücke in  Vorbindnug  zu  setzen  mit  (8).  Man  kann  jedoch  auch  durch 
die  Ueberlcgung  zum  Ziele  gelangen,  dass  für  die  betreffenden  Werte 
von  a die  rechte  Seite  iu  Gleichung  (7)  null  sein  muss,  da  in  allen 
3 Fällen  die  Cnrve  in  2 sich  schneideude  gerade  Linien  übergeht- 
Die  rechte  Seite  von  (7)  verschwindet  aber  erstens  für  o,,  = 0, 
dann  für  zwei  andere  Werte,  die  sich  aus  der  Gleichung 


(3a|j -}-Osj)*  — 3(a,,  «ssl^tg*  2 ® 

ergeben.  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  Gleichungen  (8)  und  Vor- 
glcichnng  der  Resultate  mit  den  obigen  Ausdrücken  für  die  Coor- 
dinaten  würde  dann  die  Zugehörigkeit  der  verschiedenen  Werte  er- 
geben. Wir  beschränken  uns  auf  die  Angabe  der  Resultate: 

für  M ist  s = 1,  für  Q ist  z = 0,  für  R ist 
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und  für  S ist 


tg|  + V3 

- V3  

V3tg|-1 


tg|-V3 

z = y3 

V3tg|+1 

Um  den  MitteJpunkt  des  geometrischen  Orts  zu  bestimmen,  setzen 
wir 

® = ^ + y = l-\-ri 
Die  Bedingungen  für  k und  l hcisseu  dann : 


ttgf-/, 


[tg.; 


2' 


woraus  sich  crgiebt: 


r 

4 


(16)  i‘  = ^coscj>  und  /“^sin^i 

Der  Mittclpuukt  liegt  also  auf  dem  Radiusvector  nach  Pj , um 

r 

^ von  M entfernt. 


Die  Gleichung  wird: 


‘gf  • S*  — 2?»)  — tg  j . »?*+ietg|  • cosv^2cos»|+l^  =0 

Nun  muss  noch,  um  die  Reduction  auf  die  Hauptaxcn  zu  vollenden, 
eine  Drehung  der  Axcn  vorgeuommeu  werden.  Wir  substitniren 
wiederum 

‘i  = cosifi  . X—sinii>  . T 
»;  = sin  • AT-f-costp  . Y 

Die  Bedingungsgleichung  für  ip  wird  dann: 


flp 

— 4siui|;cost^;tg  ~ — 2c08*t^;  + 2sin*tp  = 0 

woraus 

tg(2ip) eot^  - tg(90«  + |) 

oder 
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(17)  V = 45»+| 

sich  orgiebt. 

Dio  Gleichung  selbst  wird  zu: 


(lö) 


— y*  = ^ sin  ^ COS  i|p  ^2  cos’ ^ +1^  od®"" 

^*-1”=  ^sin(|9) 


Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  ist  also  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  deren  Axeurichtung  von  der  Hauptaxenrichtuug  der  sämt- 
lichen durch  die  angenommenen  4 Kreispunkte  gehenden  Kegel- 
schnitte um  45*  abweicht,  deren  Asymptoten  folglich  dieser  parallel 
laufen.  Der  eine  Zweig  dieser  Hyperbel  geht  durch  den  Krcismittel- 
punkt  M,  der  andere  durch  die  Dünkte  Q,  R und  S. 

Es  tritt  nun  für  die  weitere  Untersuchung  die  Notwendigkeit 
ein,  in  Betreff  des  Winkels  9 besondere  Annahmen  zu  machen.  Wie 
man  sich  leicht  aus  der  Figur  überzeugt,  ist  cs  in  allen  Füllen,  in 
welchen  der  Punkt  F,  nicht  im  ersten  Sextanten  (mit  Einschluss 
der  Grenzwerte  9 = 0 und  9 ■—  60*)  liegt,  mit  Hülfe  einer  blossen 
Aenderung  des  Coordiuatensystems  möglich,  die  Aufgabe  auf  diesen 
Fall  zu  redneiren.  Wir  dürfen  uns  daher  unbeschadet  der  Allgemein- 
heit im  Folgenden  auf  die  Voraussetzung,  dass  9 zwischen  0 und 
60*  liegt  und  auf  die  beiden  Grenzfällc  ip  = 0 und  9 = 60*  be- 

q9  1 

schränken.  Ist  0 < <p  < 60“,  so  ist  tg  ^ also  V3tg 

— 1 < 0.  Daraus  folgt,  dass  sowol  für  R wie  auch  für  S der  zu- 
gehörige Wert  von  * negativ  ist.  Bildet  man  die  Differenz  dieser 
Werte,  so  ergiebt  sich  der  Ausdruck 


8V3tg| 

(V3tg|-l)  (V3tg|+l) 

Derselbe  ist  jedenfalls  negativ,  woraus  zu  folgern  ist,  dass  man  auf 
dem  Wege  von  0 nach  —00  von  (2  aus  zuerst  zum  Punkto  S und 
dann  erst  zum  Punkte  R gelangt. 

Dem  Werte  z = 1 entspricht,  wie  schon  gesagt,  der  Punkt  ir-, 
die  Curve  fällt  in  diesem  Falle  mit  dem  gegebenen  Kreise  zusam- 
men. Zufolge  der  Stetigkeit  lässt  sich  daraus  schon  schliessen,  dass 
sämtlichen  Punkten  des  durch  M gehenden  Hyperbelzwoiges  Ellipsen 
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entsprechen  werden.  Rückt  der  Mittelpunkt,  von  M ans  in  der 
Richtung  MT  immer  weiter,  so  werden  die  Dimensionen  der  Ellipsen 
beständig  grösser,  bis  dieselben  schliesslich  in  dio  in  § 3.  unter  A. 
behandelte  Parabel  übergehen.  Daran«  ist  zn  entnehmen , dass  dem 
anf  dem  Aste  MT  in  unendlicher  Ferne  gelegenen  Punkte  der  Wert 


entspricht.  Rückt  der  Mittelpunkt  von  M ans  in  der  Richtung  MV 
immer  weiter,  so  gelangen  wir  in  derselben  Weise  für  einen  unend- 
lich fernen  Punkt  zur  Parabel  R in  § 3.,  zu  welcher  der  Wert 


X 


V 

4 


gehört.  Während  demnach  x 


die  Werte  von  cot*  t herunter  bis  zu 
4 


m 

tg*j  durchläuft,  durchwandert  der  Mittelpunkt  den  ganzen  unteren 

Zweig  der  Hyperbel  und  zwar  in  der  Richtung  TMU.  Lassen  wir 
jetzt  X weiter  abnehmen,  so  erscheint  der  Mittelpunkt  wieder  in  sehr 
grosser  Entfernung  auf  dem  Aste  SV,  welcher  dem  Aste  MU  ent- 
gegengesetzt gerichtet  ist  und  mit  ihm  zur  selben  Asymptote  ge- 
hört. Mit  abnehmendem  x nähert  der  Mittelpunkt  sich  allmählich 
dem  Punkte  Q,  den  er  für  a =■  0 erreicht.  Anf  dem  weitern  Wege 
gelangen  wir  dann  bei 

tgf  - V3 

« = V3 

V3tg|-f  1 

zum  Punkte  S,  bei 


X 


V3 


tg.j  + V3 
V3tg|-1 


znm  Punkte  R.  Lassen  wir  i noch  weiter  abiiehraen,  so  bewegt 
sich  der  Mittelpunkt  über  B hinaus  und  erreicht  für  x = —co  einen 
bestimmten  Punkt  £,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  ursprüng- 
liche Axensystem  sich  aus  (8)  mit  Leichtigkeit  ergeben  als: 

r / .<p  \ r q> 

JJ  = 2 ( 2cot*2  i 10“  5“  2®°*' 2 

Zu  diesem  Punkte  gelangen  wir  auch,  wenn  wir  « mit  1 beginnend 
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über  cot*  ? hinaus  wachsen  lassen.  Für  cot*/ verschwand  der  Mittel- 
4 4 

punkt  in  der  Richtung  MT  in  unendlicher  Ferne;  nimmt  » weiter  zu, 
so  erscheint  derselbe  wieder  auf  dem  entgegengesetzt  gerichteten 
Aste  RW  und  rückt  mit  wachsendem  z auf  den  Punkt  £ los,  den 
er  bei  s = -|-°°  erreicht.  Wenn  wir  die  Mittelpunkte  in  der  zuerst 
angenommenen  Richtung  von  Q ,über  S und  R hinaus  weiter  ver- 
folgen bis  in’s  Unendliche,  so  ergiebt  sich  demnach  für  die  ent- 
sprechende Reihe  der  Werte  von  z beim  Fnnkte  L eine  Unstetigkeit, 
indem  anf  ein  unendlich  grosses  negatives  s unmittelbar  ein  unend- 
lich grosses  positives  folgt 

Welche  Gestalt  und  Dimensionen  in  jedem  einzelnen  Falle  die 
Cnrve  hat,  wird  die  allgemeine  Discnssion  der  Gleichung  (7)  im 
nächsten  Paragraphen  feststellen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Besprechung  der  beiden  Grenzfälle 
— 60“  uud  if  = 0“. 

Ist  gp  — 60“,  so  wird  der  Drehnngswinkel  tp  = 60“;  die  Hanpt- 
axe  der  Hyperbel  stimmt  also  überein  mit  dem  Radiusvector  zum 
Punkte  P4.  Der  Mittelpunkt  der  Curve  liegt  nach  wie  vor  in  der 

r 

Entfernung  g von  M.  Die  Gleichung  selbst  wird : 


Der  eine  Zweig  geht  wieder  durch  M,  der  andere  durch  Q , S 
und  R.  Bei  dem  einen  durchläuft  z die  Werte  von  cot*  (16“)  bis 
tg*(15“),  bei  dem  andern  die  von  tg*(15“)  durch  die  Null  hindurch 
bis  — 00  und  von  -j-oo  zurück  nach  cot*  (15“).  Bei  Q ist  wieder 
1 = 0,  hei  S ist  » »=  — 1 und  hei  Ti  ist  a = + 00.  Der  ganze  Unter- 
schied zwischen  diesem  Falle  .und  dem  allgemeinen  besteht  darin, 
dass  der  Punkt  L,  in  welchem  der  Sprung  von  — a>  auf-j-oc  statt- 
findet, in  den  Punkt  R hineingerückt  ist 

Ganz  anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  wir  annehmen,  dass 
91  0 ist,  dass  also  die  Curven  zweiten  Grades  und  der  Kreis  sich 

in  Pj  berühren.  Die  Gleichung  des  geometrischen  Orts  ist  dann; 

jr»-r*  = o 

und  stellt  2 sich  senkrecht  schneidende  gerade  Linien  dar.  Da  der 
Drehnngswinkel  in  diesem  Falle  45°  beträgt,  so  sind  diese  beiden 

Linien  die  xaxe  selbst  und  eine  im  Abstande  g zur  yaxe  gezogene 
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Parallolo.  Aus  (8)  ergiebt  sich  aber  für  die  Coordinaten  des  Mittel- 
punktes 

p = 

und  <1  -=  0,  woraus  bervorgebt,  dass  säuitlichc  Mittelpunkte  auf  der 
xaxo  allein  liegen,  dass  also  die  genannte  Senkrechte  gar  nicht  in 
Betracht  kommt.  Diese  Senkrechte  ist  entstanden  aus  den  beiden 
Aesten,  welche  sich  erstrecken  vom  Scheitel  des  durch  M gehenden 
Zweiges  in  der  Kichtung  M V in’s  Uueiidliche  und  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  vom  Uucudlichon  zurück  über  Q zum  Scheitel  des 
andern  Zweiges.  Man  würde  die  zu  diesen  beiden  Aesten  gehören- 
den Werte  von  z hudeu  aus  den  Gleichuugen  (8),  wenn  man  p und 
q gleich  den  Coordinaten  der  beiden  Scheitelpunkte  setzte.  Je  näher 
die  beiden  Scheitelpunkte  rücken,  um  so  kleiner  wird  das  Intervall 
von  z werden.  In  unserm  Falle,  wo  die  beiden  Scheitel  znsammeii- 
fallen,  ist  das  Intervall  zu  null  geworiou. 

Was  die  Art  und  Gestalt  der  einzelnen  Cnrvon  iu  diesem  Falle 
angeht,  so  wird  das  Nähere  hierüber  im  Anschluss  an  die  Discussion 
der  allgemeinen  Gleichung  folgen. 


§ 5. 

Allgemeine  Dlseussluu  der  Gleichung.  Figur  1. 

Führen  wir  iu  Gleichung  (7)  für  “ die  Bez.ichuuug  z ein,  so 

“ii 

wird  dieselbe: 

(19)  ^cos*  j — z . siu*"^  . A’*-(-^scos*^  — 

^cos»|^(34-z)>-3(l-*)*tg»|j 
^cos*  ? - » . sin*  I)  ^zcos*  I - sin* 


Der  Ausdruck  (3-fz)*-3(l  -z)*tg*|  verschwindet,  wie  wir  iu  § 4. 
sahen,  für  die  Werte 


ystg^+i 


tgf+ys 

und  z — V3 r 

V3tg|-1 
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oder  für  die  Funkte  S und  R.  Zwischen  diesen  Punkten  wird  der- 
selbe also  das  entgegengesetzte  Zeichen  von  dem  haben,  welches  er 
für  alle  übrigen  Werte  von  » besitzt.  Da  für  » — 0,  beim  Punkte 

Q,  der  Ausdruck  gleich  3 ^3— tg*  also  positiv  ist , so  ist  zu 

schliessen,  dass  derselbe  zwischen  ;S  und  R negativ,  für  alle  übrigen 
Lagen  dagegen  positiv  ist. 

mm  qp 

cos*  ssin®^  ist  positiv,  sofern  sC^cot^j  ist,  also  für  den 

ganzen  durch  M gebenden  Zweig  und  für  den  andern  vom  Unend- 
lichen über  Q,  S,  R bis  zum  Punkte  L. 

acos*^ — positiv,  solange  * tg*  j ist,  d.  h.  für  den 

ganzen  durch  M gehenden  Zweig  und  für  den  Teil  des  andern, 
welcher  sich  vom  Punkte  L in  der  Richtung  Q,  S,  R bis  in’s  Un- 
endliche erstreckt 

Bezeichnen  wir  diese  3 Ausdrücke  der  Kürze  halber  beziehungs  ■ 
weise  mit  y,  «,  ß,  so  lautet  die  Gleichung: 

20)  a.A:®  + ?.l-»^l^».cos®|. 

Wir  gehen  nun  die  einzelnen  Intervalle  für  * der  Reihe  nach 
durch : 

m 

1.  * — cot*  ^ ; a = 0.  In  diesem  Falle  ist  der  Mittelpunkt 

in  der  Richtung  MT  unendlich  weit  zu  denken;  die  Cnrvo 
ist  die  in  § 3.  unter  A angegebene  Parabel,  welche  als 
Grenze  einer  Schar  ven  Ellipsen  mit  beständig  zunehmen- 
den Axen  anzusehen  ist,  deren  einer  Scheitel  im  End- 
lichen geblieben,  während  der  andere  in  unendliche  Ferne 
gerückt  ist. 


2.  cot*^  > a > tg*j.  Dann  ist  «>0,  |S  > 0,  *>0, 

y > 0.  Die  Gleichung  stellt  demnach  eine  Ellipse  dar. 
Rückt  der  Mittelpunkt  aus  dem  Unendlichen  in  der  Rich- 
tung TM  auf  M zu,  so  erscheint  auch  der  andere  Scheitel 
der  Ellipse  wieder,  die  Dimensionen  der  Halbaxen  werden 
allmählich  kleiner;  doch  ist,  wie  der  Augenschein  lehrt, 
die  erste  (zur  Aaxe  gehörige)  beständig  grösser  als  die 
zweite  (zur  Faxe  gehörige).  Der  Unterschied  wird  aber 
immer  geringer,  bis  schliesslich  für  a = 1 , im  Funkte  M, 
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die  Halbaxcn  einander  gleich  werden  nnd  die  Ellipse  in 
den]  gegebenen]  Kreis  übergeht.  Nimmt  z noch  weiter 
ab,  rückt  der  Mittelpunkt  über  M hinaus  in  der  Richtung 
MU  weiter,  so  nehmen  die  Dimensionen  der  Halbaxon 
wieder  zu,  aber  in  der  Weise,  dass  die  zweite  die  grössere 
wird,  und  der  Untorscbied  beider  beständig  znnimmt. 

3.  » — tg*j;  ß — 0.  Der  Mittelpunkt  liegt  in  der  Richtung 

M U unendlich  weit.  Die  Curvo  ist  die  in  § 3.  B behan- 
delte Parabel. 

4.  tg*^->»>0.  Dann  ist  (t  > 0,  |S  < 0,  a > 0,  y > 0. 

Die  Gleichung  stellt  Hyperbeln  dar  mit  reeller  zweiter 
Axo.  Die  zuletzt  angeführte  Parabel  kann  auch  angesehen 
werden  als  Grenze  einer  Schar  von  Hyperbeln  mit  wach- 
senden Dimensionen,  deren  einer  Scheitel  im  Endlichen 
bleibt,  whhrend  der  andere  in’s  Unendliche  rückt.  Wird 

m 

* tg*^  d.  h.  erscheint  der  Mittelpunkt  auf  dom  audern 

Zweige  des  geometrischen  Orts  oberhalb  von  Q wieder,  so 
kommt  auch  der  andere  Zweig  der  Hyperbel  wieder  znm. 
Vorschein.  Der  erste  kommt  ihm  von  unten  entgegen, 
die  Entfernung  der  Scheitel  wird  immer  kleiner,  bis  diese 
endlich  zusammenstossen. 

* ■=  0.  Dann  ist  der  Mittelpunkt  in  den  Punkt  Q gerückt, 
die  Hyperbel  übergegangen  in  das  Paar  gerader  Linien 

und  1\1\. 

tg|-V3 

6.  0 > * > V3  . Dann  ist  « > 0,  ^ < 0,  a < 0, 

V3tg|-fl 

y > 0.  ^Vi^  bekommen  also  auf  dem  ganzen  Wege  von  Q 
bis  S Hyperbeln  mit  reeller  erster  Axe.  Die  beiden  Zweige, 
welche  vor  G von  oben  und  unten  auf  einander  zurückten 
nnd  endlich  in  G zusammentrafeu , entfernen  sich  also 
nachher  seitlich  vou  einander.  Die  vier  Kreispunkte,  die 
vorher  sämtlich  auf  einem  Zweige  der  Hyperbel  lagen, 
verteilen  sich  nachher  .anf  beide  und  zwar  liegen  P, , 
auf  dem  einen  und  Pj,  P^  auf  dem  audern.  Anfänglich 
liegen  sie  sämtlich  unterhalb  der  Xaxe ; allmählich  jedoch 
rückt  diese  gegen  sie  vor  und  tritt  schliesslich  zwischen 
dieselben.  Die  Curvcu  selbst,  welche  gleich  nach  Q eine 
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geringe  Grösse  der  reellen  Halbnxe  besitzen,  und  deren 
Asymptoten  mit  der  A^axe  einen  ziemlich  grossen  Winkel 
bilden,  nehmen  nach  und  nach  eine  weniger  ungewöhnliche 

tgg  — V3 

Gestalt  an.  Da  V3  — - unter  der  für  den  Winkel 

V3tg|'+1 

<P  gemachten  Voraussetzungen  kleiner  als  — 1,  so  passircu 
wir  auf  dem  Wege  von  Q nach  5 auch  die  gleichseitige 
Hyperbel.  Setzen  wir  nämlich  in  (19)  für  a den  Wert  — 1 
ein,  so  rcsultirt  die  Gleichung; 

A*—  = jcosijv) 


tgf-V3 

7.  * = y3 -,  =0.  Rückt  der  Mittelpunkt  an 

V3tg|  + 1 

S heran,  so  nähern  sich  die  beiden  Hyperbolzweigo  wieder 
und  treffen  im  Punkte  S zusammen.  Hie  Curve  geht  in 
die  beiden  Geraden  P,  und  P^  P^  über. 

tgf-V3  tg  f + V3 

8.  V3 > 2 > V3  ^ . Dann  ist  «>0, 

V3tg|+1  V3tgf-X 

(J  < 0,  » < 0,  y < 0.  Die  Gleichung  liefert  wiederum 
Hyperbeln  mit  reeller  zweiter  Axe.  Die  beiden  Zweige, 
die  sich  von  rechts  und  links  näherten  und  in  S zusam- 
mentrafen, entfernen  sich  also  wieder  nach  oben  uud  unten 
von  einander.  Die  vier  Kreispunkte  sind  wieder  auf  beide 
Zweige  verteilt,  aber  dieses  Mal  liegen  P4,  Pj  auf  dom 
einen  oberen,  P,,  Pj  auf  dem  anderen  unteren.  Bei  wei- 
terem Voranschreiten  des  Mittelpunktes  entfernt  sich  die 
reelle  Axe,  welche  erst  zwischen  den  Punkten  hindurch- 
gieng,  allmählich  von  diesen;  die  Punkte  rücken  sämtlich 
nach  der  negativen  Seile  der  X Nachdem  die  Entfernung 
der  Scheitel  ein  gewisses  Maximum  erreicht  hat,,  nimmt 
dieselbe  wieder  ab,  bis  endlich  im  Punkte  R die  Scheitel 
zum  dritten  Maie  znsammcnfallen. 

tg|-l-V3 

9.  * = V3 ; y = 0.  Die  Gleichung  liefert  die 

V3  tg|  - 1 

beiden  Geraden  P,  Po  und  PoPj. 

Arali.  d.  Ibth.a  . Fhyi.  2.  Beih»,  T.  XII, 
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tgf + V3 

10.  y 3 r > z > — OD,  Hierfür  ist  o > 0,  /J  < 0, 

V3tg|  -1 

® < 0,  y > 0.  Wir  erhalten  demnach  Hyperbeln  mit  re- 
eller erster  Axe.  Die  Scheitel  weichen  also  vom  Punkte 
R ab  wieder  nach  rechts  und  links  anscinander.  Die  vier 
Kreispunkte  liegen  wieder  auf  demselben  Zweige,  wie  es 
vor  Q bereits  der  Fall  gewesen  war. 

11.  z ■=  - 00  oder  -f-co  liefert,  wie  schon  im  vorigen  Paragra- 
phen angegeben  wurde,  eine  ebensolche  Hyperbel,  deren 
Mittelpunkt  L genannt  worden  war. 

12.  00  > z > cot*  So  ist  o < 0,  /?  > 0,  z > 0,  y > 0.  Also 

auch  für  den  weiteren  Lauf  des  Mittelpunktes  von  L in’s 
Unendliche  ergeben  sich  Hyperbeln  mit  reeller  erster  Axe. 
Der  eine  Zweig  rückt  immer  weiter  fort,  der  andere  bleibt 
im  Endlichen  und  nähert  sich  immer  mehr  der  Parabel  A 
in  § 3.,  die  er  für  einen  unendlich  fernen  Mittelpunkt  er- 
reicht. 

Damit  ist  die  allgemeine  Discussion  der  Gleichung  beendet,  und 
können  wir  uns  jetzt  der  Besprechung  der  beiden  Grenzfälle  zn- 
wenden. 


§ 6. 

Discussion  der  beiden  GrenzfSIle. 

Wie  schon  in  § 4.  bei  Besprechung  des  geometrischen  Orts  der 
Mittelpunkte  bemerkt  wurde,  unterscheidet  sich  der  erste  der  beiden 
Grenzfälle  im  Wesentlichen  nicht  von  dem  allgemeinen  Falle.  Der 
einzige  Unterschied  besteht  darin,  dass  z den  Wert  —1  nicht  zwischen 
Q und  S,  sondern  in  S selbst  annimmt,  und  dass  der  Punkt  L mit 
R zusammenfällt. 

Auch  die  Gestalt  der  verschiedenen  Curven  in  'den  einzelnen 
Intervallen  ist  genau  dieselbe,  wie  in  § 5.  auseinandergesetzt  wurde. 
Die  gleichseitige  Hyperbel  entspricht  dem  Punkte  S. 

Sehr  verschieden  wird  aber  die  Sache  in  dem  Falle,  dass  <p  =0 
ist.  Wir  wissen  schon,  dass  dann  sämtliche  Mittelpunkte  auf  der  ATaxe 
liegen,  und  die  Axenrichung  mit  der  Richtung  der  Coordinaten  über- 
einstimmt. Die  Gleichung  der  Curven  lautet  hierfür; 
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x*+z.  y*  = ^(3+*)s 


nnd  für  den  Mittelpunkt  kommt: 

P “ 

Ist  1,  so  wird  p negativ,  d.  li.  der  Mittelpunkt  liegt  anf 
der  negativen  Seite  der  X.  Die  Cnrve  selbst  ist  in  diesem  Falle 
eine  Eilipso.  Wächst  z,  so  rückt  der  Mittelpunkt  nach  links  immer 
weiter  fort,  um  für  »=oo  im  Unendlichen  zu  verschwinden.  Die 
Ellipse  geht  dabei  in  eine  Parabel  Uber,  deren  Gleichung  anf  den 
Scheitolpnukt  P|  bezogen  lautet: 


Nähert  sich  umgekehrt  z dem  Werte  1,  so  rückt  der  Mittelpunkt 
nach  Af,  beide  Ilalbaxen  werden  kleiner,  und]der  Unterschied  zwischen 
der  bisher  grösseren  ersten  Axo  und  der  zweiten  wird  beständig 
geringer,  bis  für  z = 1 der  Mittelpunkt  auf  Af  fällt,  und  die  Ellipse 
in  den  gegebenen  Kreis  übergeht. 

Nimmt  z noch  weiter  ab,  so  erhalten  wir  wiederum  Ellipsen, 
doch  ist  jetzt  die  zweite  Ilalbaxe  die  grössere,  und  zwar  wächst  die- 
selbe sehr  schnell  Uber  jedes  Maas  hinaus,  während  die  erste  lang- 
sam weiter  abnimmt  und  sich  allmählich  dem  Werte  jfr  nähert. 

Für  z = 0 ist  die  zweite  Axo  unendlich  gross  geworden , die 
erste  hat  den  Wert  fr  erreicht,  und  aus  der  Ellipse  ist  ein  Paar 
paralleler  zur  ATaxo  senkrechter  Geraden  geworden,  nämlich  die  Ge- 
rade PjPj  und  die  im  Punkte  P,  an  den  Kreis  gelegte  Tangente. 
Der  Mittelpunkt  liegt  daun  auf  der  positiven  Seite  der  X in  der 

Entfernung  ^ von  Af,  und  die  Gleichung  in  Bezug  auf  denselben 
lautet: 

= oder  A-=±|r 

Dieses  Paar  paralleler  Linien  ist  anzusehen  als  Grenze  der  Ellipsen 
nnd  gleichzeitig  als  Grenze  der  zweiten  Parabel,  die  sich  bei  jedem 
von  null  verschiedenen  Werte  von  <p  durch  die  vier  Kreispunkte 
legen  lässt.  In  der  Tat  ergiebt  die  Betrachtung  der  unter  (14)  an- 
gegebenen Coordinaten  dos  Kroismittelpunktes  in  Bezug  anf  die 
Axen  der  Parabel , dass  für  ein  abnehmendes  <p  der  Scheitel  der 
Parabel  in’s  Unendliche  rückt. 

as* 
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Dieses  selbe  Paar  paralleler  Linien  ist  aber  drittens  auch  an- 
zuschen  als  Grenze  einer  Sebar  von  Hyperbeln,  zu  der  wir  nunmehr 
bei  weiterem  Fortsebreiten  des  Mittelpunktes  gelangen.  Die  beiden 
parallelen  Geraden  biegen  sich  gewissennassen  nach  rechts  nnd  links 
um,  während  der  bewegliche  linke  Scheitel  sich  dem  für  alle  bis- 
herigen Curven  festen  rechten  Scheitel  J\  nähert. 

Auf  diesem  Wege  passiren  wir  auch  die  gleichseitige  Hyperbel 
bei  z •=  — 1.  Bei  z = —3  ist  der  Mittelpunkt  nach  P,  gerückt,  die 
beiden  Scheitel  sind  zusammengefallen,  und  die  Curve  bat  sieb  ver- 
wandelt in  das  Paar  gerader  Linien  P,  P,  nnd  Pj  P,. 

Wird  z noch  kleiner,  so  bekommen  wir  wieder  Hyperbeln  mit 
reeller  erster  Axe.  Der  Mittelpunkt  nnd  mit  ihm  der  ganze  rechte 
Zweig  'rückt  immer  weiter  fort,  der  linke  Zweig  dagegen  bleibt  im 
Endlichen  und  nähert  sich  immer  mehr  der  Parabel,  mit  der  wir  die 
Betrachtung  begonnen;  er  erreicht  dieselbe  für  z — — oo,  wenn  der 
Mittelpunkt  in's  Unendliche  gerückt  ist. 


§ 7. 

Weitere  Umformung  der  allgemeinen  Gleichung. 


Wir  treten  jetzt  an  die  in  § 2.  angedeutete  Aufgabe  näher  her- 
an, aus  den  Dimensionen  eines  gegebenen  Kegelschnitts  und  den 
Functionen  des  Winkels  v die  Coordinaten  von  M nnd  den  Badins 
r zu  berechnen. 


Von  grösster  Wichtigkeit  für  die  Gestalt  einer  jeden  Curve  ist 
das  Verhältniss  der  Coefficienten  der  Gleichung.  Wir  wollen  dieses 
Verhältniss  in  (19)  einführon  nnd  setzen  zu  dem  Zwecke 


(21 ) z cos*  ^ — sin*  j = u ^cos*  j — z sin  * 

Dann  wird 


m W 

ttCOS*^+sin*j  • 

* “ ,g>  1 • 

■ cos*J+«8in*j 

Ferner  wird 


und 


— zsin* 


4 


cos* 


--1-usin* 


<P 

4 
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tiCOSö 

. - ^ 
z C08*  y-  — Bia*  Y = 1: 


COS*  y 4- «sin*  r 
4 * 4 


Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Glcichaog  (10)  ein^  so  erhalten 
wir  zunächst: 


(22)  jr»+u.y*=jg 


,,  uco8»|+sin*| 


X 


. +2  cos*^  +u(l  -|-2siD*  -»r  3(1  — «)*sin*  ^ 

worans  sieb  nach  eutsprechender  Traosformatiou  die  Gleichung 
JT®+»  . y*  = [(u*+14m  + 1)(«  + 1)+(k  — l)»cos(fi)p)] 


oder  auch 

r* 

(23)  X'+u  . y*  - j^[u(«+3)»co8»(j9)+(3«+l)»sin>(W] 

ergiebt  Die  rechte  Seite  der  Gleichung  enthält  ausser  r und  « nur 
Functionen  des  Winkels  j?. 

Wir  müssen  jetzt  die  Coordinaten  von  M in  Bezug  auf  die 
Uauptaion  der  Curvo  berechnen.  Unter  (8)  hatten  wir  die  Coordi- 
naton  des  Mittelpunktes  ü der  Curvo  in  Bezug  auf  das  ursprüng- 
liche System  angegeben.  Dieselben  Ausdrücke  stellen  daher,  mit 
dom  entgegengesetzten  Vorzeichen  genommen,  die  Coordinaten  des 
Ereismittelpunktes  in  Bezug  auf  ein  Axonsystom  dar,  welches  durch 
den  Mittelpunkt  der  Curve  parallel  zu  dem  ursprünglichen  System 
gezeichnet  wird.  Wir  suchen  aber  die  Coordinaten  von  M in  Bezug 
auf  das  Hanptaxensystem  der  Curve,  welches  gegen  das  vorige  um 

~ gedreht  ist.  Nennen  wir  diese  und  C,  so  ist: 

ffl  (p 

“ — pcos  j —q&ing- 

(24) 

■ V <P 

a — psm^  — {cos-^ 

Bevor  wir  hierin  die  Ausdrücke  für  p und  q oinsetzen,  müssen 
wir  dieselben  erst  transformiren,  indem  wir  einmal  den  Quotienten 
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9^  I • • 

«COS*  -j  +sm*  ^ 

~ durch  z und  daun  z durch  den  Ausdruck r er- 

” cos*|-  +«sin*^ 

setzen.  Es  ergiebt  sich  dann: 

p — ^(1— u)[^2(u— l)C08»|-+(u+l)C08  |■+l— u 


(25) 


a ^(1— u)  2(1  — lOcos  |-  + 1+«  Sin^ 


Substitniren  wir  die8e  Werte  in  die  Gieichnng  (24)  und  ersetzen  die 
Functionen  dc8  Laiben  Wiulceh  durch  die  dc8  vierten  Teile,  so  er- 
giebt sich  nach  geeigneter  Zusammenfassung  der  Glieder 

• iß  = — ^(1 — «)co8^  ^4cos*^-  — 3^ 


oder 

(26) 


!ß — |(1  — »)cos(ifflp)  und 


C=  «)sln(iv) 


Auch  diese  Ansdrücke  enthalten  nnr  r,  u und  Functionen  des 
Winkels  J9>.  Da  dasselbe  für  die  rechte  Seite  der  Gieichnng  (23) 
gilt,  so  ist  damit  nachgewiesen,  dass  in  der  Tatfaus  den  Dimen- 
sionen einer  gegebenen  Mittclpunktscnrve  zweiten  Grades  mit  Hülfe 
des  Winkels  die  Coordinaten  des  zugehörigen  Kreismittelpunkts 
M und  der  Radius  r des  Kreises  gefunden  werden  können. 

Da  dasselbe,  wie  wir  früher  nachgewiesen  haben,  aber  auch  für 
die  Parabel  gilt,  so  ist  damit  gezeigt,  dass  jede  beliebige  Cnrve 
zweiten  Grades  zur  Trisection  des  Winkels  verwendet  worden  kann. 


Wie  sich  im  einzelnen  Falle  die  geometrische  Constrnction  ge- 
staltet, wird  in  den  folgenden  Paragraphen  eingehend  erörtert  worden. 


§ 8. 

Die  Trisection  des  Winkels  mittelst  fester  Ellipsen.  Figur  2. 

Nehmen  wir  an’,  dass  die  Ellipse,  welche  zur  Trisection  ver- 
wendet werden  soll,  die  Halbaxen  a und  b hat,  so  lautet  die  Glei- 
chung derselben: 
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X*  a* 

-1  oder  x>+“,r»  = a* 

Soll  dio  Gleichnng  (23)  diese  Curvo  darstellen,  so  muss 

o*  , 
u — j j und 


a 


r» 

16a»6‘ 


[aV  + 3i*)*COS»(i9)4-i*(3a’  + i*)*sin*a)] 


(ein,  woraus 


(27) 


'■  a*(a*+36*'>*cus*(j'-f)  + Ä»(3a*+i*)ü  sin»(Jv) 


wird.  Ferner  ergiebt  sich  aus  (26)  für  die  Coordinaten  von  M: 
(28)  ))}  = 5^-cos(M  a=- j^'-sin(äy) 


Diese  Formeln  ermöglichen  es,  aus  den  Halbaxen  a und  b zu  jedem 
beliebigen  Winkel  fqp  den  Radius  r und  den  Funkt  M zn  finden. 

Die  Construction  selbst  würde  freilich,  ohne  besondere  Voraus- 
setzungen in  dieser  Welse  ausgeführt,  recht  complicirt  sein  und 
müsste  für  jeden  neuen  Winkel  von  Anfang  bis  zu  Endo  wiederholt 
werden.  Wenn  man  dagegen  zur  Construction  Ellipsen  mit  be- 
stimmtem, in  Zahlen  angegebenem  Yerhältniss  der  Halbaxenquadrate 
verwendet,  so  ergiebt  sich  für  dio  Construction  unter  Umständen 
eine  wesentliche  Vereinfachung. 

Unseres  Wissens  findet  sich  die  erste  Angabe  über  dio  Trisection 
mittelst  einer  Ellipse  in  dem  dritten  Artikel  von  Panzorbieter.  Die 
benutzte  Ellipse  hat  dio  Excentricität  Vf,  es  ist  also 


Unsere  Formeln  ergeben  für  diesen  Fall: 

1^0* 

27cos‘(ä(p)4-25sia®(Ji)p) 

— ^cos(J<p);,  O =■  — j;  sin(jf) 

Der  Verfasser  selbst  nennt  seine  Construction  weniger  einfach.  In 
der  Tat  ist  dieselbe  schon  ziemlich  verwickelt  und  leidet  au  dem 
Uebelstande,  dass  sie  für  jeden  neuen  Winkel  von  Anfang  an  wieder- 
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holt  werden  muss.  Bcr  folgende  Weg  führt  in  einfacherer  Weise 
zum  Ziele. 


Man  construlro  znr  gcgchcnen  Ellipse  eine  conccntrische  mit 
den  Ualbaxen  |a  nnd  deren  Gleichung  also 


4a* 


25  ® 


t 


lautet.  Trügt  man  jetzt  in  0 an  die  positive  Seite  der  Abscissen 
nach  unten  hin  den  Winkel  jqp  an  nnd  verlängert  die  Linie  bis  zum 
Schnitte  mit  der  Ellipse,  so  tindet  sich  das  Quadrat  des  zugehörigen 

12a* 

Radiusvcctor  gleich  ^ 57= — , i „e  ■ 57,— r.  Der Radiusvcctor  stellt 

**  27cos*(i  7)H-258in*(2  <p) 

also  direct  den  Kreisradius  r dar.  Wenn  man  dann  durch  die  Mitte 
des  Radiusvectors  r eine  Parallele  znr  Taxe,  durch  den  Endpunkt 
des  ersten  Sechstels  eine  Parallele  znr  X axe  zieht,  so  schneiden  sich 
dieselben  in  dem  gesuchten  Mittelpunkte  M.  Man  bat  also  nach  dieser 
Construction  nur  den  jedesmaligen  Winkel  }<p  anzutragen,  den  gefun- 
denen Radiusvector  in  6 gleiche  Teile  zu  teilen  nnd  durch  die  ent- 
sprechenden Toilpuukte  Parallele  zu  den  Axen  zu  ziehen. 

In  ähnlicher  Weise  wird  sich  die  Consti'nction  bei  andern  Werten 

von  ^ einrichten  lassen. 


Auch  im  allgemeinen  Falle  lässt  sich  eine  Ellipse  derart  angeben, 
dass  der  unter  dem  Winkel  gezogene  Radiusvector  den  Kreis- 
radius r darstcllt.  Die  Gleichung  derselben  lautet: 


4 

y* 

/ 4aJ*  \*  ■+ 

/ 4a*Ä  Y 

\a*-f-34V 

1 


Obwol  die  Construction  dieser  Ellipse  nicht  mehr  Schwierigkeiten 
bietet  als  die  derjenigen  Curvo,  von  welcher  nachher  die  Rede  sein 
wird,  so  ziehen  wir  doch  für  den  allgemeinen  Fall  eine  andere  Me- 
thode der  Lösung  vor,  da  es  auf  dem  ersten  Woge  noch  wieder  be- 
sonderer complicirter  Gonstructionen  bedarf,  am  ans  dem  gefundenen 
r nun  wirklich  die  Coordinaten  iß  und  O,  zu  gewinnen. 

Die  Sache  gestaltet  sich  eiufaeber,  wenn  man  statt  der  obigen 
Ellipse  den  geometrischen  Ort  der  Kreismittelpnnkte  benutzt.  Man 
hat  dann  für  jeden  einzelnen  Winkel  j tp  nnr  noch  die  Richtung  von 
O.V  zu  bestimmen  und  findet  den  Krcisniittelpunkt  als  Durchschnitts- 
puukt  des  geometrischen  Orts  mit  einer  in  dieser  Richtung  gezogenen 
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Geraden.  Den  Radius  r erhält  man  dann  ganz  von  selbst,  wenn 
man  in  JVf  an  eine  zur  positiven  X axo  .parallel  gezogene  Gerade 
nach  oben  den  Winkel  i<p  anträgt  nnd  den  freien  Schenkel  bis  znm 
Schnitt  mit  der  Ellipse  verlängert.  Wir  finden  diesen  geometrischen 
Ort  der  Kreismittelpunkte,  wenn  wir  die  Werte  von  rcos(J«p)  und 
rsindm),  die  sich  ans  (28)>geben,  in  die  Gleichung  (27)  einsotzen. 
Es  ergiebt  sich  dann  die  Gleichung: 

4-  _ 1 

(29)  p(g»-i»)]»  - 

[ o*+36»  J [3o»H-6»J 

Was  nun  die  Construction  dieser  Ellipse  angoht,  so  wollen  wir 
zunächst  die  Annahme  machen,  dass  o > 6 ist.  Der  Brenpunkt  F 

liegt  dann  auf  der  Aaie  in  der  Entfernung  — von  0.  Be- 

rttcksichtigen  wir  ferner  die  Darstellungen 
und 

, l/T  o*  — i» 

iV3a»+i»- 


BO  ergeben  sich  für  die  Halbaxen  die  folgenden  Constructionen: 

1.  Man  errichte  in  der  Mitte  von  OF  ein  Lot,  welches  die 
durch  den  Scheitel  B zur  Xaxe  gezogene  Parallele  in  F 
trifft,  verbinde  0 mit  £ nnd  trage  von  0 aus  iOF  darauf 
ab  bis  (r.  Verbindet  man  dann  £ mit  A,  zieht  GH  par. 
EA,  verbindet  ff  mit  E nnd  zieht  GJ  par.  EH,  so  ist  OJ 
die  erste  Halbaxe  der  Ellipse. 


Beweis:  Nach  der  Construction  verhält  sich  OG  zu 
0£  wie  Vo*^^  zu  Es  ist  daher 


OG  ai<fl—b'‘ 
OH -a.^  = 


und  ' 


OJ=OH 


OG 
OE  “ 


a (a*  — i*) 
o»+34* 


2.  Man  beschreibe  um  OA  einen  Halbkreis,  ferner  mit  J0£ 
um  A einen  Kreis,  welcher  den  Halbkreis  in  E trifft,  ver- 
binde 0 mit  K und  trage  von  0 ans  \0F  darauf 
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Verbindet  man  dann  K mit  B,  zieht  LN  par.  KB,  verbindet 
N mit  K nud  zieht  LT  par.  KN,  bo  ist  OZ  die  zweite 
Halbaie. 


Beweis:  Es  verhält  sich  OL  zu  OK  wie  Va*—b*zn 
Vä<i*+i*.  Daher  ist 


ON  - i 


Va«— 

V3o*+i* 


und 


OZ’ 


Ä (o* Ä*) 

3o»+i« 


Es  kommt  nun  darauf  an  die  Richtung  O.AZ  zu  bestimmen.  So- 
fern wir  annchmen,  dass  der  zu  trisecircude  Winkel  |<p  ein  con- 
caver  ist,  liegt  Af  im  vierten  Quadranten.  Bezeichnen  wir  den  Winkel, 
welchen  OAZ  mit  der  positiven  Kaxo  bildet,  mit  so  ergiebt  sich 
ans  (-J8) 


Mau  ziehe  nun  im  Scheitel,  A die  Tangente  und  errichte  auf 

4* 

der  positiven  Seite  der  X im  Abstande  — von  0 nach  beiden  Seiten 

das  Lot  Den  Fusspnukt  dieses  Lotes  findet  man  am  einfachsten,  indem 
man  C mit  B verbindet  und  in  B auf  BC  die  Senkrechte  errichtet, 
welche  die  X axo  in  dem  gewünschten  Punkte  trifft  Nach  diesen 
Vorhereitungeu  gestaltet  sich  die  Construction  nun  einfach  in  der 
folgenden  Weise:  Man  trage  an  OA  nach  unten  }<p  an  und  verlän- 
gere den  Sclicukel,  bis  er  das  Lot  in  V trifft,  ziehe  VW  par.  OA  und 
verbinde  TV  mit  0,  so  ist  OTV  der  gesuchte  Radiusvector , auf  wei- 
chem der  Mittelpunkt  Af  liegt. 

Beweis.  Es  ist 

ATV-^*tg(i,p)  = atg  (AOTV) 

also 

tg(AOTV)  =**tg(Jg>)  - tg»  und  Wkl.  AOIV— ^ 

Der  Mittelpunkt  M ist  der  Schnittpunkt  von  OW  mit  dem 
geometrischen  Ort  der  Kreismittelpnukte.  Zieht  man  dann  durch  Af 
eine  Parallele  zu  OA,  trägt  nach  beiden  Seiten  den  Winkel  J g>  an, 
verlängert  den  oberen  Schenkel  bis  zum  Schnittpunkt  1\  mit  der 
gegebenen  Ellipse  nnd  beschreibt  mit  MP^  um  M den  Kreis,  so  trifft 
derselbe  die  Ellipse  in  den  Eckpunkten  P, , Pg,  P^  eines  gleichsei- 
tigen Dreiecks,  und  es  teilt  die  Verbindungslinie  MPi  den  ganzen 
Winkel  j;:  in  drei  gleiche  Teile. 
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Nachdem  der  geometrische  Ort  der  Kreismittelpankte  einmal 

constrmrt,  in  A die  Scheiteltangente  und  im  Abstande  — von  0 die 

Senkrechte  znr  Aaxe  gezeichnet  ist,  gestaltet  sich  also  die  weitere 
Constrnction  im  einzelnen  Falle  sehr  einfach. 

Uebrigens  gilt  dieselbe  Constrnction  auch  für  Winkel  grösser 
als  180“. 

Der  Punkt  M rückt  dann  in  den  dritten  Quadranten.  In  diesem 
Falle  mnss  natürlich  der  Schenkel  des  in  0 an  OA  angetragenen 
Winkels  }tp  über  0 hinaus  verlängert  werden;  die  Punkte  V und  W 
liegen  im  ersten  Quadranten  und  M liegt  dieses  Mal  auf  der  Ver- 
längerung von  OW  über  0 hinaus. 

Für  den  Winkel  180“  fällt  M mit  dem  unteren  Scheitel  des 
geometrischen  Orts  der  Kreismittclpnnkto  zusammen  und  r ist  gleich 
der  Entfernung  dieses  Punktes  von  B.  Für  den  Winkel  360“  end- 
lich ist  M der  linke  Scheitel  der  Mittelpunktscurvo  und  r die  Ent- 
fernung dieses  Punktes  von  C.  Auch  in  diesen  Fällen  behält  unsere 
Constrnction  ihre  Gültigkeit. 

Wir  geben  nun  zu  dem  zweiten  Falle  über,  dass  a < ö ist. 

Der  Brennpunkt  £ liegt  dann  auf  der  F axe  in  der  Entfernung 
a*  von  0.  Der  geometrische  Ort  der  Kreismittelpunkte  ist 
dann  genau  dieselbe  Ellipse,  die  mau  erhält,  wenn  man  die  grössere 
Halbaxe  i als  die  erste,  die  kleinere  o als  die  zweite  ansieht  und 
die  Constrnction  nach  den  im  ersten  Falle  angegebenen  Vorschriften 
ausfübrt. 

Der  Mittelpunkt  M liegt  in  diesem  Falle  für  coucave  Winkel 
i<p  im  zweiten  Quadranten,  für  convexe  im  ersten. 

Um  die  Richtung  OM  zu  finden,  verfahre  man  wie  früher.  Man 
ziehe  in  A die  Schciteltangentc,  verbinde  C mit  B,  errichte  in  B 
auf  BC  das  Lot,  welches  dieses  Mal  die  Verlängerung  von  OA  trifft 
und  construire  in  dem  Schnittpunkte  das  Lot.  Dann  trage  man  an 
OA  den  Winkel  an,  verlängere  bis  zum  Schnittpunkte  V mit  dem 
Lote,  ziehe  VW  par.  AO  und  verbinde  0 mit  W.  Bei  concavem 
Winkel  Jqp  liegt  dann  M auf  der  Verlängerung  von  TKO  über  0 hin- 
aus, bei  convexem  auf  OW  selbst. 

Die  Behandlung  der  beiden  Fälle  lässt  erkennen,  dass  man  mit 
Hülfe  derselben  Ellipse  jeden  Winkel  auf  2 Arten  triscciren  kann. 
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Bei  der  einen  Constrnction  öffnet  sich  der  Winkel  von  M aus 
in  der  Richtung  der  positiven  X aze,  bei  der  andern  in  der  Richtung 
der  positiven  Y axe.  Beide  Mittelpunkte  liegen  auf  derselben  Ellipse. 
Ist  in  der  zu  Grunde  liegenden  Ellipse  die  erste  Axe  grösser  als  die 
zweite,  'so  liegt  bei  concavem  der  eine  Mittelpunkt  im  vierten, 
der  andere  im  dritten,  bei  convexem  der  eine  im  dritten,  der  an- 
dere im  zweiten  Quadranten.  Ist  dagegen  die  erste  Aze  kleiner  als 
die  zweite,  so  liegt  bei  concavem  der  eine  Mittelpunkt  im  zwei- 
ten, der  andere  im  ersten,  bei  convexem  der  eine  im  ersten,  der 
andere  im  vierten  Quadranten.  Da  nun  aber  der  Symmetrie  wegen 
zu  jedem  der  beiden  Mittelpunkte  noch  drei  andere  gehören,  von 
denen  ans  die  Trisection  oboufalls  ausgeffibrt  werden  kann,  so  giebt 
es  im  Ganzen  8 verschiedene  Möglichkeiten. 

Bei  .^wci  derselben  öffnet  sich  der  Winkel  nach  der  Richtung 
der  positiven,  bei  zwei  andern  nach  der  der  negativen  X axe,  ebenso 
bei  zwei  weiteren  nach  der  der  positiven  und  bei  den  beiden  letzten 
nach  der  der  negativen  Faxe. 


§ 9. 

Die  Trisection  des  Winkels  mittelst  fester  Hyperbeln.  Fig.  3. 
Es  sei  die  Hyperbel 

a'  4«  ~ ^ 

gegeben.  Soll  diese  mit  der  durch  Gleichung  (23)  dargestellten 
Cnrve  identisch  sein,  so  muss 


und 


“=  -4« 


= l^^Tj*t«*(«’-34»)*cos*a.p)  -4»(3a«-4»)*sin*(ä<p)] 


sein,  woraus 
(30)  r* 


16  o*  h* 


a*(a»  — 3Ä*)*  C08*({  ®)  — 6*(3a»  - ä*)»  8in*(|g>) 
wird.  Ans  (26)  erhalten  wir  ferner  für  die  Coordinaten  von  M: 

(31)  5P--j-^-C08(iT),  0 = -|-^sin(|,») 
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Ferner  wird  der  geometrische  Ort  der  Kreismittelpnnkte  dar- 
gestellt  durch: 


Der  Ansdrock  fOr  r'  lässt  zunächst  erkennen,  dass  das  Intervall  der 
Winkel  i<p,  welche  mit  Hülfe  der  vorgelegten  Hyperbel  trisecirt 
werden  können,  ein  beschränktes  ist.  Die  Construction  ist  nur  dann 
ausführbar,  wenn  der  Nenner  von  r*  positiv  ist,  also  nur  für  die 
Werte,  für  welche 

o*(o*  — 34*)*cos*(i9>)  > 4*(3a>  — i*)*sin*(J«)p)  oder 
a*fa*— 34*)* 

ist.  Die  Constrnction  kann  in  analoger  Weise  ansgefobrt  werden 
wie  bei  der  Ellipse.  Der  Mittelpnnkt  M wird  gefnnden  als  Dnrch- 
sebnittspnnkt  des  geometrischen  Orts  mit  einer  durch  0 gehenden 
Geraden.  Für  concave  Winkel  l<p  liegt  M im  dritten  Quadranten. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel,  welchen  OM  mit  der  negativen 
Jlaxe  bildet,  mit  9-,  so  ist 

Wenn  wir  ferner  den  Winkel,  welchen  die  im  entsprechenden  Qua- 
dranten liegende  Asymptote  der  Mittelpuuktsbyperbel  mit  der  nega- 
tiven Al  axe  bildet,  t nennen,  so  ergiebt  sich  ans  (32)  der  Wert 

^ 4*(o»-34«)» 

“ a»(3o*— 4*)» 


Die  unter  dem  Winkel  9 gezogene  Gerade  trifft  daher  die  Hyperbel 
der  Mittelpunkte  nur  dann,  wenn 

o*(o*— 34*)* 

tg»#<tg»e  oder  tg»(f<p)  < 

ist  Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  ans  dem  Ausdruck  von  r*  ge- 
wonnenen völlig  überein,  und  wir  erkennen  jetzt,  dass  die  Hyperbel 
deswegen  für  keine  grösseren  Winkel  zur  Trisection  verwandt  werden 
kann,  weil  dann  die  unter  dem  Winkel  9 gezogene  Gerade  den 
geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  nicht  mehr  trifft. 
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Will  man  grössere  Winkel  triseciren, 
conjagirten  Hyperbel 


— 1 


SO  muss  man  sich  der 


bedienen,  welche  gerade  für  diese  und  nur  fttr  diese  benutzt  werden 
kann.  Man  zeichne  also  gleich  von  vorn  herein  beide  Hyperbeln 
und  die  beiden  zugehörigen  geometrischen  Oerter  der  Kreismittel- 
pnnkte,  welche  natürlich  auch  coujugirt  sein  müssen.  Dann  lassen 
sich  alle  Winkel  triseciren  mit  alleiniger  Ausnahme  derjenigen,  für 
welche 


a®  (a*  — 3A®)® 
4*(3o»  — i*)» 


ist.  Die  Construction  des  Radinsvectors  bleibt  auch  für  die  con- 
jugirte  Hyperbel  dieselbe.  Liegt  Afauf  dem  geometrischen  Ort  zur 
ersten  Hyperbel,  so  wird  der  Winkel  i<p  auch  durch  die  erste  Hy- 
perbel trisecirt,  im  andern  Falle  durch  die  zweite. 


Nur  wenn  die  Richtung  des  Radiusvcctors  mit  der  Richtung  der 
Asymptoten  zur  Curve  der  Mittelpunkte  übereinstimmt,  ist  die  Tri- 
section unmöglich,  da  dann  M unendlich  weit  rückt. 


Bevor  wir  in  der  Betrachtung  des  allgemeinen  Falles  fortfahren, 
ist  es  wünschenswert,  das  bisher  Abgeleitete  an  Beispielen  zu  de- 
monstriren. 


Die  gleichseitige  Hyperbel. 

Der  geometrische  Ort  der  Ereismittelpunkte  hat  die  Eigenschaft, 
in  einem  Falle  mit  der  gegebenen  Hyperbel  selbst  übereinzustimmen. 
Dieser  Fall  tritt  ein  für  die  gleichseitige  Hyperbel. 

Setzen  wir  in  (32)  a*  = 4*.  so  kommt 

— C*  = a* 

Für  die  Coordinaton  von  M ergiebt  sich  ferner 

iP — ^cos(|«p),  G = — ^sin(39P) 

Endlich  wird 

r = 2 .OM 

Die  Construction  mit  Hülfe  der  Hyperbel  selbst  ist  ausführbar,  so  lauge 
tg*(5<p)  <,  1 
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ist,  d.  h.  für  alle  Winkel  nnter  90®.  Für  die  Winkel  über  90®  gilt 
die  conjngirte  Hyperbel.  Die  Construction  gestaltet  sich  folgender- 
massen:  Man  trage  in  0 an  die  negative  Xaxe  nach  nnten  den 
Winkel  |g)  an  nnd  verlängere  den  Schenkel  bis  zum  Schnitte  mit 
der  gegebenen  Hyperbel.  Der  Scbnittpnnkt  ist  der  Kreismittelpnnkt 
M,  nnd  MO  ist  gleich  ^r.  Man  verlängere  dann  MO  über  0 hinaus 
bis  znm  Schnitte  mit  dem  andern  Hyperbelzweig  nnd  beschreibe  mit 
der  Entfernung  von  M bis  zu  diesem  Schnittpunkte  um  M den  Kreis, 
welcher  die  Hyperbel  noch  in  den  drei  weiteren  Punkten 
i's  der  Art  trifft,  dass  P,,  P„  P,  die  Ecken  eines  gleichseitigen 
Dreiecks  bilden,  und  MP,  den  in  M an  MO  angetragenen  Winkel 
Jf)  trisecirt.  Es  ist  dies  die  in  dem  ersten  Artikel  von  Panzerbieter 
angegebene  Lösung  des  Problems. 


Die  Hyperbel  von  der  Exentricität  2. 

Koch  in  zwei  andern  Fällen  erfordert  dio  Construction  des 
geometrischen  Orts  keine  besondere  Anstrengung,  wenn  nämlich 
entweder 

3o*  i*  oder  o*  =■  3i*  ist. 

Im  ersten  Falle  erhalten  wir  die  Gleichung 


welche  zwei  znr  X axe  senkrechte  Geraden  darstellt.  Die  Gleichung 
der  Hyperbel  heisst  dann 

o*  3a*  ^ 

ihre  Excentricität  ist  also  gleich  2. 

Ferner  folgt  aus  (33),  dass  in  diesem  Falle  die  Curve  zur  Tri- 
section  aller  Winkel  verwendet  werden  kann,  für  welche 

< o> 

ist,  d.  h.  für  alle  Winkel  mit  Ausnahme  des  gestreckten,  während 
die  conjngirte  Hyperbel 

o*  3a*  ~ ^ 

zur  Trisection  völlig  ungeeignet  ist. 
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Für  r crgiebt  sich  der  Wert  ± i— concav 
oder  convex  ist,  and  als  Coordinaten  dos  Mittelpanktes  M 

— T G — qr  iatg(i7>) 

Bei  concavem  Winkel  liegt  demnach  M im  dritten,  bei  convexem  im 
vierten  Quadranten. 

Daraus  ergeben  sieb  die  folgenden  Constrnctionen , welche  fast 
ebenso  einfach  sind  wie  die  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel. 

Ist  iqD  concav,  so  trage  man  im  Scheitelpunkte  .d  an  .^0  nach 
nnten  die  Hälfte  des  Winkels  an  unil  verlängere  den  Schenkel,  bis 
er  die  Senkrechte 


trifft.  Dann  ist,  der  SchnMtpnnkt  der  gesuchte  Ereismittelpunkt 
M und  die  Entfernung  MA  gleich  dem  Krnisradius  r. 

Wie  man  erkennt,  gehen  alle  Kreise  durch  den  Scheitel  A der 
Hyperbel. 

Im  Falle,  dass  \<p  convex  ist,  trage  man  Jqo  im  andern  Schei- 
telpunkte C an  die  Verlängerung  von  0 C nach  unten  hin  an  und 
verlängere  den  Schenkel,  bis  er  die  Senkreebto 

trifft.  Dann  ist  wiederum  der  Schnittpunkt  der  Mittelpunkt  M und 
die  Entfernung  MC  gleich  dem  Radius  des  Kreises. 

lu  diesem  Falle  gehen  alle  Kreise  durch  den  Scheitel  C. 

Beide  Fälle  lassen  sich  auch  vereinigen,  wenn  man  den  Mittel- 
punkt M in  der  früheren  Art  als  Durchschnittspaukt  einer  durch  0 
gehenden  Geraden  mit  dem  geometrischen  Orte  bestimmt.  Man  er- 
richte auf  der  positiven  X axo  in  der  Entfernung 


h® 

- = 3a 


das  .Lot,  construire  die  Scbeiteltangente  in  A,  trage  in  0 an  OA 
nach  oben  I91  an,  verlängere  den  Schenkel  bis  zum  Schnitt  mit  der 
Senkrechten  (eventuell  Uber  U hinaus),  ziehe  durch  den  Schnittpunkt 
eine  Parallele  zur  X axo  und  verbinde  den  Schnittpunkt  dieser  Pa- 
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rallclen  und  der  Tangente  mit  0.  Im  Falle  eines  concaven  Winkels 
liegt  dann  M aut  der  Verlängerung  dieser  Verbindungslinie  über  0 
hinaus,  im  Falle  eines  convexen  Winkels  auf  ihr  selbst. 

Da  zum  Punkte  M noch  3 andere  zu  den  Axen  symmetrisch 
gelegene  gehören,  von  denen  aus  der  Winkel  ebenfalls  trisecirt 
werden  kann,  so  giebt  es  im  Ganzen  4 Möglichkeiten.  Bei  zwei 
derselben  öffnet  sich  der  Winkel  in  der  Bichtung  der  positiven  Xaxe, 
bei  den  andern  beiden  in  der  entgegengesetzten  Richtung.  Ausser- 
dem giebt  es  noch  4 weitere  Möglichkeiten,  bei  welchen  sich  der 
Winkel  nach  der  positiven  und  negativen  Faxe  öffnet.  Dieselben 
ergeben  sich  aber  erst  aus  der  Betrachtung  des  Falles 

«*  = 3A* 

zu  dem  wir  jetzt  übergehen. 

Wenn  n*  ==  ist,  so  lässt  sich  die  Hyperbel 

Xi  ys 
“ 4*  “ ^ 

da  hierfür  der  Ausdruck  von  r*  stets  negativ  ist,  überhaupt  iiieht 
zur  Triscction  verwenden,  wohl  aber  die  conjugirte  Hyperbel 


Diese  hat  wieder  die  Exccntricität  2 und  unterscheidet  sich  von  der 
vorigen  nur  durch  die  Lago  zu  den  Axen,  Während  sich  im  vorigen 
Falle  der  trisocirte  Winkel  von  M aus  in  der  Richtung  der  Hauptaxe 
erstreckte,  öffnet  er  sich  jetzt  senkrecht  dazu. 

Es  wird  für  diesen  Fall 

l*cot(j»  und  C.  = 

Die  Construction  gilt  demnach  für  alle  Winkel;  A/ liegt  für  concave 
Winkel  im  dritten,  für  convexe  im  vierten  Quadranten.  Man  trage 
für  einen  concaven  Winkel  das  Complemeut  des  halben  Winkels  im 
Scheitel  2t  an  /?  0 nach  links  hin  an  und  verlängere  bis  zum.Schnitt 
mit  der  Geraden 


Dieser  Schnittpunkt  ist  dann  der  Mittelpunkt  M und  MB  der  Kreis- 
radius. Alle  Kreise  gehen  durch  den  Scheitel  B. 

Arch.  d.  Matli.  u.  Phys.  2.  Heilte,  T.  XII.  26 
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Ist  der  Winkel  conyei,  so  trage  man  — 90“  in  J?  an  BO  nach 
rechts  hin  an  nnd  verlängere  wieder  bis  zum  Schnitt  mit 


Der  Schnittpunkt  ist  M und  der  Badius.  Alle  Kreise  gehen 
durch  denselben  Scheitelpunkt  B. 

Uebrigens  lässt  sich  auch  hier  der  Mittelpunkt  M für  beide  Fälle 
in  derselben  Weise  finden,  wenn  man  denselben  als  Schnittpunkt 
des  geometrischen  Orts  mit  einer  durch  0 gehenden  Geraden  be- 
stimmt. Man  errichte  auf  der  positiven  Aave  in  der  Eutfernung 


das  Lotj  construiro  im  Scheitel  A der  coujugirten  Hyperbel  die  Tan- 
gente, trage  in  0 an  0 A nach  unten  ‘qp  an,  verlängere  den  Schenkel 
bis  zum  Schnitte  mit  der  Senkrechten  (eventuell  über  0 hinaus), 
ziehe  durch  den  Schnittpunkt  eine  Parallele  zur  X axe  nnd  verbinde 
den  Schnittpunkt  dieser  Parallelen  und  der  Tangente  mit  0.  Im 
Falle  eines  concaven  Winkels  liegt  dann  M auf  der  Verlängerung 
dieser  Linie  Uber  0 hinaus,  im  andern  Falle  auf  ihr  selbst 

Es  ist  dies  fast  wörtlich  die  im  Falle  3a^  = an  der  ent- 
sprechenden Stelle  angegebene  Construction. 

Aus  der  Betrachtung  beider  Fälle  ergiebt  sich  das  Resultat,  dass 
cs  im  Ganzen  8 Möglichkeiten  giebt,  mit  Hilfe  der  Hyperbel  von 
der  Excentricität  2 den  Winkel  zu  triscciren.  Von  4 symmetrisch 
zu  den  Axen  gelegenen  Mittelpunkten  öffnet  sich  der  Winkel  in  der 
Richtung  der  Hauptaxe  und  entgegengesetzt,  von  den  4 andern  in 
den  beiden  dazu  senkrechten  Richtungen. 

Diese  Lösung  der  Dösiteilung  des  Winkels  findet  sich  sowol  in 
den  ersten  beiden  Artikeln  von  Panzerbieter  wie  auch  in  der  ge- 
nannten Programmabbandlung. 


Weitere  Behandlung  im  Falle  einer  beliebigen 
Hyperbel. 

Es  war  schon  gesagt  worden  und  bat  sich  auch  in  den  behandelten 
Beispielen  bestätigt,  dass  die  Coustructiou  des  Mittelpunktes  für  die 
ursprüngliche  Hyperbel  wie  für  die  conjugirte  nach  derselben  Regel 
ansgefuhrt  werden  kann.  Der  Grund  hierfür  liegt  in  dem  Umstande, 
dass  die  Formeln  (31)  unabhängig  davon  sind,  von  welcher  der  beiden 
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Hyperbeln  im  gegebenen  Falle  die  Trisection  wirklich  ansgeführt 
wird.  Es  ist  allgemein 

tg5^  = ^itg(Jip) 

Daraus  crgiebt  sieb  die  folgende  Constrnction,  welche  der  fUr  die 
Ellipse  gegebenen  ganz  analog  ist:  Man  ziehe  im  Scheitel  A die 
Tangente  und  errichte  auf  der  positiven  Seite  der  X im  Abstande 

— von  0 das  Lot.  Den  Fusspnukt  findet  man  am  einfachsten,  indem 

man  C mit  B verbindet  und  in  B auf  BC  die  Senkrechte  errichtet, 
welche  die  X axe  in  dem  gesuchten  Punkte  trifft.  Sodann  trage  man 
an  OA  nach  oben  an  und  verlängere  den  Schenkel  (eventuell 
über  0 hinaus),  bis  er  das  Lot  in  V trifft,  ziehe  VW  par.  OA  und 
verbinde  W mit  0.  Im  Falle  eines  concaven  Winkels  |ip  liegt  dann 
M auf  der  Verlängerung  des  Radiusvectors  über  0 hinaus,  im  Falle 
eines  convexen  Winkels  auf  ihm  selbst.  Je  nachdem  nun  die  eine 
oder  andere  Mittelpnnktscurvc  getroffen  wird,  wird  der  Winkel  durch 
die  eine  oder  andere  Hyperbel  trisecirt. 

Führt  man  die  Constrnction  in  entsprechender  Woiso  für  die 
Faxe  aus,  indem  man  die  conjngirte  Hyperbel  als  die  ursprüngliche 
ansieht,  so  erhäit  man  noch  einen  zweiten  Radinsvector,  auf  welchem 
der  Mittelpunkt  M liegt,  von  welchem  aus  der  Winkel  J(p  sich 
nach  der  Faxe  hin  öffnet.  Zu  jedem  der  beiden  Punkte  gehören 
aber  noch  drei  andere  symmetrisch  zu  den  Axon  liegende,  es  lässt 
sich  also  auch  im  allgemeinen  Falle  die  Construction  auf  8 ver- 
schiedene Arten  ausfübren. 

Auch  die  Construction  des  geometrischen  Orts  der  Mittelpunkte 
kann  in  ähnlicher  Weise  erfolgen  wie  bei  der  Ellipse.  Der  Brenn- 
punkt Fliegt  auf  der  Aaxe  in  der  Entfernung  von  0.  Je 

nach  dem  Yerhältniss  dieser  Strecke  zu  den  Axen  2a  und  2l>  gestaltet 
sich  der  Anfang  der  Construction  verschieden.  Um  dieselbe  wenig- 
stens für  einen  Fall  vollständig  angeben  zu  können,  wollen  wir  die 
Annahme  machen,  dass  a*  > 34*  sei.  Es  ist  ans  den  Formeln  leicht 
zu  entnehmen,  wie  sich  die  Constrnction  für  die  andern  Fälle  ver- 
ändert Für  unsern  Fall  ist  > 44*  und  4a*  >a*-f-4*.  Die 

Constrnction  ist  die  folgende: 

1.  Man  construire  über  ^OF  als  Hypotenuse  das  rechtwink- 
lige Dreieck  OEZ,  dessen  eine  Kathete  EZ  gleich’4  ist, 
und  trage  von  0 aus  auf  OE  und  dessen  Verlängerung 
iOF  ab  bis  G.  Verbindet  man  dann  E mit  A,  zieht 

26* 
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GH  par.  EA,  verbindet  H mit  E und  zieht  (?./ par.  EH, 
so  ist  0^  die  erste  Halbaxe. 

2.  Man  construire  über  04  als  Hypotenuse  das  recht- 
winklige iJreieck  ÜA’^l,  dessen  eine  Kathete 

KA  --  ^OE 

ist  und  trage  von  0 aus  auf  OK  JOF  ab  bis  L.  Verbindet 
man  dann  A^init  ü,  zieht  L N par.  KB,  verbindet  N mit  K 
und  zieht  L T par.  Ä N,  so  ist  0 T die  zweite  Halbaxe. 

Während  bei  der  Ellipse  die  Construction  stets  endliche  Werte 
ergicbt,  die  der  Grösse  nach  unter  den  Halbaxen  der  gegebenen 
Ellipse  gelegen  sind,  gestaltet  sich  hier  die  Sache  ganz  anders.  Um 
uns  eine  klare  Vorstellung  zu  verscliaffcu , wollen  wir  die  Annahme 
machen,  dass  die  Halbaxe  a fest  gegeben  sei.  Wir  erschöpfen  dann 
alle  Möglichkeiten,  wenn  wir  b süintlicho  Werte  von  0 bis  oc  durch- 
laufen lassen.  Wir  beginnen  mit  dem  Falle,  dass  ti‘  = J*  ist.  Wio 
wir  schon  bei  der  Behandlung  des  ersten  Beispiels  sahen,  fallen 
dann  beide  Oerter  mit  den  gegebenen  Curven  zusammen.  Wird  6 
kleiner,  so  entfernen  sich  die  Scheitel  des  ersten  Orts,  während  die 
des  zweiten  näher  an  0 heranrücken  Boi  sind  beide 

Zweige  des  ersten  in  unendliche  Ferne  gerückt,  der  zweite  ist  zu 
dem  Paar  gerader  Linien 


geworden.  Kimmt  4 noch  weiter  ab,  so  erscheiueu  die  beiden  Zweige 
des  ersten  wieder  und  rücken  au  0 heran,  der  zweite  setzt  seine 
Bewegung  gegen  den  Mittelpunkt  hin  fort. 

An  der  Grenze  4 — 0 wird  die  erste  Halbaxe  gleich  a , die 
zweite  gleich  null.  Gehen  wir  wieder  zu  dem  F'alle  a®  = 4*  zu- 
rück und  lassen  jetzt  4 zunehnien,  so  rückt  umgekehrt  der  erste 
Ort  gegen  0 vor,  der  zweite  entfernt  sieh. 

Für  3n*  = b‘  ist  der  erste  zu  dom  Paar  gerader  Linien 


geworden,  während  der  zweite  in  uneudlichor  Ferne  verschwindet. 
Bei  weiterem  Wachsen  von  4 erscheinen  die  Zweige  des  zweiten 
Orts  anfangs  wieder  und  nähern  sich,  der  erste  setzt  seine  Bewegung 
gegen  den  Mittelpunkt  hin  fort.  Für  4 = t»  rückt  der  erste  Ort  bis 

auf  n vor,  der  zweite  aber  ist  im  Unendlichen  verschwunden,  da 
ö 
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die  ciitsprecliendo  Halbaxo  sicli  dom  Worte  i genähert  )iat  und  mit 
unendlichem  b seihst  unendlich  geworden  ist. 

Was  die  Grenze  angoht,  his  zu  welcher  die  gogehene  Hyperhel 
seihst  und  von  welcher  ah  die  coujugirte  zur  Trisection  verwendet 
wird,  so  ist  darüber  das  Folgende  zu  sagen:  Boi  o*  = i*  verteilen 
sich  die  Winlicl  gloichmässig  auf  beide  Curven , die  Winkel  unter 
90“  werden  von  der  ersten,  die  über  90“  von  der  zweiten  trisecirt. 
Nimmt  b ab,  so  sinkt  auch  die  Grenze  und  erreicht  den  Wert  null 
für  o*  =.  3ä*.  In  diesem  Falle  kann  mit  der  ersten  Hyperhel  über- 
haupt kein  Winkel  trisecirt  worden;  sämtliche  Trisectionen  werden 
von  der  conjugirten  Hyperbel  ausgeführt.  Wird  h noch  kleiner,  so 
wächst  die  Grenze  wieder  und  nähert  sich  mit  abnehmendem  4 all- 
mählich dem  Werte  180“.  Ist  4*  N-  so  nimmt  der  Grenzwert  zu 
und  erreicht  hoi  3«^  — 4*  den  höchsten  Wort  180“.  In  diesem  Falle 
trisecirt  die  Hyperbel  selbst  alle  Winkel,  die  conjugirto  kann  zur 
Construction  überhaupt  nicht  verwendet  werden.  Bei  noch  grösseren 
Werten  von  4 sinkt  die  Grenze  wieder,  d.  h.  die  coujugirte  Hyperbel 
tritt  wieder  für  einen  Teil  der  Winkel  in  Benutzung,  und  zwar  fällt 
ihr  mit  wacbscudeia  4 ein  immer  grösserer  Teil  der  Winkel  zu,  bis 
für  4 =•  00  der  Grenzwert  null  geworden  ist.  Für  ein  sehr  grosses 
4 übernimmt  also  die  conjugirte  Hyperbel  fast  allein  die  Trisection, 
wie  es  für  ein  sehr  kleines  4 die  erste  Ilj'perbel  tat. 

Die  Betrachtung  zeigt,  dass  ausser  für  die  gleichseitige  Hyperbel 
noch  für  zwei  andere  Fälle  sich  die  Winkel  auf  beide  Curven  gloich- 
mässig verteilen.  Der  eine  tritt  ein  innerhalb  des  Intervalls  oo  >• 
a*  > 34*,  der  andere  innerhalb  dos  Intervalls  so  > 4*  > 3a*.  Man 
tindet  die  entsprechenden  Bedingungen  ans  (33),  indem  man  die 
rechte  Seite  gleich  der  Einheit  setzt.  Es  ergiebt  sich  dann: 

o = (2  + V^3)  4 

Wie  wir  bei  der  Discussion  in  § 5.  sahen,  stellt  die  allgemeine 
Gleichung  Hyperbeln  mit  reeller  erster  Axe  dar,  weun  der  Mittel- 
punkt sich  vou  ü nach  S und  von  It  über  L in’s  Unendliche  be- 
wegt. Wir  bemerkten  ferner,  dass  für  den  zweiten  Teil  des  Weges 
sämtliche  4 Kreispunkte  auf  demselben  Zweige  der  Hyperbel  liegen. 
Es  lässt  sich  nun  leicht  geometrisch  erkennen,  dass  für  die  Hyper- 
beln von  Q bis  S stets  34*  > a*  und  für  alle  Hyperbeln  von  K ab 
34*  < o*  sein  muss,  und  dass  die  Hyperbel  34*  = a*  für  keinen 
Wert  des  Winkels  <p  durch  die  Gleichung  dargestellt  wird. 

Wir  wollen  dieses  Resultat  auch  analytisch  bestätigen.  Wir 
berechnen  zu  dem  Zwecke  die  Coordinaten  dos  vierten  Kreispunktes 


Digitized  by  Google 


406 


G lasen  Ueber  die  Triseclion  des  Winkels 


P4.  Da  derselbe  gleichzeitig  auf  dem  einen  Schenkel  des  Winkels 
|go  liegt,  und  dieser  durch  eine  Parallele  zur  Xaxe  halbirt  wird,  so 
sind  die  Coordinaten 

iß-j-rcosifqp)  und  0 + rsin(J^) 

oder  gleich 

— ^ ~ cos  (iy)  und  — ^ (i*  — 3rt*)8in(Jif)) 

Diese  Coordinaten  lassen  die  verschiedenen  Lagen  von  P4  erkennen. 

Für  den  Fall  eines  concaven  Winkels  ergiebt  sich  das  Folgende: 

Ist  a*  > 34*,  so  liegt  im  zweiten  Quadranten.  Es  müssen 
daher,  soweit  die  Trisection  mit  der  gegebenen  Hyperbel  selbst  aus- 
geführt wird,  alle  4 Kreispunkte  auf  dem  linken  Zweige  derselben 
liegen.  Für  a*  = 34*  wird  die  erste  Coordinate  gleich  null,  P4 
rückt  in  die  Y axe  hinein  und  stellt  den  Schnittpunkt  derselben  mit 
der  conjugirteu  Hyperbel  dar,  welche  in  diesem  Falle  allein  zur 
Constrution  verwendet  wird.  Es  stimmt  dieses  mit  dem  früheren 
Resultat  völlig  übereiu,  dass  alle  Kreise  durch  den  Scheitel  B der 
conjugirten  Hyperbel  gehen. 

Wenn  a*  < 34*  und  4*  < 3a*  ist,  liegt  P^  im  ersten  Quadranten. 
Da  aber  M stets  im  dritten  Quadranten  liegt,  muss  der  Kreis  jeden 
Zweig  der  Hyperbel  in  2 Punkten  treffen. 

Für  4*  ^ 3a*  rückt  P4  in  die  X axe  hinein , fällt  also  mit  dem 
Scheitel  d zusammen.  Alle  Kreise  gehen  durch  A,  wie  schon  früher 
gefunden  wurde. 

Ist  endlich  4*  > 3a*,  so  liegt  im  vierten  Quadranten.  Soweit 
die  Construction  mit  der  gegebenen  Hyperbel  selbst  ausgeführt  wird, 
schneidet  der  Kreis  jeden  Zweig  iu  3 Punkten,  soweit  aber  die  con- 
jugirte  Hyperbel  benutzt  wird,  liegen  alle  4 Schnittpunkte  auf  dem- 
selben Zweige. 

Für  den  Fall  eines  convexen  Winkels  liegt  P4  für  das  erste 
Intervall  im  ersten  Quadranten,  rückt  dann  durch  die  Faxe  hin- 
durch in  den  zweiten  Quadranten  hinein  und  von  diesem  durch  die 
negative  ATaxe  in  den  dritten.  Doch  ändert  dieses  nichts  an  der 
Tatsache,  dass  für  das  erste  und  letzte  Intervall  ein  Teil  der  Kreise 
nur  den  einen  Zweig  der  Hyperbel  schneidet. 
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§ 10. 

Die  Trisectlon  mittelst  fester  Parabeln.  Figur  4. 


Die  Gleichung  der  Parabel  sei  zunächst 
yz 2pX 

wo  p > 0 ist.  Soll  die  in  § 3 unter  (10)  dargcstellte  Gleichung 
diese  Parabel  darstellen,  so  muss 


(34) 


cos(j» 


sein,  womit  der  Kreisradius  sogleich  bestimmt  ist.  Da  r nur  positiv 
sein  kann,  so  muss  der  zu  trisecircude  Winkel  concav  sein.  Sollte 
aber  die  Aufgabe  gestellt  sein,  einen  convexen  Winkel  zu  trisecireu, 
so  benutze  man  entweder  die  Parabel 


y*  2p  JC 

oder  man  führe  die  Constructiou  für  den  concaven  Winkel  aus, 
welcher  den  gegebenen  zu  4if  ergänzt.  Dann  trisecirt  A/Pj  den 
zugehörigen  convexen  Winkel. 


Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  sind  nach  (11) 


(35) 


r 9 — cos*(|<p) 
8 cos(Jip)  ’ 


Derselbe  liegt  also  stets  im  dritten  Quadranten. 


Wie  man  sich  durch  kurze  Berechnung  überzeugen  kann,  stimmt 
diese  Lösung  mit  der  von  Panzerbieter  in  der  angeführten  Pro- 
grammabbandlnng  gegebenen  überein.  Was  die  Constructiou  selbst 
angeht,  so  weisen  unsere  Formeln  auf  die  folgende,  von  der  dortigen 
etwas  abweichende  Art  der  Ausführung  hin;  Die  Entfernung  des 
Brennpunktes  F von  der  Directrix  ist  gleich  p.  Man  verlängere 
diese  Strecke  über  F hinaus  um  das  Dreifache  bis  zum  Punkte  B 
und  um  das  Oreinndeinhalbfache  bis  zum  Punkte  C,  so  dass 

AB  — 4p  und  AC  = 4 jp 

wird,  und  errichte  in  F,  B und  C Lote  zur  Axe.  Hierauf  trage 
man  in  A an  AC  den  Winkel  Jqo  an,  verlängere  den  freien  Schenkel, 
bis  er  die  Senkrechten  in  D,  E und  G schneidet,  errichte  HO  J.  GA 
und  ziehe  durch  H eine  Parallele  zur  l’axe  und  durch  D eine  Pa- 
rallele.zur  A axe.  Dann  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  Parallelen 
der  gesuchte  Kreismittelpnnkt  M und  AE  der  Radius  des  Kreises. 
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Trägt  mau  daher  iu  J/ au  MD  nacli  beiden  Seiten  J<j)  an  und  be- 
schreibt mit  AE  um  M einen  Kreis,  so  trifft  derselbe  die  Parabel 
iu  den  Eudpuukten  eiues  gleiehseitigcii  Dreiecks  und  der 

Winkel  i<f  wird  durch  MI\  trisocirt. 


Beweis:  4p  = AE  . cosC^qp),  also 


AE  ■■ 


B’ernor  ist 


4.p 

' cos  ^ijt.) 


. ^ U r r , , r 9 — eos“(}ip) 

i/0  =■  HA  — GA  “ a TT^  — Q ‘=05  (59)  ■=  u iT~\ 

8 cosCJip)  8 8 cos(äqp) 


und 


FD  = AD  . siu(i(jt))  =^8iu(Jir) 


Man  hat  also  im  gegebenen  Falle  uur  die  Hälfte  des  trisecireu- 
deu  Winkels  anzutrageu,  ein  Lot  zu  err'ebteu  und  zwei  Parallelen 
zu  ziehen. 

Die  Construction  ist  so  elementar,  dass  wir  des  geometrischen 
Ortes  der  Kreismittelpunkte  für  diesen  B'all  gar  nicht  bedürfen. 
Dennoch  wollen  wir  die  Gleichung  desselben  ableiteu. 

Aus  (34)  ergiebt  sich 

4/> 

cosfjqp)  = 

Wir  setzen  diesen  Wert  in  die  Ausdrücke  für  und  ein,  die 
sich  ans  (35)  ergeben.  Dann  kommt 

32p  . «ß  =.  16p*— 9)-2  und 
1GG*  = r2  — 16p“i 


woraus  durch  Elimination  von  r*: 

(36) 

Der  geometrische  Ort  ist  also  eine  Parabel,  die  sich  vom  Punkte 
C als  Scheitelpunkt  aus  nach  der  negativen  Seite  der  ATaxe  er- 
streckt. 1 er  Parameter  ist  gleich  dem  neunten  Teile  des  Para- 
meters der  gegebenen  Parabel. 

Will  man  den  geometrischeu  Ort  zur  Construction  verwenden,  so 
gestaltet  sich  diese  insofern  einfacher,  als  mau  nur  in  A den  Winkel 
49  anzutragen  und  durch  D eine  Parallele  zur  Afaxe  zu  ziehen 
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brauclit,  welche  die  Para,bel  der  Mittelpunkte  in  J>/ trifft.  Durch 
Anträgen  des  Winkels  itp  an  MD  ergiebt  sich  dann  der  Radius  r 
von  selbst. 

Wir  verwiesen  oben  für  den  Fall  eines  convexen  Winkels  anf 
die  Parabel 

r»  = 

Setzen  wir  diese  in  Verbindung  mit  (10),  so  ergiebt  sich: 


C0S(||JP) 

woraus  ersichtlich,  dass  diese  Curve  in  der  Tat  und  zwar  nur  zur 
Trisectiou  eines  convexen  W'iukels  verwendet  werden  kann.  Der 
Mittelpunkt  liegt  hierfür  im  vierten  Quadranten.  Die  Constructiou 
gestaltet  sich  genau  wie  im  vorigen  Falle. 

Wir  nehmen  nun  an,  die  gegebene  Parabel  habe  die  Gleichung 

A'*  = — 2pF 

Dann  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  mit  (13) 


(37) 


sin  (|<p) 


und  für  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  kommt: 


(38) 


jcos(Jflp),  C 


r 9 — sin^(j(p) 
8 sin(Jy) 


In  diesem  Falle  kann  die  Constrnctiou,  da  r den  halben  sinns 
des  halben  Winkels  enthält , für  alle  Winkel  angewendet  werden. 
Für  concave  Winkel  liegt  M im  dritten,  für  convexe  im  vierten  Qua- 
dranten. 


Für  die  Constructiou  ergiebt  sich  das  Folgende: 

Man  construire  wie  im  vorigen  Falle 

AB  = 4p,  AC  = 4 Jp 

errichte  wieder  in  F,  B und  C Lote,  trage  aber  dieses  Mal  das 
Complement  von  Jg?  in  A an  AC  nach  der  Seite  der  negativen  X 
zu  an  und  verlängere  bis  J,  K und  L,  construire  AX  X AA  und  ziehe 
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darcb  N nnd  J Parallelen  zn  den  Axen,  die  sieb  in  M'  schneiden. 
Der  Radius  ist  dann  gleich  AK. 

Die  Bebandlnng  beider  Fälle  lässt  erkennen,  dass  auch  mit 
Hülfe  jeder  Parabel  der  Winkel  auf  2 Arten  trisecirt  werden  kann. 
Da  aber  zn  jedem  der  beiden  Kreismittelpunkte  der  Symmetrie 
wegen  noch  ein  zweiter  gehört,  so  giebt  es  im  Ganzen  sogar  4 Mög- 
lichkeiten. Ist  der  Winkel  concav,  so  öffnet  er  sieb  für  2 symme- 
trisch gelegene  Mittelpunkte  in  der  Richtung  der  Hauptaxe  vom 
Brennpunkt  zum  Scheitel  hin,  für  die  beiden  andern  ebenfalls  sym- 
metrisch gelegenen  nach  den  beiden  znr  Hanptaxe  senkrechten  Rich- 
tungen. Ist  der  Winkel  convex,  so  öffnen  sich  2 Winkel  in  der 
Richtung  der  Hanptaxe  vom  Scheitel  zum  Brennpunkt  zurück,  die 
beiden  andern  wieder  nach  den  beiden  hierzu  senkrechten  Rich- 
tungen. 

Berlin,  den  1.  December  1892. 
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XXV. 

Analytische  Entwicklung  von  Gleichungen 
über  drei  in  demselben  Punkte  sich  schneidende 
Transversalen  eines  Dreieckes. 


Von 

Professor  Josef  Klechl. 


Einleitnng. 

Wird  die  Richtong  von  A gegen  B (Fig.  1)  als  die  positive  ge- 
wählt, und  hat^die  Strecke  AB  die  Länge  von  -)-e  Einheiten,  so 
ist  die  Strecke  BA  mit  Rücksicht  auf  den  Gegensatz  der  Rictung 
von  der  Länge  — also 

BA  = —AB 

Jede  Strecke  auf  der  durch  die  Punkte  A und  B gehenden  Ge- 
raden ist  als  positiv  oder  negativ  zu  betrachten,  je  nachdem  die 
Richtung  von  dem  ersten  zum  zweiten  Endpunkte  der  Richtung  AB 
gleich  oder  entgegengesetzt  ist 

Bei  zwei  oder  mehreren  verschiedenen  Geraden  ist  die  positive 
Richtung  der  einen  von  jener  der  andern  im  allgemeinen  unabhängig, 
sind  aber  die  Linien  parallel,  so  wird  vorausgesetzt,  dass  ihre  posi- 
tiven Richtungen  übereinstimmen;  zwei  parallele  Strecken  MN  und 
RS  haben  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen,  je  nachdem  die 
Richtung  von  M nach  N mit  der  Richtung  von  R nach  <S  üherein- 
stimmt  oder  nicht. 

Unter  dem  Teilverhältnisse  in  Bezug  auf  eine  Strecke  AB,  nach 
welchem'diese  in  irgend  einem  dritten  Punkte  geschnitten  wird , — 
sei  es,  dass  derselbe  in  ihr  oder  in  ihrer  Verlängerung  liegt  — , 
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verstehe  man  das  Vcrhältiiiss  zwischen  dem  Abschnitte,  welcher  sich 
von  dem  im  Ausdrucke  der  Linie  zuerst  gesetzten  Funkte  A bis  zum 
Schueidepunkte  erstreckt,  und  dem  Abschnitte  vom  Schueidepunkte 
bis  zum  andern  Grenzpunkte  ü. 

Die  absolute  Länge  des  ersten  Abschnittes  sei  x,  die  des  zweiten 
g (x  und  y veränderlich)!;  so  hat  (Fig.  1) 


AC 

die  Länge  -f-x 

CB 

>» 

5> 

+ » 

AC" 

+ * 

C'B 

—y 

AC" 

— X 

C’B 

V 

und  cs  ist 

AC  -fx  AC"  --X 

CB~  Äf-y'  C'B'  —y'  C"/i  ” 

Das  Teilverhältniss  des  Schnittpunktes  in  Bezug  auf  die  Strecke 
AU  ist  demnach  positiv,  wenn- der  Uebergang  von  dem  Endpunkte 
A zum  Teilpuukte  und  von  diesem  zum  andern  Endpunkte  B in 
gleichem  Sinne,  negativ,  wenn  der  Uebergang  von  dem  einem  End- 
punkte der  Strecke  zum  Teilpunkte  in  dem  entgegengesetzten  Sinne 
von  dem  erfolgt,  in  welchem  man  von  diesem  letztem  zum  andern 
Endpunkte  der  Strecke  gelangt. 

Es  ist  somit  das  Teilverhältniss  positiv  für  die  innere,  negativ 
für  die  äussere  Teilung. 

In  der  Geraden,  die  durch  A und  B geht,  ist  jeder  Punkt  durch 
das  Verhältniss  +-  oder  ±—  bestimmt,  iu  welchem  die  Strecke 
AB  von  ihm  geteilt  wird. 

Für  den  Ualbirnngspnnkt  C"  ist  das  Teilverhältniss 


so  wird  das  Teilverhältniss 
— 1 

Es  ist  ferner 


^ = + 1 

Liegt  der  Teilpunkt  im  Unendlichen, 

Aco  AB  Bao 

ec  B cc  B ‘ oo  B 
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AC  X AC  , . 

AC+CIi  ~ x-\-y  AB 

CB 

AC+CB 

AC 

AC  + CB 
Cb 

AC+CB 
AC” 

AC+CB 
CB 

AC-+CB 
Es  stellen  also  die  Ansdrücke 

^ jty  ^ y 

+ x-\-y  x + y'  X +y  ±.x-\-y 

die  Verhältnisse  dar  von  den  Abschnitten  zur  Strecke  AiJ,  sie  sind 
positiv  oder  negativ,  jo  nachdem  die  Abschnitte,  genommen  vom 
ersten  Endpunkte  bis  zum  Teilpunkto,  beziehungsweise  von  diesem 
zum  zweiten  Endpunkte,  mit  der  Richtung  AB  Ubereinstimmen  oder 
nicht. 

Sind  X,  y die  Cartesischeu  Coordinatcn  des  Punktes  M (Fig.  2), 
welcher  die  Strecke  M'M"  mit  den  Eudpunktscoordinaten  x‘y',  x"y" 
in  einem  gegebenen  Verhältnisse  m : n teilt,  so  ist 


oder 

also 

ferner  ist 
oder 

also 


»»  ; n = M'M:  MM"  = B'B : PP" 

m : n = {x'  — x)  : {x  — x") 
mx  — mx"  = nx' — nx 

H I t 

mx  -f-na; 
m -|-n 

m : n — A/'M  : MM"  = M'Q'  ; Q"M" 

m:n  = (y'  — y)  : (y  - y") 
my  — my"  =■  ny‘  — ny 

_ fny"  + ny‘ 

^ »i 


Für  den  äusseren  Teilpunkt  ergibt  sich 
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mae"  — n x'  my” — ny' 

* m — n ' ^ m — n 

Hiernach  können  die  Fälle  der  innern  nnd  änssern  Teilnng 
wieder  von  einander  unterschieden  werden  dadurch,  dass  die  Teilung 

einer  Strecke  im  Verhältnisse  4-—  die  innere,  im  Verhältnisse  — — 

die  äussere  Teilung  im  quantitativen  Verhältnisse  m ; n bezeichnen 
soll;  die  Formeln  fttr  die  Coordinaten  des  äussern  Teiipnnktes  werden 
ans  denen  des  innern  erhalten  durch  die  Veränderung  des  Vor- 
zeichens eines  Gliedes. 


Die  Coordinaten  eines  Punktes,  welcher  eine  Strecke  mit  den 
Endpunktscoordinaten  x'y’,  x"y"  im  quantitativen  Verhältnisse  m : n 
teilt,  sind  demnach  durch 

m*”+nx'  mt(''  + nu' 

X = ; , M = j 

m + n m +n 

darstellbar,  das  positive  Zeichen  gilt  fttr  die  innere,  das  negative 
fttr  die  äussere  Teilnng. 

Handelt  cs  sich  um  die  Aufgabe,  das  Verhältniss  >n ; n zu  be- 
stimmen, in  welchem  eine  Gerade 

Ax-\~Ey-\-C  ■=  0 

die  gerade  Verbindungslinie  der  Punkte  x'y’,  x"y"  teilt,  so  gelangt 
man  zur  Lösung  durch  die  Bedingung,  dass  die  Coordinaten  des 
Teilungspunktes 

mx"-\-ny‘  my" -\-ity' 

m -j-  n m n 


der  Gleichung  der  teilenden  Linie  genügen  müssen,  also 


A 


woraus  folgt 


n»  7i  I»  n 

m Ax'+By'  + C 

n “ Ax"  + By"  + C 


Um  das  Verhältniss  zu  bestimmen,  nach  dem  die  Strecke  mit  den 
Endpunktscoordinaten  x'y',  x”y"  geteilt  wird  durch  die  [Gerade, 
welche  die  Punkte  x"V",  enthält,  bildet  man  die  Gleichung 

dieser  Geraden 
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ond  man  erh&lt 

m +x'"ä,lV-i>ry" 

» “ “ (»"-»‘V)*"  - (X» -xiy)y"  +x“,IT-xIVy»  1) 


K,  Der  den  Transversalen  gemeinsame  Pnnkt  liegt  Im  Endlichen. 


Die  drei  Seiten  eines  Dreieckes  ABC  (Fig.  3)  werden  von  drei 
Transversalen,  die  sich  in  einem  Funkte  O treffen,  durchschnitten. 
Der  gemeinsame  Punkt  sei  gewählt  als  Anfangspunkt  eines  Parallel- 
Coordinatensystems  mit  beliebigem  Achsenwinkcl,  a,  a,  b,  ß,  c,  y 
seien  die  veränderlichen  Coordinaten  der  Dreieckspnnkte,  nämlich 


A = (a,  «),  B = (h,ß),  6’-(c,  y); 

es  sei  ferner 


AD p Al  p'  AM  p" 

lTB~  — q'  IB  ~ — MB^  — 


’ GC~  ^s’'  LC  " ^ s" 


CF  ( CH  P CK 

P’A  “ — «’  ha""  — u"  KA~~  — «" 


wobei  p,  q,  p',  q',  p",  q"  u.  8.  w.  die  absoluten  veränderlichen  Längen 
der  Seiten-Absebnitte  bedeuten,  und  die  Teilverbältnisse  positiv  zu 
nehmen  sind  für  die  innere,  negativ  fUr  die  äussere  Teilung,  und 
cs  gelte  für  die  Seite  AB  die  Richtung  von  A nach  B,  für  BC  von 
H nach  C und  für  CA  von  C nach  A als  positive  Richtung,  so  ist 


'pb  j:  qa  +gg\  Tp'h  + q'a  p‘ß + q'tt\ 

. P±9  ’ P±9  /’  \ P'+«'  ' P'+9'  / 

,,  (p"l>±q"a  p"ß±q"a 

\p"±q"'  P"±q" 

rc  + sb  ry+sß\  /r'cj^^'b  r'yiis'ß\ 

r + s'  ri«/’  >'+«'/ 

r _ !L)L±»"/S\ 

r"±s"  ’ r"£,""J 


I)  SalmOs-Fiedler,  anal.  Geom.  d.  Kegelsctm.  $ 42,  43, 
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((ai«c  <a+uy\  /('a+«'c  «'o  + u'yX 

< + M ’ <i“  /’  W'i“"  ’ * ’i«  / 

/t'*a  ^u'c  t"ct  »”y\ 

Mit  Benutzung  der  in  der  Einleitung  zuletzt  erhaltenen  Formel 
gelangt  man  zu  den  folgenden  Ausdrücken  für  die  Verhältnisse  der 
Abschnitte,  in  welche  die  verschiedenen  Strecken  der  Transversalen 
durch  die  Dreieckssei  ton  geteilt  werden.  Durch  die  vier  innerhalb 
der  Klammern  bedudlichen  Buchstaben  ist  die  Aufeinanderfolge  der 
Punkte  entsprechend  den  Punkten  (*',  g‘),  (a",  j"),  (i™.  y"),  (a"^ 
yivj  def  Formel  augezeigt. 


(O,  E,  A,  li) 

qp  _ 
DE  "" 


aß  — ha 


re  gb  ry  i ^3  . 

(«~ß)  -(«-*)  7 £7  + «|3  - 


ap  — ha 


r -}- 


(ca  — cß  — ay~j-hy-{-aß  — ha) 


aß — ha 
r. 

r -r  s 


(O,  ii,  C)  »S  — ca  — — ay-j-hy-^aß  — htt 
OK  by  — cp 


by  — cß 

±'i 


vi~*i  ~ — Äa4'(*«+^'*y  - cß) 


hy — ■ cß 

':±r^ 

P±2 


(O,  D,  C.  A) 
OF  _ 
FD  ^ 


ifir_ 


, + , ,P|S±9“  , 

7±T  " 7+9"  +c»-«y 


ca  — ay 


(by  — ba  — oy  -|-  a|3  co  — ay) 


ca  ~ ay 

- P_  V! 
J>±9 


(O,  F,  A,  U) 

qp  _ 
DF 


aß  — ba 


, <a  + «c  t“  i «y  I „ 

(«-«  7j--  - (« - i)  +«? - 


aß^^  ha 


t r u 


(ca  — cß^uy~\- aß  ^ aß  — ha) 


aß  — ha 

±»  o 

t-\-u 
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(O,  F,  B,  C) 
OE  __ 
EF' 


hy  — cß 


.ta  + uc  ,,  ,ta+-uy  , 

(ß  -y)  - iJ'-c)  -^^-;l+>^y-oß 


by  — cß 


by — cß 

(nß  — ny—  bu  + cn  + '7  - c^)  - S 


(O,  E,  C,  A) 
OF  _ 
FE 


ca  — ay 


rc-|-A7> 


ry 


ect  — ay 


-ay 


4-« 


ca  — ay 

4-#f 


In  derselben  Weise  wird  gefunden 


01 

oß  — Ae 

OG 

by  — cß 

OH 

ca  — ay 

IG~ 

r i«' 

Gl  “ ■ 

2>  ±<1 

HG  ~~ 

1 

±»'  ^ 

Ol 

aß  — A« 

OG 

by  - cß 

OH 

ca  — ay 

V 

GH  “ 

*'  s’ 

HI  “ 

p' 

p‘±<i' 

s 

OM 

aß  — ba 

OL 

by  — cß 

OK 

ca  — ay 

MK 

LK~~ 

- - 

KL  ”■  “■ 

l'±u"  ^ 

s 

OM 

aß  — ba 

OL 

_ by  — cß 

OK 

Crt  — 

ay 

ML 

r"+»'' 

LM  ” 

±<i"  0’ 

it  1 

p ±a 

KM  ~ ■ 

P"  s 

“77”  1 » ^ 

P ±a 

Hieraus  ergibt 

sich  weiter 

OE  DE 

OE 

EO  r 

V ±Jl 

by  - 

cß 

ED  ■ OD  “ 

OD  “ 

° OD  “ >■  + 

8 ’ 

aß  — 

btt 

OD  FD  _ 

OD 

DO  p 

t 

oj3  — 

■ btt 

DF  ■ OF~ 

0 F 0 F j)  ^ « 

<?e  — 

ITy 

OF  EF 

OF 

FO  t 

r 4:  Jj 

ce  — 

ay 

FE  ■ OE  “ 

ÖE  “ O E t ± 

u ’ # 

cß 

und 

durch  Mnltiplication  dieser  drei  Gleichungen 

Arr.h.  il.  Miitli.  n.  Tliys. 

2.  ReiltA, 

T.  XII. 

27 
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- 2 s= 

+ - ± 

t 

~ <2 

u 

OH 

GH 

OH 

HO 

t' 

r‘±s' 

CO  — 

■ ay 

HG  • 

OG  “ 

ÖG  “ OG  ■ 

~ 

+ *'  ■ 

hy- 

■eß 

OG 

IG 

OG 

GO 

r' 

P'  ±4' 

by  ~ 

aß 

GH’ 

Öl  ^ 

Ol  ~ 

01  r 

1+ 

aß- 

ha 

Ol 

HI 

Ol 

IO 

. P- 

t'  4-  «' 

0/3 — 

ba 

~H1' 

Olf'^ 

~ OH  “ 

' OH  “ 

7>'±'2'  ’ 

+ «'  ■ 

CO  

ay 

-l  = -i 

- 

f ^ . ± 

l‘ 

■ fl 

n 

OK 

LK 

OK 

KO 

t" 

r"±>" 

CO  

ay 

KL  ■ 

ÖL 

OL  ~ 

''  OL 

l"±u"  • 

±s"  • 

by~ 

aß 

OAl 

KM 

OJ/ 

MO 

v" 

/"  -h«" 

aß  - 

— ba 

Mk  • 

OK  “ 

OK' 

0 K 

• ±«"^ 

ca  ■ 

- ay 

OL 

ML 

OL 

LO 

r* 

ft  1 / 

p -rq 

' 

-cß 

LM' 

OM  ”■ 

ÖSl  ^ 

~ OM ' 

!+ 

■ aß 

— ha 

Auf  der  Seite  All  ist  A der  erste  JJ  der  zweite  l’uiikt 

1)  y,  B ,,  C ,, 

f,  CA  C „ A „ 

Ein  Abschnitt  zwischen  dem  ersten  nnd  dem  Schnittpunkte  wird  in 
der  Folge  stets  genommen  vom  ersten  aus,  z.  B.  AD,  BL,  CF,  ein 
Abschnitt  zwischen  dem  zweiten  und  dem  Sebuittpunkto  von  diesem 
aus  z.  B DB,  LC,  IIA. 

Der  Abschnitt  der  Trausvcrsale,  dessen  beide  Endpunkte  auf 
Seiteu  des  Dreieckes  ABC  liegen,  heisse  ein  „Seitensegment“,  der- 
jenige, welcher  zwischen  einer  Seite  und  dem  gemeinsamen  Punkto 
O liegt,  mit  Bezug  auf  diesen  „Pnnktsegment“  der  Trausvcrsale. 

Die  Abschnitte  der  Seiten  und  die  Punktabschnitto  der  Trans- 
versalen sind  als  anliegend,  wenn  sie  einen  Endpunkt  gemein  haben, 
im  andern  Falle  als  nicht  anliegend  bezeichnet.  Die  neben  dom 
Dreiecke  ABC  im  Gebilde  vorhandenen  Dreiecke  heissen  „Neben- 
dreiecko“.  Seiten,  die  nicht  näher  bezeichnet  werden,  sind  als  Seiten 
des  Dreieckes  der  Betrachtung  ABC  anzuschen. 
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Es  ist 

OE  FD  p by — cß 

ED*  OF  ^ 1/  ' ca — ay 

OH  IG  r‘  vet — ay 

HG*  oi  — s*  * aß — ha 

f!' 

Ü/Ä  • ÖL,  — ?»"•  ly—cß 

daher 

.p  , r,  GJ  OM  ^ 

^q'  — «'  ■ — k"  — A7)  ■ f'O  ^ JIÖ  ' 10  ^ ml:  ' LO 

oder  nach  Einführung  der  Abschnitte  der  Seiten  und  entsprccheu- 
der  Umformung 


AD 

BG 

CK 

DF 

Gl 

KL 

1 

DB 

GC' 

KA 

~ FÖ  • 

IO  ■ 

LO  ^ DE 

GII 

■ KM 

EÖ  ■ 

HO  • 

MO 

Ebenso  ist 

AD 

UL 

CU 

DF 

I.M 

IIG 

1 

DB 

' LG  ■ 

ilA 

” FO 

MO  ' 

' GO  ^ DE 

LK 

11/ 

EO 

■ KO 

IO 

AI 

BL 

GF 

III 

LM 

KE 

1 

in  ■ 

LG  ■ 

FA  IIÖ  ■ 

MO  ■ 

EO  ^ I G 

LK 

^FD 

GO  • 

KO  ■ 

DO 

AI 

BE 

GK 

III 

ED 

KL 

1 

Tu  • 

KG  ' 

KA  ~ 

~ HO  • 

DO  ■ 

LO^  Tg 

eT  ' 

km 

GÖ  • 

FÖ  ■ 

MO 

AM 

BG 

GF 

MK 

Gl 

FE 

1 

MB 

G(J 

' FA 

“ KU 

■ IO  • 

EO  ^ ML 

GII 

~FT) 

L 0 ■ 

iio  ■ 

DO 

AM 

BE 

CU 

MK 

EI) 

IIG 

1 

MB 

• EC 

■ IIA 

“ K O 

• ßo 

■ GO  ^ ML 

eT 

7/7 

LO 

■ FO 

• IO 

Das  Product  der  Tcilverhältnissc  der  Schnittpunkte  je  einer 
Transversale  in  Bezug  auf  jo  eine  Seite  ist  gleich  dem  Producte 
multiplicirt  mit  dem  rcciprokcu  Producte  aus  den  Verhältnissen  der 
Seiten-  und  derjenigen  zugehörigen  Punktsegmonto  der  drei  Trans- 
versalen, welche  den  entsprechenden  Abschnitten  der  Seiten  nicht 
anliegen ; die  vom  Schnittpunkte  aus  genommeuou  Seitcusegmeute 

27* 
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in  dem  einen  Producto  sind  mit  den  Vordergliedern,  die  im  reciproken 
mit  den  Hintergliedern  der  Verhältnisse  des  ersten  Prodnctcs  Seiten 
desselben  Nebendreieckes. 


Specielle  Fälle. 

1.  Sind  D,  G,  K beziehungsweise  die  Halbirnngspnnkte  der 
Seiten  BC,  CA  (Fig.  4)  so  folgt  äus  der  ersten  Gleichnng 

DE  GH  KM  DF  Gl  ^ 

Eo  ■ na  ■ MO  Fo  • IO  ' eo 

2.  Geben  DO,  GO,  KO  durch  die  Ecken  C,  A,  B (Fig.  5),  so 
vereinfacht  sich  die  erste  Gleichung 


DF 

DE 

DC 

FO  ~ 

EÖ 

CO 

Gl 

GH 

GA 

IO  “ 

HO  AÖ 

KL 

KM 

KB 

LO  ~~ 

' MO 

BO 

AD 

BG 

CK 

DB  ' 

GC 

KA 

(Ceva’s  Theorem) 


3.  Sind  die  Transversalen  parallel  zn  den  drei  Seiten  des  Drei- 
eckes ABC  nämlich 


so  ist 


DO  I BC,  GO  J CA,  KO  I AB  (Fig.  G) 

— 1 


m: 

EO  ' 


GII  _ 

BÖ  ~ MO  ' 


da  die  Dnrchschnittspunkte  E,  If,  M im  Unendlichen  liegen,  daher 
folgt  aus  der  ersten  Gleichung 


oder,  da 


^ ^ CK 

DB  • GC  • KA ' 


DF  Gl  ^ 
' FO'  IO'  LO 


DB  = —LO,  GC=-FO,  KA=-~lO 

rW  ^ _ I 1 

KL  • DF'  (?/“  ■T'  ^ 


Aus  der  dritten  Gleichung  ergibt  sich 
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IJ^  LC  FA_ 

KL  • DF'  Gl 

uud  aas  der  sechsten 

OD'  OG'  OK  ^ ^ 


Es  ist 

EO  IJO  MO  r p"_  p±q  ±t>^ 

OD  ' OG  ' ~Ö K r + s * t'  ^ * ~4~  V 

t^u" 
' +«"' 

oder  nach  Einführang  der  Seiten  und  ihrer  Abschnitte 

EO  HO  MO 

ob'  OG'  bk 


Ebenso  ist 

EO  IO  KO  _HE  AI  C'K 1 

ÖD'  ÖH'  OL  ~ BC  ' AB  ' CA^  DB  HA  IM 

AB  ' CA  ' BC 

_BE  ^ CK 
~ DB'  HA'  LC 


FO 

IO 

LO 

lA 

IB 

LC 

1 

OD  ' 

OG  ' 

ÖK 

“ C’.l  ■ 

AB  ' 

BC  ^ ÄD 

BG 

CK 

AB  ' 

BC  ' 

CA 

FA 

IB 

LC 

■“  AD  ' 

BG  ' 

CK 

FO 

GO 

MO 

FA 

GC 

MB 

1 

OD  ' 

OH' 

OL 

CA  ' 

BC 

AB  ^ Älf 

CH 

~~B~L 

BC 

' CA 

' BC 

lA  GC  MB 
AD'  CH'  BL 

FO  GO  ^ CF  BG  AM  1 

OE'  Ol  ' OK^CA'  BC  ~A  B^  IM  \w  i^ 

B'C  ' AB  ' ~CÄ 

— ^ ^I 

” £C  ■ IB  ' ¥2 

1)  Adama,  die  Lehre  von  den  Transversalen  V,  I, 


BK  CH  AM  1 

BC  ■ Cvl  ' ÄB^  DB  GC  ^ 

AB  ' BC ' CA 

_BI^  CH  AM 
~ DB  ' GC  ' KA 
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FO  10  LO  _ CF  AI  EL  

OE  • Öfi'  nSf~  cA  ■ JB  ' EC  HA  MB 

HC  ■ CA  ■ A B 

CF  AI  BL 
“ EC  ■ HÄ  • MB 

,.üus  I’ruduct  der  TeilverliäUnisse  des  Remcinsimon  Punktes  o 
in  Pcziig  auf  die  Seitonsegmente  der  drei  Transversalen  zwischen  jo 
einem  Soitonpaare  ist  gleich  dem  Producto  aus  den  Verhältnissen 
derjenigen  Abschnitte  der  Seiten,  welche  mit  den  Seitensegmenten 
ein  Nebendreieck  bilden  und  den  entsprechenden  Segmenten  der 
Teilvcrliältnisse  anliegen;  von  den  letztem  sind  je  zwei  Vorder-  so- 
wie je  zwei  Hintcrglieder  nicht  Seiten  desselben  Nebendreieckes“. 

Zur  Prüfung  der  Uebereinstimmung  im  Zeichen  der  beiden  Pro- 
ducto können  die  Abschnitte  des  zweiten  so  geordnet  werden,  dass 
die  Abschnitte  derselben  Seite  je  ein  Verhältniss  bilden. 


S p 0 c i e 1 1 e Fälle. 

1.  Sind  D,  G,  A' die  Mitten  von  AB,  BC,  CA  (Fig.  -1),  so  geht 
ans  der  ersten  Gleichung 

DB  _ GC  KA  1 
' “ AB  ~~  BC  ^ CA  " 2 

hervor 

EO  IHJ  M(}  BE  CH  AM 

OD  ■ ÜG  • 0K'^°  BC  CÄ  ■ Ä B 

und  aus  der  dritten  Gleichung 

FO  10  LO  FA  JB  LC 

ob  • OG  ■ OK  “ CA  • AB'  BC 

2.  Gehen  die  Trausv(Tsalen  DO,  GO,  KO  durch  die  Ecken  C, 
.1,  B (Fig.  5),  so  wird  in  der  ersten  Gleichung 

BE  __  CH  _ AM 
BC  “ Ca  ~ AB  “ ^ 

EO  = CO,  HO  ^ AO,  MO  ■=  BO 

daher  ist 

£ft  AO  BO  _ AB  BC  CA 
OD  • OG  ■ OK  ~~  DB  ■ GC  ' KÄ 

die  dritte  Gleichung  nimmt  die  Form  an 
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an  Ao  HO  ad  nc  ca 

OD  ' OG  • OK.  “ AD  ■ BG  ' CK  ’ 

Für  die  Mitteltransvcrsalcn  folgt 

CO  AO  BO 

OD  • ÖG  ' OK  +° 


3.  Sind  die  Transversalen  parallel  zu  deu  drei  Seiten  (Fig.  6), 
so  wird  in  der  dritten  Gleichung 

/’.l  _ ^ 7«  BG  LC__CK 

CA  “ ab’  AB^  ~lfc'  BC  ~ evt 

und  cs  ergibt  sich  die  bereits  gefundene  Gleichung 

FO  IO  LO 

OD  ■ OG  ■ O/f  ■“ 


Es  ist 


M fjf 


±^.  ±^.x  + n>.  ±’l 

» u q — a 


1 


oder  nach  Einführung  der  Abschnitte  und  Vertauschung  der  Factoren 

AO  ^ BE  CK  CF 

DB'  W MB  ^ GC  LC  ’ EC  ^ KA  ' FA  ' HÄ~~^  > 

„Das  Product  der  Teilverhältnisse  sämtlicher  Schnittpunkte  der 
drei  Transversalen  in  Bezug  auf  dio  Seiten  ist  gleich  —1“. 


Specielle  Fälle. 

1.  Sind  die  Seiten  in  D,  G,  K halbirt  (Fig.  4),  so  veroinläcbt 
sich  die  Gleichung 

A7  AM  BL  BE  CF  CII  _ 

IB  ■ MB  ^ LC  ■ EC  ^ FÄ  ' HA  = 


1)  Grnnerts  Archiv  TI.  XXVII  p.  34.'),  Adams,  Trnnsv.  X. 

2)  Die  Gleichung  gilt  auch  bei  beliebiger  gegenseitigen  Lage  der  drei 
Transversalen,  Carnot,  Geom.  der  Stellung  TI.  II  p.  233. 
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ü.  Gehen  DO,  GO,  KO  beziehungsweise  durch  die  Eckou  C, 
A,  B (Fig.  5),  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  zunächst  in 

AD  BG  CAT  0 0 0 _ 

DB'  ~GC'  KÄ^O'  Q' Q ^ 

nach  der  sechsten  Gleichung  der  Gruppe  II 

AI  KL  CF  FO  IO  LO 
MB  ' KO  ■ II A ^ OK  ■ Oil  ■ ÖM 

welche  Gleichung  beim  Uchergango  auf  die  in  der  Figur  5 gegebenen 
Grenzlagc  die  Form  anuimmt 

0 U 0 OO  AO  BO 

Ü ■ Ö ■ ü “ OC’  ■ 0^1  ■ OB  ~ ^ 

daher  folgt 

AD  BG  CK  , , , ,,,,  ^ 

DB  - GC  Iheorem) 

3.  Ist  DO  I BC,  GO  I CA,  KO  1 AB  (Fig.  6),  so  ist 

AM  __  BK  CU 
MB  KC  “ HA  “ ' ^ 

daher 

AD  AI  BG  Bl  CK  CF 

DB  ■ IB  ^ GC  • LC  ^ KA  FA  “ ’ 


Es  ist 

OD 

r 

_=  _ ~ 

- Acf 

DK  • 

r 4;  . 

8 S 

OG 

t'_ 

hy  — 

GII  ■ 

t' + «' 

' “ « 

OK 

p" 

na  — 

«y 

KM  ■ 

?>"±'/ 

" “ “ ■ .S 

folglich 

OD 

r 

V 

OK 

p" 

DK  • 

,-±a 

+ Gil 

C -j- 

u‘  k Ji  ■ 

p"±'l" 

oder 

OD 

BK  , 

OG 

CU  OK 

AM 

DK  ' 

BC  + 

GH' 

CA  >■  KM 

■ AB  " 

Auf  dieselbe  Weise  wird  gefunden 


1)  Adams,  Transr.  V.  2. 
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OE 

DD 

+ 

OH 

GC  , 

OM 

KA  . 

ED  • 

AB 

HG 

• DC  + 

MK 

■ CA  “ 

— 1 

OF 

AD 

+ 

01 

DG  , 

OL 

CK 

FD  ■ 

■ÄB 

IG  • 

DC  + 

LK  ■ 

C A ~ 

-1 

OD 

FA 

OG 

IB 

OK 

AM 

~DF' 

C.i 

Gl  • 

AB 

KM' 

AD  ~ 

“1 

OE 

CF 

+ 

OH 

GC 

OM 

BL 

- 1 

EF' 

CA 

HG 

■ DC^ 

ML 

• DC~ 

OF 

EC 

+ 

01 

HA  , 

OL 

CK 

FE  • 

BC 

Th  ■ 

CD^ 

LK  ■ 

CA 

- 1 

U.  8.  f. 


Im  Gaozen  können  48  Gleichungen  dieser  Art  gebildet  werden. 

„Die  algebraische  Summe  der  drei  Producte  aus  den  Verhält- 
nissen der  Pnnktsegmonte , von  welchen  je  zwei  nicht  Seiten  des- 
selben Nebendreieckes  sind,  zn  den  zugehörigen  Seitensegmenten 
der  drei  Transversalen,  und  den  Verhältnissen  der  Abschnitte,  welche 
mit  den  Seitensegmenten  als  Seiten  desselben  Nebendreieckes  er- 
scheinen und  den  Pnnktsegmenten  nicht  anliegeu,  zu  ihren  Seiten 
ist  gleich  — 1. 


S p e c i e 1 1 e Fälle. 

1.  Sind  D,  G,  K die  Mitten  der  Seiten  AB,  DC,  CA  (Fig.  4), 
so  liefert  die  zweite  Gleichnng 


die  dritte 


,OII  OM  _ 
ED  HG  MK  “ ~ 


OF  I 0/  OL 
Fl)  7Ö  + iA 


— 2 ' 


) 


2.  Gehen  DO,  GO,  KO  durch  die  Ecken  C,  A,  H (Fig.  5),  so 
folgt  aus  der  ersten  und  vierten  Gleichung 

^ , OG  OK 

DC  + GA  KB  ~ ^ 


1)  Diese  Gleichung  findet  sich  abgeleitet  mit  der  Beschränkung,  dass 
der  gemeinsame  Funkt  innerhalb  des  Dreieckes  liegt,  im  Frogr.  des  kath. 
Gjmn.  zu  Köln  1859. 
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3.  Sind  dio  Transversalen  parallel  zu  den  drei  Seiten  (Fig.  6), 
so  gebt  aus  der  ersten  Gleichung, 

HK  _ eil  _ AM 
““  Die  ■ (iil  — KM  ~ ' 

niid  ni)  = — HL,  OG  — — CF,  OK  — - Al 

, JIL  , CF  , Al  . 

hervor  = 4 I 


die  zweite  Gleichung  geht  über  in 


fJlJ 

AB 


+ 


liC^  C-l 


Durch  Subtraction  dieser  zwei  Gleichungen  von  der  Identität  3 
ergeben  sich  nech 


LC  FA  in 
BC  + CA  + AB 


+ 2. 


3 


AD 

AB 


, I 

^ BC^ 


CK 

CM 


= +2 


Durch  Addition  des  Ausdruckes 


BK  CH  AM 
BC  + CM  AB 


zu  beiden  Teilen  der  ersten  Gleichung  der  Gruppe  IV  wird  erhalten 


nun  ist 


ferner 


1 + 


OD 

DK 


DE+OD 

Die 


OE 

DK 


OE 

ED 


1 + 

OG 

OH 

14 

OK 

OM 

GH  ~ 

HG’ 

KM~ 

MK 

daher 

OE 

BK 

+ 

Oll 

CH  , 

OM 

AM 

(BE  , 

ED  ■ 

BC 

liö 

■ CM  + 

MK' 

AB 

= 1 - 

\ßC  + 

CU  AM\ 
CM  Aß  / 


Auf  gleiche  Weise  wird  aus  den  übrigen  Gleichungen  der  Gruppe 
IV  gefunden 
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OD 

DE 

DB  OG  GC  OK 

AB'^  Gir  BG  + Ä A/ 

CA 

/DB  ,CC  AT/I\ 
\dß  + BC  ’’  CA) 

OD 

DF' 

AD  OG  Bll  OK 

AB^  Gl  ■ BC  ■*"  ICL 

• CA 

(■AD  BG  CK\ 
\Aß+  BC+  CÄ) 

OF 

FD 

FA  Ol  in  OM 

Cl  IG  • .1  B MK 

.1«  V 

'FA  1 7ß  .I-ICN 
.CÄ  ■■  .1«  + A b) 

OF 
FE  ■ 

CF  OG  GC  OL 
CÄ'^' GH  BG+A.ir 

=.1-1 
BC  ‘ ' 

Uvi  ^ BC'^  BCj 

OE 
EF  • 

EC  Oll  ll.\  CK. 

BC~^  Hl ' CM  ■*"  CM  ■ 

OK 

(EC  HA  CK\ 

Uic+  C'.l  CA) 

u. 

s.  f. 

Ihre  Anzahl  ist  4S. 

„Die  algebraische  Snmme  der  drei  Producte  aus  den  Verhält- 
nissen der  Punktsegmente,  von  welchen  nicht  je  zwei  Seiten  desselben 
Nebendrcieckos  sind,  zu  denjenigen  Seitensegmenten  der  drei  Trans- 
versalen, welche  nicht  durchaus  zwischen  demselben  Seitenpaarc 
liegen,  und  den  Verhältnissen  der  Abschnitte,  welche  mit  den  Seiten- 
segmenten als  Seiten  desselben  Nebendroieckes  erscheinen  und  den 
Punktsegmenten  anlicgen,  zu  ihren  Seiten  ist  gleich  1 weniger  der 
algebraischen  Summe  der  letzten  Verhältnisse  aus  den  Seiten  und 
ihren  Abschnitten“. 


Specielle  Fälle, 

1.  Sind  D,  G,  K die  Halbiruugspuukte  von  AB,  BC,  CA 
(Fig.  4),  so  liefert  die  zweite  Gleichung 

OO  , OG  , _ 

die  dritte 

OD  , OG  OK 

DF'^  Gl  KL~  ^ 


2.  Gehen  DO,  GO,  KO  durch  die  Ecken  C,  A,  B (Fig.  5),  so 
ergibt  sich  ans  der  ersten  und  vierten  Gleichung 


oa  OA  OB 

CD  + ÄG  BK 


0 
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3.  Sind  die  Transversalen  za  den  drei  Seiten  parallel  (Fig.  6), 
so  rcducirt  sich  die  zweite  Gleichang  auf  die  bereits  gefundene 


B.  Der  den  Transversalen  gemeinsame  Punkt  liegt 
im  IJnendlicIien. 

Sind  die  drei  Transversalen  zu  einander  parallel  (Fig.  7),  so 
sind  die  Verhältnisse  u.  s.  f.,  sämtlich  gleich  — 1, 

(JU  (J(jr  (J  K 

EO  HO  MO  , , . ^ ^ 

Do"ao=^Ko  “■  +^- 

Die  Gleichnugen  der  Gruppe  I gehen  über  in 


AD 

BG 

CK 

DF 

Gl 

KL 

DH  ■ 

GC 

KÄ 

“ DE  ■ 

Gfr 

KM 

AD 

BL 

CH 

DF 

LM 

HG 

DB  ■ 

Lü  ■ 

HA 

“ 1)E 

Tk' 

HI 

AI 

BL 

CF 

IH 

LM 

FE 

IB  • 

LC  • 

FA  IG  ■ 

LK  • 

FD 

AI 

BE 

CK 

IH 

ED 

KL 

IB  • 

EC  ■ 

KA  IG  • 

EF  • 

KM 

AM 

BG 

CF 

MK 

Gl 

FE 

MB 

■ GC 

• FA 

ML 

• GH 

• FD 

AM 

BE 

CH 

MK 

ED 

HG 

MB  • 

EC  ' 

' HA 

” ML 

• EF' 

HI 

„Das  Product  aus  den  Teilverhältnissen  der  Schnittpunkte  je 
einer  Transversale  in  Bezug  auf  je  eine  Seite  ist  gleich  dem  Pro- 
ducte  ans  den  Verhältnissen  der  vom  Schnittpunkte  ans  genommenen 
Seitensegmente  der  Transversalen,  welche  mit  den  entsprechenden 
Abschnitten  im  ersten  Products  als  Seiten  desselben  Nebendreieckes 
erscheinen“. 

Specieller  Fall. 

DE  ~~  GH  ~ KM  ~~  n 
so  ist  nach  der  ersten  Gleichung 
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DB'  GC'  KÄ  \ sij  ’ 

Für  »n  n besteht 

A D m CK  __ 
DB'  GC  LÄ~  ^ 


Ans  den  Gleichnngen  der  Groppe  II  geht  hervor 


BE 

CH 

AM 

ÜB  ' 

GC 

KA  ~ 

BE 

AI 

CK 

DB  ' 

HA  ' 

LC  “ 

FA 

IB 

LC 

AD  ' 

BG  ' 

CK  “ 

FA 

GC 

MB 

AD  ' 

CH  ' 

BL  “ 

CF 

BG 

AM 

EC 

IB  ' 

KA  “ 

CF 

AI 

BL 

EC 

HA  ' 

MB  ” 

„Das  Product  'ans  den  'Verhältnissen  der  Abschnitte  je  einer 
Seite,  durchaus  genommen  von  dem  als  ersten  bezeiebneten  Eck- 
punkte bis  znm  Schnittpunkte  je  einer  Transversale  oder  von  diesem 
bis  zum  zweiten  Eckpunkte,  und  der  Abschnitte,  welche  mit  ihnen 
Seiten  desselben  Nebendreieckes  sind,  ist  gleich  —1“. 

In  Bezug  auf  die  Prüfung  der  Ucbereinstimmnng  im  Zeichen 
gilt  das,  was  bei  Groppe  II  bemerkt  ist.  . 


Werden  die  Gleichungen  der  Gruppe  11^  und  V durch  ein  Punkt- 
Segment  der  Transversale  dividirt , so  erhalten  sie  Formen , welche 
beim  unbegrenzten  Fortrücken  des  gemeinsamen  Punktes  O sicli 
umwandeln  in 


1)  Grunerts  Archiv  I.V.  Ti,  XXXVII.  3. 


Digilized  by  Google 


430 


Kiechl:  Analytitche  Eniicicktlung  von  Oleichungen  etc. 


1 

HF  1 

BC'^  GH' 

FH  1 AM 

CA  KM'  ÄB  “ 

DE  ■ 

1 

DB  1 

AB~^  HG 

GC  1 KA 

■ BC'^MK'  6'A  “ 

ED  ■ 

1 

FD  ■ 

AD  1 

AB'^  IG  • 

HG  1 CK 

BC'^EK-  CA~ 

1 

DF' 

AA  1 

C A tf  7 • 

W 1 AM 

A B KM  ■ AH  " 

1 

EF' 

CF  1 

CA  ~ HG 

FC  1 fl  ^ 

H C AfL  ■ j7c  “ ' 

1 

FE  • 

FC  1 

HC'^  Th 

HA  1 CK 

■ CA~^Lk'  CA~ 

U.  S.  f. 

Ihre  Anzahl  ist  48. 

VIII 


„Dio  algebraische  Summe  der  I’roducte  ans  den  reciproken 
Seitonsegmenten  der  drei  Transversalen,  von  welchen  je  zwei  An- 
fangspunkte nicht  auf  derselben  Seite  liegen,  und  den  Verhältnissen 
der  Abschnitte,  welche  mit  den  Segmenten  der  Transversalen  Seiten 
desselben  Nebeudreieckes  sind  und  den  Endpunkt  von  diesen  zu 
einem  ihrer  Endpunkte  haben,  zu  ihren  Seiten  ist  gleich  IJ“. 


S p 0 c i e 1 1 o Fälle. 

1.  Sind  D,  G,  K die  Ualhirungspnnkto  von  AH,  HC,  CA,  so 
ist  nach  der  zweiten  Gleichung 


nach  der  dritten 


1 1 _1  _ 

ED  HG  ME  ~ ° 

111 


2.  Gehen  die  Transversalen  beziehungsweise  durch  D,  G K 
und  die  Ecken  C,  A,  H,  so  folgt  aus  der  ersten  und  dritten  Glei- 
chung 

’ 1 1 I 1 

bc  + GA  "T  KH  ~~ 
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XXVI. 

Zur  Zahlentheorie. 

(Zweiter  Artikel.) 


Von 

G.  Speckmann. 


Im  Anschluss  an  den  auf  Seite  439—441  dos  Teiles  XI.  dieses 
Archivs  veriiffentlichteii  Aufsatz  ,.Zur  Zahlenthcorie“  mügen  hier 
noch  einige  weitere  zahlentheoretischo  Bemerkungen  Platz  finden. 


I. 

In  dem  genannten  Aufsatz  ist  gezeigt,  dass  sich  die  natürliche 
Zahleurcibo  in  2,  3,  4,  . . . n arithmetische  Keihen,  zwischen  deren 
Gliedern  die  Differenz  n besteht,  dadurch  zerlegen  lässt,  dass  man 
zunächst  eine  Verticalreihe  mit  den  Zahlen  1 bis  n bildet  und  dann 
eine  zweite,  dritte  u.  s.  w.  Verticalreihe  mit  den  Zahlen  bis 

2n,  2n  + l bis  3n  u.  s,  w.  daneben  stellt. 

Für  die  durch  diese  Zerlegung  der  natürlichen  Zahlenreihe  ent- 
stehenden arithmetischen  Reiben  gilt  die  allgemeine  Formel 

a wn 

oder,  zur  mten  Potenz  erhoben 

/a  = 1,  2,  3,  ...  * \ 

I a beliebig  | 

\«  = 0,  1,  2,  3 u.  s.  w.  / 

Andere  Formeln  gewinnt  man,  wenn  man  die  Zahlen  der  natürlichen 
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Zahlenreihe  auf  Grund  der  gezeigten  Zerlegung  in  folgender  Weise 
in  Glassen  cinteilt. 

« = 2. 


I.  Classe.  Zahiform  2n-l  («  = i,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  1.  3,  5. 
u.  s.  w. 

II.  Classe.  Zahiform  2n  (n  =1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  2,  4,  6, 

u.  s.  w. 


* = 3. 


I.  Classe.  Zahlform  3n+l(/i  = 0,  1,  2,  u.  s.  w.) , Reihe  1,  4,  7, 
u.  s.  w. 


II.  Classe.  Zahlform  3»  — l)(n  = 1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  2,  .5,  8, 

u.  8.  w. 

III.  Classe.  Zahlform  3?i  («  = 1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  3,  6,  9, 

u.  s.  w. 

Für  diese  Formen  gelten,  wie  leicht  erkennbar,  die  folgenden 
Formeln : 


1)  Ist  die  Reihenanzahl  und  die  Differenz  x der  Rcihenglieder 
eine  gerade  Zahl,  so  gelten  die  Formeln 

(n  = 0,  1,  2,  u.  s.  w.  V 
n — 2 1 

1,  2,  3,  . . . 

/n  = 1,  2,  3,  u.  s.  w.  \ 

"'■-"(i  = l,2,3,  . . .'*^7 


- n(n  = 1,  2,  3,  U S.  W.) 

2)  Ist  die  Reibenanzahl  und  die  Differenz  der  Rcihenglieder 
eine  ungerade  Zahl,  so  erhält  man  für  die  Zahlformen  die  allge- 
meinen Formeln 

n = 0,  1,  2,  u.  8.  w. 


(n  = 0,  1,  2,  u.  8.  w.  \ 
n — 1 1 

= 1,  2,  3,  . . . 
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and 


(n  = 1,  2,  3,  u.  8.  w.  \ 

. = 1,2,3,.  . 

!cn{a=  1,  2,  3,  u.  s.  W.) 

Erhebt  man  diese  Formeln  zur  tnten  Potenz,  so  kann  man 
daraus  die  folgenden  Binomialreihen  herleiten; 

1)  (*n-)-.)”‘ = ^ . . . 

(H  = 0,  1,  2,  u.  s.  w.  \ 
. - 2,  3, . . . 

(*n  —l-y  = (arn)’“  — (xn)"‘~^k 

(II  = 1,  2,  3,  u.  s.  w.  ^ 

/x\ 

n>"(n  = 1,  2,  3,  U.  S W.) 

2)  (*n  + l)"‘  = (a'it)»‘4- 

(II  =0,  ],  2,  u.  s.  w.  'v 
= 1,  2,  3,  . . . V 

(XH  -k)"'  = (xn)’"—  (rii)'»-'. 

/«  =■  1,  2,  3,  n.  s.  w.  "V 


j.Mi,i»(i,  = 1,  2,  3,  u s.  w.) 


II. 

Zur  Ermittelung  der  in  der  natürlichen  Zahlenreihe  cnthalteneu 
Primzahlen  scheint  die  Zerlegung  der  natürlichen  Zahlenreihe  in  G 
arithmetische  Reihen  und  die  daraus  entnommene  Ilarstellung  der 
Doppelreihe  C«  i 1 oder  für  die  übersichtliche  Darstellung  prakti- 
scher Cn  ^ 1 am  geeignetsten  zn  sein.  — Man  kann  indes  in  anend- 
lich verschiedener  Weise  eine  Anzahl  Reihen  anfstcllen,  in  denen 
alle  Primzahlen  ausser  den  im  Modul  « enthaltenen  Primfactoren 

Arcl.  d.  Math,  n,  Phjs.  2.  Reiho,  TI.  XII.  28 
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enthalten  sein  müssen.  Ist  n eine  gerade  Zahl,  so  kann  man  ancli 
von  vornherein  die  geraden  Zahlen  weglassen  nnd  aus  den  ungera- 
den Zahlen  die  Verticalreihen  bilden. 

Beispiele  : 

n = 4.  1,  5,  9, 

3,  7,  11,  n.  s.  w. 

In  diesen  beiden  Reihen  sind  alle  Primzahlen  > 2 mit  enthalten. 

n = 6.  1.  7,  13, 

3,  9,  15,  u.  s.  w. 

5,  11,  17 

Die  Zahlen  der  2.  Reihe  sind  alle  durch  3 teilbar.  Die  Prim- 
zahlen > 3 sind  in  der  1.  und  3.  Reihe  mit  enthalten. 

n =.  10.  1,  11,  21, 

3,  13,  23, 

5,  15,  25,  n.  B.  w. 

7,  17,  27, 

9,  19,  29 

Hier  sind  alle  Primzahlen  ausser  2 und  5 in  der  1.,  2.,  4.  nnd 
5.  Reihe  mit  enthalten.  Die  3.  Reihe  liefert  nur  Zahlen,  die  durch 
5 teilbar  sind. 

» 12.  1,  13,  25 

3,  15,  27 
5,  17,  29,  u.  s.  w. 

7,  19,  31 
9,  21,  33 
11,  23,  35 

Alle  Primzahlen  > 3 sind  hier  in  der  I.,  3.,  4.  und  G.  Reiiie 
mit  enthalten.  Die  2.  und  die  5.  Reibe  geben  nur  Zahlen,  die  durch 
3 teilbar  sind. 

Oldenburg  i.  G. 
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XXVII. 

lieber  die  Factoren  der  Zahlen. 


Von 

G.  Speckmann. 


Will  man  alle  Primfactoron  einer  beliebigen  Zahl  Z ermitteln, 
so  versucht  man  zweckmässig  zunächst,  ob  Z durch  2",  3",  5"  teil- 
bar ist.  Dies  ist  bekanntlich  eine  leichte  Sache.  Eine  Zahl  nun 
welche  durch  2,  3,  5 und  deren  Potenzen  nicht  teilbar  Ist,  hat  stets 
die  Form  6n+  1.  In  Betreff  der  Factoren  der  Zahlen  von  der  Form 
6n  + l bestehen  die  folgenden  Gesetze: 

(6i-  — 1)  = 62-f-l 

(6®-j-l)(6jf  -1)  = 63  — 1 

Schliesst  man,  wie  obeu  schon  augedentet,  von  den  Zahlen  Gn  ^ 1 
diejenigen  ans,  welche  mit  5 endigen,  so  ist  die  Endziffer  einer  jeden 
dieser  Zahlen  •=  1,  3,  7 oder  ff.  Wird  eine  teilbare  Zahl,  die  mit 
1,  3,  7 oder  9 endigt,  znnächst  in  2 Factoren  zerlegt,  so  müssen 
diese  Factoren  die  folgenden  Endziffern  haben : 

Endziffer  von  Z:  Endziffer  der  Faetoren: 


1 1,  1 oder  3,  7 oder  9,  9 

3 1,  3 „ 7,  9 

7 1,  7 „ 3,  9 

9 1,  9 „ 3,  3 

Ist  nun  eine  Zahl  Z von  der  bczeichneten  Form  gegeben,  und 
nennen  wir  die  möglichen  Endziffern  der  Factoren  derselben  a,  i 

SS* 
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und  c,  il,  so  lassun  sich  aus  den  Zahlen  0 bis  9 diejenigen  Zahlen- 
verbindungen herstellen,  welche  den  Gleichungen 

ax-\-by  = . . . )•  und  cx  -\-dy  = . . . r 

genügen  *)•  (’"  ist  hier  diejenige  zweitletzte  Ziffer  von  Z,  welche 
zurückbleibt,  wenn  mau  ab  resp,  cd  von  Z subtrahirt).  — Unter 
diesen  Zahlcnverbindungeu  muss,  wenn  die  Factoren  von  Z zwei- 
stellig sind,  unbedingt  eine  Vorkommen,  welche  die  Factoren  von  Z 
darstellt.  Sind  die  Factoren  zon  Z aber  mehr  als  zweistellig,  so 
muss  unter  den  Zahlenverbindungcn  unbedingt  eine  verkommen, 
welche  die  zwei  letzten  Ziffern  der  Factoren  von  Z darstellt. 

Es  sei  Z * 2047.  Diese  Zahl  hat  die  Form  6»  -f- 1 . Die  End- 
ziffer ist  eiue  7.  Zerlegt  man  Z also  iu  2 Factoren,  so  müssen 
diese  die  Endziffern  1,  7 oder  3,  9 haben.  Subtrahirt  mau  7.1  = 7 
von  2047,  so  bleibt  als  vorletzte  Ziffer  4.  Subtrahirt  man  3 . 9 = 27 
von  2047,  so  bleibt  als  vorletzte  Ziffer  2.  Im  ersten  Falle  ist  r 
also  = 4 und  im  zweiten  = 2.  Diejenigen  Zableuvcrbiiidungen, 
welche  den  Gleichungen 

lx-}-7y  . . .4  resp.  3*-l-9y  = . • . 2 

genügen,  sind  die  folgenden 

Ol  11  21  31  41  51  61  71  81  91 

47  77  07  37  67  97  27  57  87  17 

03  13  23  33  43  53  63  73  83  93 

49  19  89  59  29  99  69  39  09  79 

Diese  Zahlenverbindungen  werden  dadurch  leicht  erzeugt,  dass  man 
für  jede  Abteilung  als  erste  obere  Ziffer  der  Zalilenvcrbiiiduugen 
fortlaufeud  die  Zahlen  0 bis  9 nimmt  und  auch  die  Endziffer  der 
Zahlen  niedersebreibt  Nachdem  man  dann  für  die  untere  erste 
Ziffer  der  beiden  ersten  Zahleuverbiiidungen  einer  Abteilung  passende 
Zahlen  gefunden,  welche  wir  mit  m und  n bezeichnen  wollen,  bestimmt 
man  bei  den  übrigen  Verbindungen  die  erste  untere  Ziffer  dadurch,  dass 
man  zu  der  ersten  unteren  Ziffer  einer  vorhergehenden  Zahlenverbindnng 
die  stetige  Differenz  n — m hinzu  zählt.  Bei  den  oben  angegebenen 
Zahlenverbindungcn  ist  z.  B.  iu  der  ersten  Abteilung  die  stetige 
Differenz  zwischen  den  unteren  ersten  Ziffern  =■  3 und  bei  den 
Zahlenverbindungcn  der  zweiten  Abteilung  =7.  V'l047  ist  >45 


))  Bei  tien  mit  I endigemien  Ztililen  kommt  noch  die  dritte  OlcichiiTig 

c»+/ä'  — • • • = >■ 

hinzu. 
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Es  muss  also  eiu  Primfaotor  von  Z <;  45  sein,  und  cs  ist  zu  ver- 
muten, dass  auch  die  anderen  Primfactoren  von  Z unter  100  liegen. 
Von  den  aufgestelltcn  Zahlonvorbindungon  können  wir  nun  diejenigen 
streichen,  bei  welchen  die  eine  Zahl  durch  3 teilbar  ist,  und  bei 
welchen  nicht  beide  Zahlen  entweder  von  der  Form  6>i  — 1 oder 
von  der  Form  6n-f-l  sind.  Nachdem  dies  geschehen,  bleiben  die 
31  13  23 

Zahlenverbindungen  37  , 19,  89  zurück.  Von  diesen  Verbin- 

li47  ¥47  TÖ47 

düngen  liefert  die  dritte  das  Product  2047.  Die  Zahl  2047  hat  also 
die  Factoreu  23  und  89. 

Liegt  nur  der  eine  Factor  von  Z unter  lOO  und  der  andere 
über  100  hinaus,  so  setze  man  unter  alle  aufgestellten  Zahlcnver- 
biudungen  das  Product  und  subtrahiro  jedes  dieser  Producto  von  Z. 
Die  entstehenden  Kesto  lassen  daun  erkennen,  aus  welchen  Factoreu 
Z zusammengesetzt  ist.  Es  sei  Z z.  M.  ^ 6847.  Subtrahirt  man 
jedes  der  Producte  der  oben  schon  angegebenen  Zahlenverbindungcu 
von  Z,  so  findet  sich,  dass 

6847  - 41  . 67  - 4100 

ist.  Die  beiden  ersten  Ziffern  dieses  Restes  sind  der  einen  Zahl 
der  Zahlenverbindung  gleich  und  cs  ist  daraus  zu  schlicsseu,  dass 
41  ein  Factor  von  Z ist,  und  dass  der  anderen  Zahl  der  Zahlen- 
verbindung  eine  1 vorgesetzt  werden  muss,  und  somit  der  andere 
Factor  von  .Z  = 167  ist. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  es  hier  bei  Zahlen,  deren  niedrigster 
Factor  zweistellig,  geschehen,  kann  man  auch  bei  Zahlen,  deren 
niedrigster  Factor  eine  dreistellige  Zahl  ist,  durch  Aufstellung  der 
entsprechenden  Zahlenverbiudungen  die  beiden  letzten  Ziffern  der 
Factoren  und  die  Factoren  selbst  zu  bestimmen  suchen,  wie  hier 
kurz  gezeigt  werden  soll.  Nachdem  man  die  Zahlenverbindnngen 
der  beiden  Endziffern  aufgestellt  hat,  setze  man  jeder  Zahl  dieser 
Verbindungen  die  erste  Ziffer  von  yz  vor  und  erniedrige  diese 
Ziffer  bei  entstehenden  durch  3 teilbaren  Zahlen  um  1.  Sodann  setze 
man  unter  jede  Verbindung  das  Product  und  subtrahire  dasselbe  von 
Z.  Unter  den  Resten  wird  dann' einer  bestimmte  Beziehungen  zu  den 
Zahlen  einer  Zahlenverbindnng  haben.  Es  sei  Z z.  B.  15207. 

Z—1  . 7 = . . .0,  Z— 3 . 9 = . . .8 

Die  in  Betracht  kommenden  Zahlenverbindnngen  sind  unter  Voran- 
setzung  der  ersten  Ziffer  von  VZ  die  folgenden: 
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101  111  121  131  141  151  161  171  löl  191 

107  137  167  197  127  157  187  117  147  177 

103  113  123  133  143  153  163  173  183  193 

169  139  109  179  149  119  189  159  129  199 

Hier  ist 

111  .137-0 

Die  Factoren  von  Z sind  also  = 111  und  137.  Es  sei  ferner 
2=  28907,  2-111.137  — 13700 
Der  eine  Factor  von  Z ist  also  137  und  der  andere  Factor  ist 
111  + 100  = 211 

Ferner  sei 

2 = 37407,  2—111.137  = 222000,  222  ist  = 2 . 111 

Der  eine  Factor  von  ,2  ist  — 111  und  der  andere  Faetor  ist  — 
137  + 200  = 337.  Es  sei  ferner 

2 — 59007,  2—121.167  - 38800 
121  + 167  - 288,  388  - 288  = 100. 

Die  Factoren  von  2 sind 

121  + 100  — 221  und  167  + 100  = 267 

Für  das  letzte  Beispiel  hätte  besser  die  richtige  erste  Ziffer  von  V2, 
eine  2 den  Zahlcuverbiudungcu  vorangesesetzt  werden  können. 

Auch  bei  Zahlen,  deren  niedrigster  Factor  eine  vierstellige  Zahl 
ist,  lässt  sich  das  oben  beschriebene  Verfahren  oft  mit  Erfolg  an- 
weuden.  liier  sind  den  betreftendeu  Zahlenverbiuduugen  die  beiden 
ersten  Ziffern  von  y 2 voranzusetzeu.  Hat  eine  Zahl  mehr  als  2 
Primfactoren , so  ist  das  Verfahren  nach  Absonderung  je  eines 
Primfactors  zu  wiederholen. 

Oldenburg  i.  G. 
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XXVIII. 

Beweis  des  Satzes,  dass  jede  unbegrenzte 
arithmetische  Keihe,  in  welcher  das  Anfangsglied 
zur  Differenz  relativ  prim  ist,  unendlich  viele 
Primzahlen  enthält. 

Von 

G.  Speckmann. 


Io  cioer  arithmetischen  Keihe,  in  welcher  das  Anfangslied  a nnd 
die  Differenz  x den  gleichen  Teiler  k haheo,  kann,  ansser  dem  Äu- 
fangsglicdo,  welches  eine  Primzahl  sein  kann,  keine  einzige  Prim- 
znhl  verkommen  und  alle  Zahlen  einer  solchen  Keihe  sind  durch  k 
teilbar.  In  jeder  arithmetischen  Reihe,  in  welcher  Primzahlen  vor- 
handen sind,  muss  also  das  Anfangsglied  zur  Differenz  relativ  prim 
sein. 


Es  soll  nun  bewiesen  werden , dass  in  jeder  unendlichen  arith- 
metischen Keihe,  in  welcher  das  Anfangsglied  zu  der  Differenz  re- 
lativ prim  ist,  unendlich  viele  Primzahlen  enthalten  sind. 

Vergleicht  man  eine  arithmetische  Reibe,  worin  Anfangsglicd 
und  Differenz  relativ  prim  sind,  mit  der  Keihe  der  Primzahlen,  so 
ist  bei  der  arithmetischen  Reihe  der  Abstand  zwischen  zwei  aufein- 
ander folgenden  Gliedern  immer  gleich ; bei  der  Reihe  der  Prim- 
zahlen aber  ist  dieser  Abstand  ein  ungleicher,  sprunghafter.  Ist 
non  eine  arithmetische  Reihe  von  der  bezeichneten  Art  gegeben,  so 
muss  es,  da  es  unendlich  viele  Primzahlen  giebt,  unendlich  oft  Vor- 
kommen können,  dass  der  Abstand  zwischen  dom  Anfangsgliede  a 
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der  aritbiuctiscbcn  Reihe  nnd  einer  Primzahl  p,  also  p—a  einem 
Vielfachen  der  Differenz  x der  arithmetischen  Reihe  gleich  ist,  und 
so  oft  dies  der  Fall  ist,  ist  in  der  arithmetischen  Reihe  eine 
Primzahl  enthalten.  „Die  Ungleichheit  der  Differenz  zwischen  den 
„Primzahlen  nnd  die  Stetigkeit  der  Differenz  der  arithmetiseben 
„Reibe  bilden  also  neben  dem  Umstande,  dass  das  Aufangsglied  der 
„arithmetiseben  Reibe  zu  der  Differenz  derselben  relativ  prim  ist, 
„den  Grnnd  dafür,  dass  in  einer  solchen  arithmetischen  Reihe  un- 
„endlich  viele  Primzahlen  enthalten  sein  müssen“. 

Da  jede  Primzahl  > 3 die  Form  6n  + 1 hat,  so  kann  man  statt 
des  Satzes,  dass  in  jeder  unendlichen  arithmetischen  Reibe,  in  der 
das  Anfangsglied  zur  Differenz  relativ  prim  ist,  unendlich  vielo  Prim- 
zahlen  enthalten  sind,  auch  den  Satz  aufstellon,  dass  in  jeder  un- 
endlichen Reihe  der  genannten  Art  unendlich  viele  Zahlen  von  der 
Form  6n^l  enthalten  sein  müssen.  — Eine  Reihe  mit  constanter 
Differenz,  in  der  das  Anfangsglied  a zu  der  Differenz  relativ  prim 
ist,  kann  nümlicb  nie  nur  teilbare  Zahlen  oder  nur  Primzahlen  von 
der  Form  6»  + 1 enthalten.  Jede  gerade  Zahl  bat  nun  die  Form 
2n  oder,  auf  den  Modul  6 bezogen,  eine  der  Formen  3«,  6n  + 2 
und  jede  ungerade  Zahl  hat  die  Form  2n  — 1 oder,  auf  dem  Modul 
6 bezogen,  eine  der  Formen  6»+l,  6n-|-3.  Wir  können  unsere 
Untersuchung  also  darauf  bescbrilnken,  dass  wir  fcststelleu,  ob  in 
jeder  der  nachfolgenden  Reiheuarten,  die  alle  Reihen,  in  denen  das 
Aufangsglied  zur  Differenz  relativ  prim  ist,  umfassen  müssen,  un- 
endlich viele  Zahlen  von  der  Form  6a + 1 Vorkommen.  Die  Rci- 
henartcu  sind  diese: 


Aufangsglied : 

Differenz; 

1) 

6»T1 

2n 

2) 

ön-(-3 

6n  + 2 

3) 

6» 

6aq:i 

4) 

6tt  -j-  2 

6/i  4- 1 

5) 

6«  ^ 2 

6n-f-3 

6) 

6n  + 1 

6a+3 

V) 

6n-fa 

6n+  1 

Setzt 

mau  in  der  ersten  Reiheuart  die  Differenz  = *(2n)  nnd  lässt 

a die 

Zahlen  0,  1,  2 . . 

. ao  durchlaufen,  so  wird  in  der  betr. 

Reihe  mindestens  so  oft  eine  Zahl  von  der  Form  6n4-l  enthalten 

sein, 

als  in  der  Reihe  0,  1, 

2 . . . 00  eine  Zahl  vorkommt,  die  ein 

Vielfaches  von  3 ist,  denn 

3r  , 2rt  “ 

6nz  und  5m  -|-  6 iip  1 
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ist  stets  eine  Zahl  von  der  Form  Gh  + 1.  Ein  Vielfaches  von  3 
kommt  in  der  Reihe  0,  1,  ‘2  . . . oo  aber  unendlich  oft  vor.  Bei 
der  zweiten  'Reihenart  entsteht  so  oft  eine  Zahl  von  der  Form 
Gn'^l,  als  a in  «(6n  + 2)  beim  Durchlaufen  der  Reihe  0,  1,  2 
...  30  ein  Vielfaches  von  2 darstellt,  das  nicht  durch  3 teilbar 
ist.  Bei  der  dritten  Reihenart  entsteht  so  oft  eine  Zahl  von  der 
Form  6n+l,  als  » in  «(6n+l)  eine  ungerade  Zahl  darstellt,  die 
nicht  durch  3 teilbar  ist.  Bei  der  4. , 5.  und  6.  Reihenart  ist  jede 
ungerade  Zahl  der  Reihe  (mit  Ausnahme  der  durch  3 teilbaren  un- 
geraden Zahlen)  eine  Zahl  von  der  Form  6n  + l.  Durchläuft  bei 
der  7.  Reihenart  a in  die  Reihe  0,  1,  2 ...  =o,  so  wird 

in  der  betr.  arithmetischen  Reiho  immer  dann  eine  Zahl  von  der 
Form  6n+  1 entstehen,  wenn  « eine  gerade  Zahl  darstellt,  die  nicht 
durch  G teilbar  ist.  — In  jeder  Reibe  der  vorstehend  behandelten 
Arten  müssen  also  unendlich  viele  Zahlen  von  der  Form  G«  + l 
Vorkommen  und  folglich  müssen  auch  in  jeder  unendlichen  arithme- 
tischen Reiho  mit  bestimmter  Differenz,  in  der  das  Anfaugsglicd  a 
zu  der  Differenz  x relativ  prim  ist,  unendlich  viele  Primzahlen  ent- 
halten sein. 

Oldenburg  i.  G. 
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Miscftllcn. 


1. 

Projectire  Utsungr  einer  geometrischen  Aufgabe. 

Ein  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunktswinkcl  und  Pfeilhöhe  gegeben 
ist,  kann  dadurch  gezeichnet  werden,  dass  mau  zuerst  den  Halb- 
messer desselben  trigonometrisch  berechnet  und  hierauf  den  für 
denselben  gefundenen  Ausdruck  construirt.  Besonders  einfach  ge- 
staltet sich  aber  die  Lösung  dieser  Aufgabe  mittelst  projectiver 
Geometrie. 

Durcbschneidct  man  Fig.  1.  vom  Scheitel  a aus  die  Schenkel 
des  gegebenen  Winkels  mit  einer  beliebigen  ZirkelöflFuuug,  so  erhält 
man  die  Punkto  x.  Die  Sohne  xx  schneidet  die  Halbirungslinie  des 
Winkels  in  i,  der  Bogen  dieselbe  in  b‘.  Wäre  bb'  gleich  der  ge- 
gebenen Pfeilhöhe  A,  so  wäre  die  Aufgabe  gelöst.  Die  Punkte  b 
und  b‘  bilden  aber  ein  homologes  Pnnktepaar  zweier  ähnlichen  Punkt- 
reihen, wenn  der  Halbmesser  ox  des  Bogens  variirt.  Die  Sehnen 
XX  bilden  nämlich  dann  ein  ParallelstrahlenbUschel , weshalb  dio 
Punktreihen  x und  b pcrspectivisch  liegen.  Die  Punktreihe  b'  ist 
aber  jener  x congruont,  daher  mit  b projectivisch.  Wird  der 
Halbmesser  ax  unendlich  gross,  so  fallen  b und  b'  in’s  Unendliche, 
daher  sind  die  conlocalen  Punktreihen  b und  b‘  ähnlich,  und  man 
erkennt,  dass  a ein  Doppelpunkt  derselben  ist. 

Trägt  man  von  b'  aus  auf  der  Halbirungslinie  immer  gegen  den 
Scheitel  dio  Pfeilhöhe  auf,  so  erhält  man  eine  neue  Punktreihe  /}, 
welche  mit  jener  b'  congruent  ist.  Diese  Pnnktreihe  gehört  nach 
früherem  auch  « an,  wenn  aa  gleich  der  Pfeilhöhe  gemacht  wird. 
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Die  Punktrciho  ß ist  nnn  jener  b projcctiv.  und  wenn  ß mit  b zu- 
zusammcnfällt,  so  ist  die  Aufgabe  'gelöst.  Man  hat  daher  nur  den 
im  Endlichen  befindlichen  Doppelpunkt  der  conlocalcu  ähnlichen 
Funktreihen  ß und  b zn  ermitteln.  Dieser  kann  nnn  mit  den  Winkcl- 
brettchen  allein  gezeichnet  werden. 

Man  ziehe  irgendwo  eine  Parallele  P zur  Halbirungsliuio  des 
Winkels  und  schneide  dieselbe  durch  irgend  zwei  Parallele,  dio  mau 
durch  o und  ß gezogen  hat,  in  a'  und  ß‘.  Dann  ist  die  Punktreihe 
tt'ß'  . . . projeot.  ab  . . . , und  beide  liegen  perspectivisch,  da  sich  im 
Unendlichen  homologe  Punkto  decken.  Der  Schnittpunkt  0 der  Ver- 
bindungslinien a’u  und  ß'b  ist  demnach  das  Centrum  der  Perspecti- 
vität  und  die  durch  dasselbe  gezogene  Parallele  zu  aa'  muss  dio 
Halbirungslinie  in  dem  verlangten  Doppelpunkte  d schneiden.  Er- 
richtet man  in  diesem  eine  Senkrechte  auf  die  Halbirungslinie,  so 
trifft  diese  die  Schenkel  des  Winkels  in  den  Endpunkten  des  ver- 
langten Bogens. 

Ebenso  einfach  ergibt  sich  jetzt  die  Lösung  der  Aufgabe: 

„Man  zeichne  eine  Kugelzone,  von  der  gegeben  sind  die  Höhe 
und  die  ihren  Kreisen  entsprechenden  Mittelpunktswinkel“. 

Auflösung.  Man  zeichne  zunächst  die  zwei  gegebenen  Winkel 
mit  gemeinschaftlichem  Scheitel  a so,  dass  die  Winkelflächcn  auf- 
einander liegen,  und  die  Ilalbirungslinien  sich  decken.  Hierauf 
schneide  mau  die  vier  Schenkel  derselben  mit  dem  nämlichen  Kreis- 
bogen von  a aus,  wodurch  man  auf  den  Schenkeln  des  grösseren 
Winkels  die  Punkte  a-,  auf  jenen  des  kleineren  dio  Punkte  y erhalt. 
Dio  Punktreiben  x and  ij  sind  congruent,  wenn  der  Halbmesser  des 
Bogens  variirt.  Zieht  mau  die  dem  Bogen  in  beiden  Mittelpunkts- 
winkeln entsprechenden  Sehnen  xx  und  yy,  so  erhält  mau  auf  der 
gemeinschaftlichen  Halbirungslinie  dio  Punkte  b und  U,  welche  ho- 
mologe Punkte  zweier  ähnlichen  Punktroihen  sind,  wenn  der  Bogen 
variirt.  Trägt  man  auf  der  Halbirungslinie  des  Winkels  von  B aus 
gegen  den  Scheitel  dio  Höhe  der  Zone  h auf,  so  erhält  man  den 
Punkt  ß.  Fällt  ß mit  b zusammen,  so  ist  die  Aufgabe  gelüst.  Die 
Punktreihe  ß ist  aber  mit  jener  B congruent,  daher  mit  b projectiv, 
man  hat  demnach  nur’den  im  Endlichen  gelegenen  Doppelpunkt  d 
der  conlocalen  ähnlichen  Punktreihen  zu  bestimmen.  Diese  Ermitt- 
lung erfolgt  genau  so  wie  in  Fig.  1.,  weshalb  von  einer  besouderen 
Figur  abgesehen  wurde.  Dio  in  d auf  die  Halbirungslinie  errichtete 
Senkrechte  schneidet  den  Schenkel  des  grösseren  Winkels  in  dem 
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Endpniiktn  des  Halbmessers  der  der  Zone  zugehörigen  Kuge).  Die 
Kugolzonc  erscheint  hierauf  in  der  Zeichnung  auf  eine  durch  ihre 
Achse  gehende  Ebene  orthogonal  projicirt. 

Wien,  im  Januar  1893. 

Wilhelm  Rulf. 


2. 


Itviiebig  weit  angenilherte  :r-Coustructiou. 

Im  zweiten  Anhang  von  Dr.  E Glinzcr’s  reichhaltiger  Plani- 
metrie (in  4.  Auflage  1891  hoi  Gerhardt  Külitnianu  in  Dresden  er- 
schienen) findet  sich  seit  der  3,  Auflage  von  1887  eine  schöne 
Construction  zur  heliehigeu  Annäherung  an  die  Länge  des  Kreisum- 
fanges, die  von  Prof.  Dr.  Horm.  Schubert  in  Hamburg  herrührt. 
Sie  benutzt  die  Tangenton  an  eine  Folge  spiralig  geordneter  Halb- 
kreise und  gründet  sich  auf  die  beiden  bekannten  cyklometrischeu 
Sätze  des  Archimedos  vom  harmonischen  und  geometrischen 
Mittel : 

, 2 ue 

**  u-|-e 

e'  = ’^u'e 

wo  e und  u die  UalbnmRlnge  dos  ein-  und  umgeschriebenen  regel- 
mässigen uecks,  c'  und  u'  dasselbe  für’s  2n-cck  bcdcutou. 

Nun  pflogt  man  jedoch  hoi  der  elomentaren  Ji-Bcrcchnung 
neuerdings  (z.  B.  Me  hl  er  in  seinen  Hauptsätzen  der  Eiern. -Math.) 
jenen  Satz  vom  harmonischen  Mittel  zu  vermeiden  und  benutzt  viel- 
mehr die  bequeme  Relation 

, tt'  r 

— oder  - = 

e u Q 

WO  r den  Radius  des  ursprünglichen  Kreises,  p'  den  sogenannten 

kleinen  Radius  des  '2n  ecks , d.  h.  den  Abstand  seiner  Seite  vom 
Centrum  bezeichnet. 

Drum  lag  der  Gedanke  nabe,  ob  nicht  auch  bei  der  con- 
strnctiven  Rectification  des  Kreises  die  entsprechende  Verein- 
fachung sich  anbringen  Hesse. 

Dies  gelingt  in  der  Tat  auf  folgende  Weise: 
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ABCD  sei  der  Halbamfang  eines  regelmässigen  Sechseckes,  einge- 
schrieben in  den  Halbkreis  AD,  nnd  in  A die  Tangente  AT  gezogen. 
Auf  der  verlängerten  Seite  AB  mache  man 

AE  = eg  = 3 Radiuslängen 


Hierauf  werde  Wkl.  EAT  halbirt  (oder,  was  dasselbe  wäre,  die 
Zwölfeckssoito  verlängert),  in  E das  Lot  auf  AE  errichtet  und  bis 
zum  Schnitte  F mit  der  Halbirendcn  gezogen.  Dann  ist 
AF — e,j 

In  gleicher  Weise  durch  fortgesetztes  Winkelhalbiren  und  Lot- 
errichten bekommt  man  «,4,  . . . . Gar  bald  sind  für  die  be- 

nutzten Zeichengeräte  die  Längen  der  Strecken  «4  und  nicht 
mehr  nnterscheidbar ; von  da  ab  bat  man  lauter  Kreisradien  aus  A. 
Und  wird  nun  auf  AT  die  Strecke  AZ  solang  wie  diese  letzten 
Strecken  gemacht,  so  ist 

AZ  die  gesuchte  Halbkrcislänge. 

Zum  Beweise  hierfür  genügt  es,  den  vorhin  erwähnten  Quo- 


tienten — , trigonometrisch  auszudrücken. 


Es  ist  nämlich 


«84 

«4 


1 : 

Ca4 


180» 
’ 24 


Erste  Anmerkung.  Wenn  man  das  Lot  A'F  und  ebenso  die 
folgenden  Lote  verlängert  bis  zum  Schnitte  mit  A'J , so  bekommt 
man  auf  dieser  Tangente  die  Halbnmfängo  der  u m geschriebenen 
Vielecke.  Werden  nun  ausserdem  die  Längen  AE,  AF . . . sämt- 
lich auf  AT  übertragen,  so  zeigt  sich  anschaulich,  wie  das  gesuchte 
AZ  in  engere  und  immer  engere  Grenzen  cingeschlossen  wird. 

Zweite.  Selbstverständlich  kann  man,  wie  vom  Sechseck,  so 
auch  von  jedem  andern  regelmässigen  Vieleck  ausgelien. 


Leipzig,  Dccember  1891. 


Dr.  J.  E.  Böttcher.  ’) 


3. 

Zur  Zalileutheoric.  (Artikel  HI.) 

In  meinem,  in  diesem  Archiv,  Reihe  2,  Band  XII.  Pag.  431 
abgedruckten  Aufsatze  „Zur  Zahlenthcorio“  habe  ich  gezeigt,  dass 

*)  l)ic  Schrift  d.  Hrn.  Wasscrbaudircctors  Chr.  Kchls  „Aber  graphische 
Ucctitication  von  Ivreisbügcn“  linmbnrg  1882  geht  von  fast  denselben  Grund- 
gedanken aus. 


Digilized  by  Google 


446 


Jtfiscelleri, 


sich  die  natürliche  Zahlcnreilie  in  2,  3,  . . . n arithmetische  Reihen, 
zwischen  deren  Gliedern  die  Differenz  n besteht,  dadurch  zerlegen 
lässt,  dass  man  zunächst  eine  Verticalreihe  mit  den  Zahlen  1 bis  » 
bildet  und  dann  eine  zweite,  dritte  u.  s.  w.  Verticalreihe  mit  den 
Zahlen  «-|-1  bis  2n,  2)i-j-l  bis  3n  u.  s.  w.  daneben  stellt 

Aus  dieser  Zcrlegungsart  der  natürlichen  Zahlenreihe  geht  her- 
vor, dass  man  die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  in  unendlich 
verschiedener  Weise  in  Classen  einteilen  kann. 

Für  die  Zerlegung  der  natürlichen  Zahlenreihe  in  n = 2,  3,  4, 
5,  6 arihmetische  Reihen  mag  beispielsweise  die  Einteilung  in  Classen 
hier  folgen, 

I.  Classe.  Zahlform  2«  — 1 («  = 1,  2,  3,  u.  s.  w ),  Reihe  1,  3,  5, 
n.  s.  w. 

II.  Classe.  Zahlform  2n  (n  = 1,  2.  3,  u.  s.  w.j,  Reihe  2,  4,  G 

u.  8.  w. 

I,  Classe.  Zahlform  3n  — 1 (n  = 1,  2,  3,  u.  s.  w ),  Reihe  2,  5,  8, 

u.  s.  w. 

II.  Classe.  Zahlform  3n  + ) (n  = 0,  1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  1,  4, 

7,  u.  s.  w. 

III.  Classe.  Zahlform  3h  (h  = 1,  2.  3,  u.  s.  w),  Reihe  3,  6,  9, 

u.  B.  w. 

n = 4. 

I.  Classe.  Zahlform  2n  (»  = 1 , 2,  3,  u.  s.  w.),  Reibe  2,  4,  G, 

u.  s.  w. 

II.  Classe.  Zahlform  4n  — 1 (h  = 1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  3,  7,  11, 

u.  s.  w. 

III.  Classe.  Zahlform  (’*  “ Oi  2,  3,  u.  s.  w.,  Reihe  1,  5, 

9,  u.  s.  w. 

n = 5. 

I.  Classe.  Zahlform  5»  — 1 (n  = 1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  4,  9, 14, 

u.  s.  w. 

II.  Classe.  Zahlform  5h-|-1  (h  = 0,  1,  2,  3,  n.  s.  w.),  Reihe  1,  G, 

11,  u.  s.  w. 

III.  Classe.  Zahlform  6u  — 2 (?» ■=  1,  2,  3,  n s.  w ),  Reihe  ,3,  8,  1.3, 

u.  s w. 
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IV.  Classe.  Zahlform  5n+2  (»  0,  1,  2,  3.,  u.  s.  w.),  Reihe  2,  7, 

12,  n.  8.  w. 

V.  Classe.  Zahlform  5n  (»  ==  1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  5,  10,  15, 

u.  s.  w. 

« — 6. 

I.  Classe.  Zahlform  6n — 1 («  = 1,  2,  3,  n.  s.  w),  Reihe  5,  11, 

17.  n.  8.  w. 

II.  Classe.  Zahlform  6n+l  (»  = 0,  1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  1,  7, 

13,  u.  s.  w. 

III.  Classe.  Zahlform  6«  — 2 (n  = 1,  2,  3,  u s.  w),  Reihe  4,  10, 

16,  u 8.  w. 

IV.  Classe.  Zahlform  6n-|-2  (n  •=  0,  1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  2,  8, 

14,  u.  8.  w. 

V.  Classe.  Zahlform  3n  (n  = 1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  3.  6,  9, 
u.  s.  w 

Id  jeder  dieser  5 Abtheilangcn  sind  also  alle  Zahlen  der  natür- 
lichen Zahlenreihe  enthalten. 

Oldenbnrg  i.  G. 

G.  Speckmann. 


4. 


Das  Dreieek  bezogen  auf  seine  Uanpttrftgheitsaxeu. 

Es  ist  in  der  Ebene  ein  rechtwinkliges  Axensystem  der  xy  ge- 
geben. Man  soll  in  allgemeinstem  Ausdruck  das  Dreieck  darstellcn, 
dessen  Hauptträgheitsaxen  jene  Axen  sind. 

Seien  x^y^.  x^y^,  x^y^  die  Coordinaten,  a,,  a^,  die  Gegenseiten 
der  Ecken  Ai,  A^,  A3.  Gebt  man  von  einer  Ecke  4,  aus  längs  «3 
um  eine  variable  kleinere  Strecke  a^u  bis  A'  und  von  N längs  der 
Geraden  NA^  = n um  eine  variable  kleinere  Strecke  nv  bis  r,  so 
ist  P ein  variabler  Punkt,  der  das  ganze  Dreieck  A erzeugt,  wenn 
u und  V von  0 bis  1 variiren. 

Die  Coordinaten  von  P sind 

» = yi+(yj  — *’)+(y3  — yj)»  ) ’ 

woraus  als  Functionsdeterminante  hervorgebt: 


D = 


y«  — yi  yi—Vi  I 
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Hiernach  ist  der  Dreiccksinhalt 
1 1 

^ C dü  . D ^ \D*\  mithin  D -=  2^(1  — «) 

0 Q 

Nach  Einsetzung  der  Werte  (1)  gibt  eine  leichte  Integration  die 
statischen  Momente 
1 1 

^ du  J . Dx  =—  i^(*iH-a'2  + a*3) 


0 

1 1 


J J 3t’  • H~ys  + ya)  sowie  das  Integral 

/ 


0 

1 1 


P ^ 

8uJ  Sv  . Dxy  ■=  U2a-,  + X2  4-»'3)ffl  +(’'i  + 2a-j  + a-a)y2 

+ (ri  + X2  + 23-3)yj)  (2) 


Diese  3 Grössen  müssen  für  Hanpttriigheitsaxen  null  sein.  Die 
vollständigen  Bedingungen  unserer  Aufgabe  sind  also: 

a'i+a'»+®3  = 0;  yi+2/2  + y3=0;  ar,  y,+x,yj+Xsys  — 0 

Nach  Elimination  von  x»  und  lässt  sich  das  Resultat  schreiben: 
(xj+  Jxi)  (ya+  iji)  +2*,  y,  = 0 (3) 

Geometrisch  gedeutet  ergibt  es  folgendes. 

Eine  Ecke  4,  ist  willkürlich.  Dio  zweite  4g  liegt  beliebig  auf 
der  gleichseitigen  Hyperbel  (3),  deren  Asymptoten  den  Hauptträg- 
beitsaxen  parallel  sind.  Ihren  Mittelpunkt  A findet  man,  indem  man 
den  Radiusvector  4, 0 über  den  Anfangspunkt  (>  hinaus  um  die 
halbe  Länge  OK  verlängert.  Ihre  reelle  Axo  halbirt  die  2 Scheitel- 
winkel der  Asymptoten,  innerhalb  deren  4,  nicht  liegt.  Ihre  Scheitel 
ergeben  sich  aus  der  Potenz  |x,y,.  Die  dritte  Ecke  ist  der  End- 
punkt der  Verlängerung  von  A^K  um  ihre  Länge. 

Die  Hauptträgheitsmomente  erhält  man  aus  dem  Integral  (2), 
indem  man  y für  x und  x für  y schreibt.  Sie  sind  also : 

^ (y,‘  + 2t,*  + y»’>);  Y = + 

d.  b.  für  das  Dreieck  dieselben  wie  für  das  System  gleichbelasteter 
Ecken.  R.  Hoppe. 
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wissenschaften zu  Marburg.  12.  Bd.  5.  Abhandlg.  Marburg, 
Elwert’sche  Verlagsbuchh.  1 Mk.  50  Pf. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 
Matbematisch-naturwissenschaftl.  Classe.  Abtb.  Ha.  Abhandlungen 
aus  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Astronomie,  Physik,  Meteorologie 
n.  der  Mechanik.  101.  Bd.  1. — 3.  Hft.  Leipzig,  Freytag.  6 Mk. 
60  Pf. 

Sitzungsberichte  der  mathematisch-physikalischen  Classe  der  k. 
b.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  München.  1892.  2.  Hfi.  Mün- 
chen, Franz’scher  Verl.  1 Mk.  20  Pf. 

Zeitschrift  f.  Mathematik  n.  Physik,  hrsg.  unter  der  Red.  t. 
0.  Schlömilch,  E.  Kahl  u.  M.  Cantor.  37.  Jahrg.  1892.  Snppl. 
Leipzig,  Teubner.  5 Mk. 
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Litterarischer  Bericht 

XLV. 


Gescliiclite  der  Mathematik  und  Physik. 

Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik.  Von  Moritz 
Cantor.  Zweiter  Band,  von  1200—1668.  Erster  Theil.  Leipzig 
1892.  B.  G.  Teubner.  499  S. 

Der  hier  bebaudolto  Zeitraum  ist  leer  au  wissen:  uaftlich  matbe- 
matiscber  Forschung,  aber  nicht  leer  an  instructiven  Punkten  und 
Momenten  historischeu  Interesses.  Betrieben  wird  in  der  Tat  nur 
das  kaufmännische  Rechnen  und  die  Feldmcsskuust,  der  Unterricht 
pflanzt  fast  nur  die  mathematischen  Kenntnisse  der  Griechen  und 
Araber  fort;  dennoch  erwachsen  aus  jenen  praktischen  Bestrebungen 
mancherlei  ideelle  Fruchte,  wenn  gleich  ohne  regelmässige  Ent- 
wickelung, öfters  unterbrochen  durch  Rückschritt  und  Unklarheiten, 
hervor,  in  denen  mau  die  Anfänge  der  Begrifi'e  und  Formen  der 
heutigen  Mathematik  nachweiseu  kann,  namentlich  bildet  sich  die 
Algebra  und  Trigonometrie  durch  Inangriffnahme  elementarer  Pro- 
bleme allmählich  aus.  Das  vorliegende  Work  zeichnet  sich  durch 
Vielseitigkeit  der  aus  Licht  gezogenen  Gegenstände,  durch  eingehende 
historische  Kritik,  sowie  durch  populären  Styl  vorteilhaft  ans.  Die 
Geschichte  wird  an  das  Leben  der  mehr  oder  weniger  hervorragen- 
den Autoren  angekuUpft,  auf  deren  Tätigkeit  alle  Fragen  der  Ent- 
wickelung der  Doctrin  zurUckführen ; abgesehen  von  den  einzelnen 
Personen  wird  aber  auch  über  die  Gründung  der  Universitäten  und 
deren  Verhalten  zur  Mathematik  Nachricht  gegeben.  Wenn  gleich 
im  Verbältniss  zu  den  geringen  wissenschaftlichen  Leistungen  jener 
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Zeit  das  Bach  einen  grossen  Umfang  gewonnen  hat,  so  wird  man 
bei  Durchlesung  schwerlich  etwas  Überflüssig  zu  ihrer  Cbarakterisi- 
rung  finden.  In  der  Tat  hat  der  Verfasser  einen  ziemlich  hohen 
Grad  der  Unbedeutendheit  zur  Grenze  der  Erörterung  genommen; 
doch  dient  das  Beigebrachte  noch  immer  als  Beispiel  der  herrschen- 
den eigentümlichen  Ideen  und  Meinungen.  Folgenden  Männern  wird 
der  Reihe  nach  ein  Platz  in  der  Geschichte  der  Mathematik  er- 
teilt: Leonardo  von  Pisa,  Jordanus  Nemorarius,  Johannes  de  Sacro- 
bosco,  Johannes  Campanus,  Richard  von  Wallingford,  Johannes 
Mandith,  Bradwardinus,  Raimnndns  Lullus,  Johannes  de  Muris, 
Petrus  von  Dacien,  Jahannes  de  Lineriis,  Dominions  Parisiensis, 
Nicole  Oresme,  Albertus  de  Saxonia,  Hcnricus  Hassiauus,  Conrad 
von  Jungingen,  Paolo  Dagomari,  Biagio  da  Parma,  Johann  von 
Gemunden,  Peurbach,  Nicolaus  Cusanus,  Prosdocimo  de  Beldomaudi, 
Jakob  von  Cremona,  Johannes  Widmann,  Regiomeutauus,  Ratdolt, 
Alberti,  Lionardo  da  Vinci,  Treviso,  Luca  Pacinola,  Chuquet, 
Lefövre,  Georg  Valla,  Orontius  Finaens,  Alfons  X von  Spanien, 
Petro  Sanchez,  Ciruelo,  Silicius,  Gaspar  Lax,  Juan  de  Ortego,  Petro 
Nun'ez,  Stifel , Johannes  Werner,  Peter  Apianus,  Albrecht  Dürer, 
Koppernikus,  Memmius,  Cardanus,  Luigi  Ferrari,  Tartaglia  u.  a. 

H. 


Zur  Geschichte  der  Einführung  der  jetzigen  Ziffern  in  Europa 
durch  Gerbert.  Eine  Studie  von  Professor  Dr.  H.  Weissenborn. 
Berlin  1892.  Mayer  u.  Müller.  123  S. 

Am  Titel  ist  das  Wort  „Einführung“  auffällig,  welches  weder 
durch  die  Schrift  selbst  noch  durch  irgend  etwas  bekanntes  gerecht- 
fertigt erscheint.  Soviel  auch  Gerbert  für  die  Annahme  der  indi- 
schen Ziffern  durch  eigenen  Vorgang  gewirkt  hat,  so  zeigt  doch  die 
Geschichte  der  nachfolgenden  5 Jahrhunderte  keine  Spur  eines  dau- 
ernden Einflusses:  die  römischen  Zahlzeichen  bleiben  nach  wie  vor 
bei  alten  Rechnungen,  sogar  den  astronomischen  in  Gebrauch;  auch 
in  Betreff  der  Zeitgenossen  Gerberts  kommt  der  Verfasser  gar  nicht 
auf  die  Frage,  ob  jemand  seine  Zahlcnschrift  adoptirt  hat.  Einge- 
führt hat  also,  wie  wir  sagen  ohne  ein  Wort  des  Textes  zu  be- 
streiten , Gerbert  die  indischen  Ziffern  nicht ; er  ist  ein  Vorläufer 
des  im  16.  Jahrhundert  beginnenden  Umschwungs  in  der  systemati- 
schen Gestaltung  der  Arithmetik,  der  gerade  wegen  der  laugen 
Zwischenzeit  um  so  mehr  historisches  Interesse  bietet.  Das  vor- 
liegende Buch  schlicsst  sich  an  ein  5 Jahre  früher  erschienenes: 
„Beiträge  zur  Kenntniss  der  Mathematik  des  Mittelalters“  — an. 
In  jenem  mng  manches  angegeben  sein,  was  man  im  gegenwärtigen 
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vormiasen  kann  (z.  B.  Heimat  und  Lebenszeit  von  Gorbert).  Was 
aber  nicht  wol  müglich  war  in  jenem  so  befriedigend  zum  Abschluss 
zu  bringen,  dass  cs  batte  jetzt  übergangen  werden  dürfen,  ist  doch 
die  Frage  nach  dem  Standpunkt  von  Gerbert’s  Reehenlehre,  nament- 
lich da  der  Verfasser  selbst  erklärt,  dass  die  spärlichen  Nachrichten 
nicht  erlauben  irgend  welche  sichere  Schlüsse  zu  ziehen.  Hierüber 
findet  sich  Folgendes  angegeben.  Gerbert  kannte  und  gebrauchte 
die  9 Ziffern  der  Araber  mit  arabischen  Namen.  Letztere  waren 
auf  die  Bechenmarken  geschrieben,  während  Andere  lauter  gleiche 
Marken  anwandten.  Von  schriftlichem  Rechnen  ist  nicht  die  Rede. 
Die  Einrichtung  seines  Abacus  ist  unbekannt.  Die  Nnll  war  zu 
seiner  Zeit  bekannt,  galt  aber  als  etwas  verschiedenes  von  den  Zif- 
fern. Er  wandte  sie  nie  au  (natürlich,  wenn  er  wirklich  nur  mit 
Abacus  rechnen  lehrte).  Aus  alledem  ist  keine  Spur  von  scientivem 
Fortschritt  zu  erkennen.  Der  Verfasser  erwähnt,  dass  schon  die 
Griechen  das  Rechnen  mit  Abacus  nicht  als  Teil  der  Arithmetik  be- 
trachteten. In  der  Tat  ist  cs  nur  eine  momentane  Arbeit  ohne 
Gewinn  für  den  Verstand.  Auch  der  praktische  Vorteil  der  9 Ziffern 
ist  unwesentlich.  Hätte  sich  also  wirklich  Gerbert’s  Lehre  nur  in 
der  angegebenen  Weise  unterschieden,  so  wäre  kaum  ein  Motiv  zur 
Wahl  der  arabischen  Ziffern,  als  etwa  Vorliebe  für  das  Fremde,  er- 
sichtlich. Ans  den  vorliegenden  Angaben  lässt  sich  zweierlei  ent- 
nehmen. Erstens,  die  Einrichtung  des  Abacus  ist  keine  traditionell 
feststehende,  daher  auch  wol  schwerlich  eine  aus  dem  Altertum 
stammende,  wie  Viele  vorauszusetzen  scheinen,  sondern  hängt  vom 
Ermessen  der  einzelnen  Lehrer  ab.  Zweitens,  die  Nult  (zero)  ist 
ein  Element  in  der  derzeitigen  Reehenlehre,  das  aber  ohne  Ver- 
stäudniss  (von  den  Arabern)  aufgenommen  zu  sein  scheint.  Dafür 
tritt  hier  als  ein  neues  Zeuguiss  die  Bemerkung  ein,  dass  die  Nnll 
begrifflich  nicht  als  Ziffer  aufgefasst  werde.  Noch  mehr  zu  der  An- 
nahme gedrängt  sind  wir  durch  die  von  Boncompagni  im  15.  Bande 
des  Bulletino  aus  Licht  gezogene  ganz  rätselhafte  Aufstellung  zweier 
Schriftsteller,  die  übereinstimmend  erklären,  zero  bedeute  eine  der 
9 Ziffern , aber  nicht  die  Null.  Zur  Hauptfrage  jedoch  macht  der 
Verfasser  diese:  Von  wem  hat  Gerbert  das  Rechnen  gelernt?  — 
und  zwar  handelt  es  sich  von  Anfang  bis  Ende  darum,  ob  ein  ge- 
wisser Josephus  sapiens,  auch  Hispanus  genannt,  sein  Lehrer  ge- 
wesen, was  über  denselben  näheres  zu  ermitteln  sei,  und  mit  welchen 
Männern  des  Namens  Joseph  er  wol  identisch  sein  könne.  Offenbar 
ist  das  Interesse  an  jener  Frage  in  Bezug  auf  Gerbert  ganz  durch 
die  sachliche  Bestimmung  bedingt,  was  dieser  von  Joseph  gelernt 
haben  soll ; die  blosse  Tradition  der  alten  Rechenkunst  kann  über  die 
Gestaltung  von  Gerbert’s  Lehre  und  deren  Quelle  keinen  Aufschluss 
geben.  Eine  solche  Unterweisung  hat  der  Verfasser  nicht  gemeint-. 
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um  also  überhaupt  den  Gegenstand  seiner  Untersuchung  verständlich 
auszusprechen,  war  eine  Berührung  des  specihschen  Lehrinhalts, 
d.  h.  keine  blosse  Aussage  (wie  auf  Seite  14)  dass  ein  solcher  vor- 
handen gewesen,  nicht  zu  umgehen,  und  darauf  kommt  er  nie  zu 
sprechen.  Das  Buch  bietet  sehr  viel  litterarischeu  Stoff.  Die  Citato 
stehen  meist  in  Zwischensätzen  des  Textes  und  sind  ausführlicher 
behandelt  in  einer  grossen  Anzahl  angehängter  Noten.  Da  sie  zu- 
fälligen Anlass  haben,  so  ist  es  wenig  wahrscheinlich,  dass  sie  be- 
anspruchen etwas  erschöpfendes  oder  eine  Auswahl  des  lustructivstcn 
zu  geben.  H. 

Bilder  aus  der  Geschichte  der  Physik.  Für  Freunde  der  Natur- 
wissenschaften und  für  Studirende  an  höheren  Schulen.  Von  Dr. 
Eugen  Netoliezka,  kaiserl.  Rath,  Professor  der  Physik  i.  R.  in 
Graz,  Ritter  des  k.  k.  österreichischen  Frauz-Josef-Ordens , Besitzer 
der  gold.  Medaille  für  Kunst  und  Wissenschaft  und  des  Verdienst- 
kreuzes des  grossherz.  Mecklenburgischen  Ordens  der  wendischen 
Krone.  Nach  des  Verfassers  Tode  fortgesetzt  und  durchgesehen 
von  Dr.  A.  Wachlowski,  k.  k.  Gymnasial-Professor.  Wien  und 
Leipzig  1891.  A.  Pichler’s  Witwe  u.  Sohn.  258  S. 

Das  Buch  gibt  in  der  Kürze  das  Wichtigste,  was  dem  Zwecke 
historischer  Ausbildung  entspricht,  und  zeugt  in  allen  Stücken  von 
einer  richtigen  Auffassung  seiner  Aufgabe.  Dem,  was  die  Vorrede 
zur  Begründung  der  Notwendigkeit  historischen  Betreibens  der  Wis- 
senschaft ausspriebt,  müssen  wir  sogleich  zu  näherer  Bestimmung 
hiuzufügen,  dass  cs  sich  um  das  Werden  der  heutigen  Wissen- 
schaft handelt.  Wir  haben  nicht  die  alten  Forscher  in  ihrem  dunkeln 
Suchen  zu  begleiten , sondern  deren  Wege  mit  dem  gewonnenen 
Lichte  zu  erhellen  und  irrige  Gedanken  von  richtigen  zu  unter- 
scheiden. Erst  nachdem  mau  mehr  zu  dieser  Praxis  übergegangen 
ist,  und  die  Aeusseruugeu  der  Alten  im  Sinuc  der  jetzigen  ideeu 
zu  deuten  versucht,  bat  sich  gezoigt,  dass  die  alte  Zeit  der 
Physik  weniger  fremd  ist,  als  cs  früher  schien.  Man  muss  es  dar- 
um auch  als  möglich  zulassen,  dass  manche  reifere  Erkeuntuisse 
Einzelner  nur  darum  mit  deren  Ableben  untergegaugeu  sind,  weil 
ihre  Zeitgenussen  sic  nicht  zu  würdigen  verstunden.  Das  vorliegende 
Buch  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  cs  die  moderne  Perspective 
entschieden  zum  Frincip  der  Darstellung  macht;  demgemäss  bilden 
auch  die  Zweige  der  heutigen  Physik  die  Themata  der  einzelnen 
Abschnitte.  Dass  der  Schüler  auch  die  begaugeueu  IrrtUiner  kennen 
lernen  muss,  wird  in  der  Vorrede  betont  uud  in  der  Ausführung 
danach  verfahren.  Die  Notwendigkeit  tritt  am  deutlichsen  in  der 
Erfahrung  zutage,  dass  die  „Freunde  der  Naturwisseusehaft“,  welche 
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zur  Zeit  keiuo  Forscher  sind,  sich  die  Wege  der  Entdeckung  viel 
zu  kurz  denken,  begreiflicherweise,  weil  sie  über  alles,  was  ihnen 
gewöhnlich  und  im  allgemeinen  geläufig  ist,  ohne  Beachtung  hinweg 
zur  neuen  Entdeckung  eilen  Dieser  Umstand  zeigt,  wie  in  der  Tat 
die  Ungründlichkeit  im  Betreiben  der  Wissenschaft  im  nächsten  Zu- 
sammenhänge steht  mit  dem  Mangel  historischer  Bildung,  d.  h.  der- 
jenigen, welche  die  Wissenschaft  nicht  bloss  auf  ihrem  neuesten 
Standpunkt  kennt  Die  Geschichte  wird  hier  der  Zeit  nach  nur  in 
die  des  Altertums,  des  Mittelalters  und  der  Neuzeit,  letztere  begin- 
nend in  der  Mitte  des  18.  Jahrhunderts,  eingeteilt.  Von  jedem  dieser 
Zeitabschnitte  wird  zuerst  ein  allgemeines  Bild  entworfen,  doch  ist 
auch  dieses  mit  allen  erreichbaren  tatsächlichen  Angaben  verbunden, 
so  dass  an  manchen  Stellen  der  Ueberblick  durch  blosse  Zusammen- 
orduung  der  Tatsachen  gegeben  wird.  Hierauf  folgen,  in  Bezug  auf 
das  Altertum,  die  Mechanik,  Optik,  Akustik,  Magnetismus,  Elektri- 
cität,  kosmische  Physik  und  Chemie.  Für  alle  diese  Zweige  sind 
die  Stellen  zusammengesucht,  aus  denen  wir  öher  die  Kenntnisse, 
technische  Verwendurg  und  Etklürungsversuche  der  Alten  irgend 
etwas  entnehmen  können.  Alles  dies  zeigt,  dass  hinreichender  Trieb 
vorhanden  war  die  von  Natur  gegebenen  Erscheinungen  so  genau 
als  möglich  zu  beobachten  und  aus  den  Resultaten  Schlösse  auf  die 
Gesetze  und  Ursachen  derselben  zu  ziehen,  dass  sich  aber  nirgends 
der  Gedanke  findet  die  Entscheidung’Uber  Fragen  der  letztem  durch 
das  Experiment  zu  suchen.  Da  der  Verfasser  hierdurch  die  Physik 
der  Alten  charakterisirt , so  lag  wol  nichts  näher  als  die  neue  Zeit 
von  da  an  zu  rechnen,  wo  das  Experiment  als  Quelle  der  Natnr- 
erkeuntniss  principiell  erkannt  und  klar  ausgesprochen  ist,  und  das 
ist  nicht  im  18.,  sondern  im  17.  Jahrhundert  durch  Bako  geschehen.  Die 
Reihe  von  Entdeckungen,  welche  aus  dem  neuen  Forschungsprincip 
in  schneller  Folge  hervorwuchsen,  und  die  den  sebrofiTsten  Gegensatz 
gegen  den  Charakter  des  Mittelalters  zeigen,  bringt  trotzdem  der  Ver- 
fasser mit  zum  Mittelalter  — man  findet  schwerlich  ein  anderes  Motiv 
als  demselben  einen  Anteil  an  historischer  Bedeutung,  die  ihm  sonst 
zu  sehr  maugclt,  zuzuwenden.  Die  Geschichte  der  Neuzeit,  wie  sie 
im  Buche  heisst,  stellt  sich  nun  als  reine  Fortsetzung  der  im  zweiten 
Abschnitt  behandelten  dar.  Je  mehr  sie  sich  der  Gegenwart  nähert, 
desto  mehr  musste  natürlich  der  Umstaud  auf  die  Abfassung  Ein- 
fluss üben,  dass  die  Lösung  und  Entscheidung  immer  neuer  Fragen 
der  Zukunft  Vorbehalten  bleibt,  dass  also  der  Bearbeiter  nicht  mehr 
in  der  Lage  ist  von  reiferem  Standpunkt  über  die  auftretenden  An- 
sichten zu  urteilen.  Dem  entsprechend  hat  hier  der  Verfasser  die 
sonst  beobachtete  Kürze  und  Uebersichtlichkeit  aufgegoben  und  aus- 
führlicher über  die  für  wichtig  erachteten  Arbeiten  der  an  den 
neuern  Entdeckungen  beteiligten  Forscher  berichtet.  H. 
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Gescbichtc  der  PLysik.  Von  Dr.  E.  Gerl  and,  Dozent  für 
Physik  nnd  Elektrotechnik  an  der  Königlichen  Bergakademie  za 
Clnnsthal  i.  H.  Mit  72  in  den  Text  gedruckten  Abhildungcn.  Leipzig 
1892.  J.  J.  Weber.  356  S. 

Das  Buch  gehört  als  Nr.  4.  zu  Weher’s  „Naturwissenschaftlicher 
Bibliothek.'*  Die  Geschichte  <lcr  gesamten  Physik  ist  hier  ohne 
Scheidung  der  Zweige  in  einen  fortlaufenden  Faden  chronologischer 
Folge  mit  grossem  Geschick  verarbeitet,  in  lebensvoller  und  dabei 
stets  exacter  Sprache,  der  cs  auch  nicht  au  den  erforderlichen  posi- 
tiven Angaben  mangelt.  Man  lernt  alles  einzeln  im  Durcblcscu; 
dahingegen  bleibt  die  Aufgabe  sich  Uber  dcu  jeweiligen  Standpunkt 
der  physikalischen  Erkenntuiss  zu  unterrichten  ganz  dem  Leser  über- 
lassen. Die  Quellen  sind  im  Texte  nie  angegeben;  zum  Ersatzo 
folgt  am  Schlüsse  ein  Litteraturvcrzcichuiss;  V'crwcisung  auf  das- 
selbe findet  nicht  statt.  II. 


lieber  den  Antheil  der  mathematischen  Wissenschaften  au  der 
Kultur  der  Benaissauce.  Vortrag  gehalten  im  Bathhaus  zu  Zürich 
am  5.  Februar  1891.  Von  Dr.  F.  Budio,  Professor  in  Zürich. 
Hamburg  1892.  Verlagsanstalt  und  Druckerei  A.  G.  33  S. 

Der  Vortrag  ist  in  erster  Linie  eine  begeisterte  Lobpreisung 
der  Mathematik  für  Zuhörer,  welche  derselben  vermutlich  fern  stehen, 
nnd  zwar  durch  Musterung  ihrer  Geschichte,  aus  welcher  viele  Zügo 
geeignet  Hochschätzung  zu  erwecken  vorgeführt  worden.  Nament- 
lich wird  darauf  hingewiesen,  dass  die  Blütezeit  der  Culturvölker 
immer  mit  neuen  mathematischen  Erkenntnissen,  erhöhten  Leistungen 
der  Mathematik  und  eifrigerer  Hinneigung  zu  ihr  verbunden  auftritt. 
Obgleich  es  nirgends  ausgesprochen  noch  naebgewiesen  wird,  so 
scheint  doch  die  Bede  überall  darauf  abzuzielen,  dass  man  das  Be- 
treiben der  Mathematik  ohne  weiteres  als  Ursache  der  gleichzeitigen 
Cultur  auffassen  soll,  nnd  den  Gedanken  fcrnzuhalten , dass  bei  er- 
wachtem Culturleben  neben  andern  Wissenschaften  natürlicherweise 
auch  die  Mathematik  nicht  fehlen  wird.  Was  endlich  die  Benaissance 
betrifft,  so  kommt  nur  das  Wort  öfters  vor,  vou  ihrem  Wesen  und 
der  Zeit  ihrer  Erscheinung  ist  nie  die  Bede.  H. 


Wilhelm  Weber.  Eine  Lebensskizze  von  Heinrich  Weber, 
Professor  an  der  Herzogi.  technischen  Hochschule  zu  Brannsebweig. 
Mit  einem  Bildnis  aus  dem  Jahre  1884.  Breslau  1893.  Eduard 
Trewendt.  111  S. 
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ludern  die  Schrift  die  Lcbensgeschiclite  W.  Weber’s  — Sohnes 
des  Prof,  der  Theologie  Michael  W.,  geh.  d.  24.  Oct.  1804  in  Wit- 
tenberg, gest.  den  23.  Juni  1891  in  Göttingen  — ohne  Abschweife 
erzählt,  werden  ans  zugleich  ein  ansehnlicher  Kreis  von  Gelehrten 
ersten  Ranges , mit  denen  er  im  Umgang  stand , nnd  bekannte  Be- 
gebenheiten, die  auf  seine  Schicksale  und  seine  Tätigkeit  bestim- 
mend wirkten,  vorgefOhrt,  letztere  noch  besonders  Interesse  erregend 
durch  wörtliche  Mitteilnng  von  Urkunden  und  Correspondenzen.  Die 
ersten  2 Abschnitte  umfassen  die  Studienjahre  in  Halle  und  Berlin; 
von  letzterem  Universitätsbesuche  datiren  die  meisten  freundschaft- 
lichen Beziehungen.  Nun  folgen  die  4 Perioden  von  Weber’s  Lehr- 
und  Forschertätigkeit:  von  1831  bis  1837  als  Professor  in  Göttingen, 
dann  nach  Amtsentsetzung  in  der  Zwischenzeit  bis  1843,  dann  als 
Professor  in  Leipzig,  dann  nach  seiner  Wiederberufuug  1849  in 
Göttiugen.  Ueber  seine  wissenschaftliche  Tätigkeit,  die  wol  eine 
sehr  conceutrirte,  ohne  fremde  Teilnahme  nnd  litterarischen  Verkehr 
gewesen  sein  mag,  verhält  sich  die  Erzählung  ziemlich  schweigsam: 
die  Gegenstände  werden  kaum  mehr  als  dem  Titel  nach  genannt; 
erst  in  der  letzten  Periode  wird  auf  manches  mehr  oingegaugcu; 
dafür  wird  der  Leser  durch  Züge  des  Charakters  entschädigt. 

H. 


Carl  Heinrich  Schellbach.  Gedächtuissrede  gehalten  in 
der  Aula  des  Königlichen  Friedrichs-Wilhelms-Gymnasiums  am  29. 
October  1892  von  Felix  Müller.  Mit  einem  Bildnis  Schellbach’s. 
Berlin  1893.  Georg  Reimer.  3.'i  S. 

Die  angegebenen  äussern  Facta  betreffend  das  Leben  des  Ver- 
ewigten sind  folgende.  Er  ist  geb.  d.  25.  Dec.  1804  auf  der  Reise 
nach  seiner  Vaterstadt  Eisleben,  unterrichtet  daselbst  auf  dem  Gym- 
nasium, studirte  Mathematik,  Physik  nnd  Philosophie  von  1824  an 
in  Halle,  zog  1829  nach  Berlin,  promovirte  1834  in  Jena,  lehrte 
von  da  an  bis  1841  am  Friedrich-Werder’schen,  dann  am  Königl. 
Friedrich-Wilhclms-Gymnasium,  von  1843  an  zugleich  an  der  Königl. 
Kriegsakademie  und  gehörte  seit  jener  Zeit  zur  wissenschaftlichen 
Prfifungscommission,  war  lange  Zeit  Lehrer  des  Kronprinzen  Friedrich 
Wilhelm,  nachherigen  Kaisers  Friedrich,  gründete  1855  das  mathe- 
matisch-pädagogische Seminar,  war  beteiligt  an  der  Herausgabe  des 
Crolle’schen  Journals,  trat  1889  in  den  Ruhestand  nnd  starb  d. 
29.  Mai  1892.  Die  Rede  beleuchtet  sehr  eingehend  seine  vielseitige 
Tätigkeit  innerhalb  und  ausserhalb  der  Schule,  entwickelt  diejenigen 
seiner  pädagogischen  Grundsätze,  welche  der  Redner  selbst  adoptirt 
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und  als  von  ibm  iu  seinem  Unterrichlc  empfangen  darstellt,  und 
fuhrt  in  ihrem  Verlaufe  viele  seiner  Schriften  und  Reden  auf.  Der 
gedruckten  Ausgabe  der  Rede  ist  die  vollständige  Zusammcnstellnug 
dieser  Schriften  am  Schlüsse  beigefügt.  H. 


Sammlungen. 

Recuoil  de  probldmcs  de  mathdmatiques.  G6om6trio  aualytique 
ä dcux  dimensiones  (et  geometrio  snperiourc)  ä l’usage  des  classes 
de  matbdmatiqnes  Par  C.  A.  Laisa  nt,  Loctcur  es  Sciences,  An- 
cien  614ve  de  l’Ecole  Polytechnique.  Paris  1893,  Gauthicr  Viliars 
et  fils.  311  S. 

Diese  Aufgaben  sind  aus  den  bedeutendsten  französischen  mathe- 
matischen Zeitschriften  seit  1842  vom  Verfasser  ausgezogon,  geordnet 
und  mit  Verweisungen  versehen.  Einige  darunter  verlangen  den 
Beweis  aufgestellter  Sätze.  Sie  sind  nicht  ausschliesslich  fUr  Schulen, 
sondern  zum  Teil  für  die  reine  Wissenschaft  bestimmt,  auch  koiumeu 
Aufgaben  berühmter  Autoren  vor.  Von  vielen  Aufgaben  sind  Lö- 
sungen bereits  veröffentlicht;  die  Autoren  der  Fragen  sind,  soweit 
der  Verfasser  sic  hat  ermitteln  können,  stets  angegeben,  und  die 
Lösungen  citirt.  Die  Hauptabschnitte  sind:  Gebilde  aus  Geraden 
und  Kreisen,  Kegelschnitte,  algebraische  Curveii,  transcendente  oder 
allgemeine  Curven,  geometrische  Oerter,  Envcloppcn,  bewegte  Ge- 
bilde. H. 


100  Aufgaben  ans  der  niederen  Geometrie  nebst  vollständigen 
Lösungen.  Mit  104  Abbildungen.  Von  Dr.  Karl  Schweriug, 
Oberlehrer  und  Professor.  Freiburg  i.  Br.  1891.  Herder,  152  S. 

Der  1.  Teil  enthält  60  planimetriscbe,  der  2te  40  stereometri- 
sche mannichfaltige , hinsichtlich  der  Schwierigkeit  absichtlich  ge- 
mischte, für  Erweckung  des  Interesses  ausgcwählte  Aufgaben.  Nicht 
nur  die  Lösungen  und  Beweise,  sondern  auch  alles,  was  zur  Ana- 
lysis und  Determination  gehört,  sowie  die  anzuwendenden  Sätze 
stehen  ausführlich  dabei.  Sie  sind  darauf  berechnet  mit  einem  be- 
liebigen Lehrbnche  verbunden  gebraucht  zu  werden.  H. 


Planimetriscbe  Aufgaben  für  den  Gebrauch  im  Schul-,  Privat- 
und  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  F.  Roidt,  Oberlehrer 
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am  Gymnasium  zu  Hamm.  Erster  Teil.  Aufgaben  geordnet  nach 
den  Lehrsätzen  des  Systems.  Zweite  Auflage.  Breslau  1890.  Eduard 
Trewendt.  96  S. 

Im  26.  litt  Bericht  S.  15  ist  der  2.  Teil  in  1.  Auflage  bespro- 
chen. Was  daselbst  zur  Gharakterisirung  des  Ganzen  gesagt  ist, 
trifft  auch  in  Betreff  des  jetzt  erschienenen  Teils  vollkommen  zu. 
Etwas  hinzuzufOgen  ist  kein  Anlass.  II. 


Die  wichtigeren  Drciecksanfgaben  aus  der  ebenen  Trigonome- 
trie. Für  den  Schulgcbrauch  und  zum  Selbststudium  zusammongc- 
stellt  und  aufgelöst  von  Waldemar  Madel.  Berlin  1892.  Max 
Rhger.  63  S. 

Es  sind  305  Combiuationen  zu  3 aus  den  Seiten , deren  Sum- 
men, Differenzen  und  Quadratsummon,  Höhen,  deren  Summen  und 
Differenzen,  Inhalt,  Um- und  lukreisradius  und  Winkeln  als  gegebene 
Beslimmungsstücke  des  Dreiecks  zuerst  in  Zeichen  tabellarisch  auf- 
gestellt.  Dann  wird  für  jede  dieser  Combinationou  der  Weg  der 
succcssivcn  Berechnung  der  uubekaunton  Seiten  und  Winkel  durch 
Angabe  der  auf  logaritbmischo  Keebnuug  eiugcrichtetcu  Formeln 
angezcigt.  H. 


Goerling’s  Rechenbuch,  Hand-  und  Hilfsbuch  für  höhere  und 
Subalternbcamte,  Militäranwärtcr  und  Praktikanten,  welche  zum 
Zwecke  ihrer  Austeilung  oder  Beförderung  in  höhere  Amtsstcllungeu 
eine  Prüfung  im  Rechnen  abzulegeu  haben.  Zwölfte  Auflage.  Leipzig 
1892.  Ad.  Gestewitz  Kachf.  104  S. 

Das  Buch  gibt  in  sehr  geschickter  Abfassung  ohne  Voraus- 
setzung besonderer  Schulbildung  ausreichende  Anweisung  zum  Rech- 
nen, und  zwar  umfasst  es  die  4 Species  in  Ganzen,  gemeinen 
und  Decimalbrflchen , Proportionen,  Quadrat-  und  Kubikwurzelaus- 
ziehung,  Procent-,  Disconto-,  Wechselrechnung,  Zins-  und  Zinseszins- 
rechnnng,  Mischnngsrechnung,  Kettenrechnung,  Buchstabenrechnung, 
Flächen-  und  Körperberechnung,  Aufgaben  aus  der  Mechanik,  vorher 
Auskunft  über  die  Erfordernisse  der  Prüfungen.  H. 


5000  Aufgaben  nebst  Resultaten  ans  der  Bruchrechnung  — 
— und: 

Arithmetisches  Qucllsalz  für  Freunde  des  Rechnens.  Von 
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Ferd.  Roesc.  Wisniar  1890.  Hinslorff.  46  S.  13J  X lOJ  cm. 
und  176  S.  5J  X 4i  cm. 

Eiu  grosser  Vorrat  an  numerischen  Excmpcin  auf  kleinem 
Raume.  H. 

Aufgaben  aus  der  theoretischen  Mechanik  nehst  Auflösungen. 
Von  Dr  v.  Zech,  Prof.  a.  D.  Zweite  Auflage  unter  Mithilfe  von 
Dr.  C.  Cranz,  Docent  der  technischen  Hochschule  Stuttgart.  Stutt- 
gart 1891.  J.  0.  Metzler.  225  S. 

Die  Aufgaben  gehören  zn  folgenden  10  Teilen  der  Mechanik: 
Zusammensetznug  der  Kräfte,  Gleichgewicht  in  der  Ebene,  im  Raume, 
virtuelle  Verschiebungen,  Gleichgewicht  mit  Reibung,  Graphostatik, 
Dynamik  des  Punktes,  Stoss,  Festigkeit,  Hydrostatik,  Drehung  um 
feste  Axe,  Dynamik  der  Körper.  Sie  sind  ohne  jede  willkürliche 
Spccialisirnng , lassen  sich  sogar  bald  mehr,  bald  weniger  als  An- 
hang zur  Theorie  selbst  rechnen.  Die  2.  Auflage  ist  vermehrt  durch 
Aufnahme  mancher  Aufgaben  von  C.  W.  Banr.  H. 


Aufgaben  ans  der  Physik  nebst  einem  Anhänge,  physikalische 
Tabellen  enthaltend.  Znm  Gebrauche  für  Lehrer  nnd  Schüler  in 
höheren  Unterricbtsanstalten  nnd  besonders  beim  Selbstunterricht. 
Von  Prof.  Dr.  C.  Fliedner,  Gymnasialprorector  a.  D.,  Inhaber 
des  Roten  Adicrordens  IV.  Classe.  Siebente,  verbesserte  nnd  ver- 
mehrte Auflage,  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  G.  Krebs  in  Frankfurt 
a.  M.  Mit  74  in  den  Text  eingedruckten  Holzstichen  - — und: 

Auflösungen  zu  den  Aufgaben  aus  der  Physik  etc.  s.  o.  Mit 
122  in  den  Text  eingedruckten  Holzstichen.  — Brannschweig  1891. 
Friedrich  Vieweg  und  Sohn.  134  23  197  S. 

Die  Aufgabensammlung  ist  sehr  reichhaltig  nnd  vielseitig.  Die 
Auswahl  scbliesst  sich  sichtlich  der  technischen  Verwendung  an. 
Aufgaben,  welche  bloss  nach  Quantitäten  fragen,  also  Berechnung 
fordern,  bieten  sich  natürlich  am  leichtesten  dar  und  sind  auch 
hier  in  grösster  Anzahl  vorhanden.  Die  Data  sind,  nach  Vorans- 
scbicknng  einiger  Aufgaben,  welche  das  allgemeine  Verfahren  in  Er- 
innerung bringen , in  bestimmten  Zahlen  aufgesteilt.  Bei  manchen 
Aufgaben  werden  auch  Constrnctionen  verlangt.  Nun  erstrecken 
sich  die  Aufgaben  aber  auch  in  ziemlichem  Umfange  auf  Experi- 
mente. Bei  diesen  scheint  Beschreibung  derselben  als  genügende 
Lösung  betrachtet  werden  zn  sollen;  wieviele  die  Schüler  ansfuhren 
können,  bleibt  natürlich  Vorbehalten.  H. 
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Ucbangsbnch  zur  Arithmetik  und  Algebra,  enthaltend  die  For- 
meln, Lehrsätze  und  Anflösnngsmethoden  in  systematischer  Anord- 
nung und  eine  grosse  Anzahl  von  Fragen  und  Aufgaben.  Anhang 
für  höhere  realistische  Lehranstalten  (Realgymnasien,  Obcrreal- 
schulen  u.  s.  w.)  bearbeitet  von  Dr.  E.  Wrobel,  Gymnasiallehrer 
in  Rostock.  — — Und: 

Resultate  zu  dem  Uebungsbuch  zur  Arithmetik  und  Algebra. 
Anhang.  Herausgegeben  von  L»r.  E.  Wrobel,  Gymnasiallehrer  in 
Rostock.  Rostock  1892.  Wilh.  Werther.  70  -j-  30  S. 

Dies  Ruch  gehört  als  Auhaug  zu  dem  gleichbctitcltcn , welches 
im  33.  litt.  Bericht  S.  32  besprochen  ist.  Es  behandelt  gleicherweise 
die  Gleichungen  3.  und  4.  Grades,  die  Auflösung  numerischer  Glei- 
chungen durch  Näherung,  den  Moivro’schen  Lehrsatz,  Potenziren 
und  Radiciren  complexer  Zahlen,  Auflösung  binomischer  Gleichungen 
nten  Grades,  unendliche  Reihen  und  Maxima  und  Minima  der  Func- 
tionen. H. 


Aufgaben  aus  der  Stereometrie  und  Trigonometrie  Für  Gym- 
nasien und  Realschulen  bearbeitet  von  K.  Jüdt,  K.  Professor  und 
Rektor  der  Realschule  in  Ansbach.  Vierte,  vermehrte  Auflage.  Aus- 
bach 1891.  Fr.  Seybold.  61  S. 

Die  Anordnung  entspricht  den  Cursen  der  bairischen  Gymnasien 
und  Realschulen  und  ist  mittelst  h.  Ministerial-Entschliessung  den- 
selben zum  Gebrauche  empfohlen.  Demgemäss  enthält  der  1.  Teil 
Aufgaben  zur  Stereometrie,  grösstenteils  Körperberechnung,  der  2te 
zur  ebenen  Trigonometrie.  II. 
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Geschichte  der  Mathematik  oiid  Physik. 

Cantor,  M.,  Vorlesungen  über  Geschichte  d.  Mathematik.  '2.  Bd. 
Von  1200 — 1668.  2.  Thl.  Leipzig,  Teubiier.  10  Mk.;  2.  Thl.  kpU. 
24  Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  J.  1886.  Uargestellt  v.  der 
physikal.  Gesellschaft  zu  Berlin.  42.  Jahrg.  2.  Abtb.  Berliu,  Georg 
Kcinier.  17  Mk. 

Joanuis  Geometrae  carmcu  do  S.  Panteleemono,  integrum  ed. 
L.  Sterubacb,  Krakau,  Buebb.  d.  poln.  Verlags-Ges.  3 Mk. 

Lindemann,  üb.  die  nns  erhaltenen  Bücher  ans  der  Bibliothek 
d.  Coperuikus.  — Ueber  die  Hypothesen  der  Geometrie.  Königs- 
berg, Koch.  15  Pf. 

Mahler,  E.,  der  Kalender  der  Babylonier.  Leipzig,  Freytag. 
60  Pf. 

Riemann’s,  B.,  gesammelte  mathematische  Werke  u.  wissen- 
schaftlicher Nachlass.  Hrsg.  v.  H.  Weber.  2.  Auf!.,  bcarb.  v.  II. 
Weber.  Leipzig,  Teubner.  18  Mk. 

Methode  nnd  Frlncipieu. 

Bieter,  A.,  schulgemässe  Behandlung  der  Geometrie  in  Bür- 
ger- und  Mittelschulen.  Für  Lehrer  n.  Seminaristen  bearb.  (ln  2 
Tin.)  1 . TI. : Die  Grundlehren  der  Geometrie.  Hannover,  Meyer. 
1 Mk. 

Hoffmann,  G.,  die  Anderssohn’scho  Drucktheorie  u.  ihre  Be- 
deutung f.  die  einheitliche  Erklärung  der  physischen  Erscheinungen. 
Halle,  Schwetschke’scher  Verl.  1 Mk. 

Knblin,  S.,  die  Bewegungen  der  Elemente.  Eine  kosmisch- 
tellur.  Studie.  Fünfkirchen,  Engel.  60  Pf. 
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Mewos,  R.,  Kraft  u.  Masse,  Bilder  d.  Kosmos.  (Identität  der 
Naturkräfte.)  1.  TI.  Berlin,  Exp.  d.  „Immatcrialgttter.“  2 Mk. 

Sachse,  F.  J.,  der  praktische,  geisthildende  u.  erziehliche  Unter- 
richt im  Rechnen  n.  in  der  Raumlehre.  1.  TI.  Allgemeine  Lehr- 
kunde  d.  Rechennnterrichts.  2.  Anfl.  Osnabrück,  Wehberg.  2 Mk. 
25  Pf. 

Weinhold,  K.,  Glücksrad  u.  Lebensrad  Berlin,  Georg  Rei- 
mer. Kart.  2 Mk.  50  Pf. 

Wenzel,  L.,  logische  Operationen  in  der  Mathematik  u.  beim 
mathematischen  Unterrichte.  (Fortsetzung.)  Progr.  Klagenfnrt, 
V.  Kleinmayr.  1 Mk. 


Lehrbücher. 

Kambly,  L.,  die  Elementar-Mathematik,  f.  den  Schulunterricht 
bearb.  4.  TI.  Stereometrie.  Nebst  Uebungsaufgaben.  22.  Aufl. 
Breslau,  Hirt,  Verl.  1 Mk.  50  Pf. 

Wimmenauer,  Th.,  die  Elemente  der  Mathematik  f.  Gym- 
nasien, nach  den  neuen  Lehrplänen  bearb.  1.  TI.;  Arithmetik. 
2.  Afl.  Ebd.  2 Mk. 


Sammlungen. 

Braun,  W.,  Rechenbuch  f.  die  unteren  Klassen  v.  Mittel- 
schulen. 1.  TI.  Das  Rechnen  m.  ganzen  Zahlen.  3.  Aufl.  Bamberg, 
Uhlenhuth’s  Buchh.  Kart.  1 Mk.  20  Pf. 

Kleyer,  A.,  vollständig  gelöste  Aufgaben-Sammlung  aus  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst,  der  niederen  u.  höheren  Mathematik,  der 
Physik  etc.  1128. — 1147.  Hft.  Stuttgart,  Jul.  Maier,  ä 25  Pf. 

Knies,  K.,  u.  0.  Bach  mann,  Aufgabensammlung  f.  das 
Rechnen  m.  nnbestimmten  Zahlen.  l.Tl.  4.  Anfl.  München,  Kellerer. 
1 Mk.  20  Pf. 

Madel,  W.,  die  wichtigsten  Dreiccksanfgaben  aus  der  ebenen 
Trigonometrie.  Für  den  Schulgebrauch  u.  zum  Sclbstudium  zu- 
sammengestellt u.  aufgelöst  Berlin,  Rüger,  Verl.  1 Mk.  80  Pf. 

Roeder,  H.,  Aufgaben  ans  der  ebenen  Geometrie.  Breslau, 
Hirt,  Verl.  1 Mk.  35  Pf. 

Sachs,  S.,  Auflösungen  der  im  M.  Hirsch,  Sammlung  v.  Bei- 
spielen u.  8.  w.  enth.  Gleichungen  u.  Aufgaben.  13.  Aufl.  v.  G. 
Valentin.  Altenburg,  H.  A.  Pierer.  5 Mk. 

Sammlung  v.  Formeln  aus  dem  Gebiete  der  Algebra,  Geome- 
trie, Stereometrie,  Trigonometrie,  Mechanik  n.  Astronomie,  znsam- 
mcngestcllt  f.  den  Schulgobrauch.  3.  Anfl.  Würzburg,  Stahel,  Verl. 
50  Pf. 
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Schubert,  il.,  Aufgabou  aus  der  Arithmetik  u.  Algebra  f.  Rcal- 
u.  Bürgerschulen.  Ein  Auszug  aus  der  Sammlung  v.  arithmet.  u. 
algebr.  Fragen  u.  Aufgaben.  Potsdam,  Stein.  1 Mk. 

Stubba,  A.,  Sammlung  algebraischer  Aufgaben,  nebst  Anleitg. 
zur  Auflösg.  derselben  durch  VerstandesschlUsse.  12.  Anfl.,  bearb. 
V.  K.  Backhaus.  Altenburg,  H.  A.  Picrer.  2 Mk. 

Wrobel,  E.,  Uebungsbuch  zur  Arithmetik  n.  Algebra,  enth. 
die  Formeln,  Lehrsätze  u.  Auflösungsmethodeu  in  systemat.  Anordng. 
u.  e.  grosse  Anzahl  v.  Fragen  u.  Aufgaben.  Zum  Gebrauche  an 
Gymnasien,  Realschulen  u.  andern  höheren  Lehranstalten  bearb. 

1.  TI.  Die  7 arithmet.  Operationen,  Proportionen,  Gleichungen 

l.  Grades  m.  1 u.  mehreren  Unbekannten.  Auh.:  Quadratische  Gleichgn. 

m.  1 Unbekannten.  2.  Aufl.  Rostock,  Werther’s  Verl.  2 Mk.  GO  Pf. ; 
geh.  3 Mk. 


Tabellen. 

Ganss,  F.  G.,  fünfstellige  vollständige  lognrithmischo  u.  tri- 
gonometrische Tafeln.  37.  Auil.  Halle,  Strien.  Geh.  in  Leinw. 
2 Mk.  50  Pf. 

Kahle,  P.,  Sounen-  n.  Sterntafel  f.  Deutschland,  Oesterreich 

n.  die  Alpen.  Zur  Bestimmg.  der  Himmelsrichtg.  u.  Zeit  nach  dem 
Stand  der  Sonne  u.  Sterne  im  geograpb.  Unterricht,  bei  topograph. 
Aufnahmen  u.  auf  Reisen.  Nebst  erläut.  Text  u.  e.  Uebersichtskarte 
V.  Mitteleuropa  zur  Bestimmg.  d.  Unterschiedes  zwischen  Ortszeit 
u.  der  mittoleurop.  Einheitszeit  (M.  E.  Z.).  Aachen,  C.  Mayer’s 
Verl.  1 Mk.  35  Pf. 

Nell,  A.  M.,  fünfstellige  Logarithmen  der  Zahlen  n.  der  tri- 
gonometrischen Funktionen,  nebst  den  Logarithmen  f.  Summe  u. 
Differenz  zweier  Zahlen , deren  Logarithmen  gegeben  sind , sowie 
einigen  anderen  Tafeln,  m.  e.  neuen,  die  Rechnung  erleichternden 
Anordng.  der  Proportionaltheilo.  7.  Auti.  Darmstadt,  Bergsträsscr, 
Verl.  Geb.  1 Mk.  80  Pf. 

Scherer,  Hülfstafel  zur  Berechnung  rechtwinkcliger  Coordi- 
naten  (Kreis  3G0'’)  m.  Schcrer’s  logarithmisch-graphischor  Rechen- 
tafel. Cassel,  Klaunig.  1 Mk. 

Schlö milch,  0.,  fünfstellige  logarithmische  n.  trigonometr. 
Tafeln.  Wohlfeile  Schulausgabe.  11.  Aufl.  Brauusebweig,  Vieweg 
& S.  1 Mk. 

Soiffert,  0.,  logarithmische  Hilfstafel  zur  Berechnung  der 
Fehlervergleicbungs-Koeffizienten  beim  Einschneiden  nach  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate.  Halle,  Strien,  Verl.  2 Mk. 

Westrick,  F.  A.,  fünfstellige  Logarithmen  f.  den  Srhnlge- 
brauch.  Münster,  AschcndortTscho  Buclih.  Geh.  1 Mk. 
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Bachmann,  P.,  Vorlesungen  aber  die  Natur  der  Irrational- 
zahlen. Leipzig,  Teubner.  4 Mk. 

Bork,  H.,  u.  F.  Poske,  Hauptsätze  der  Arithmetik,  f.  die 
Unter-  u.  Mittelklasse  höherer  Lehranstalten  zusammeugestellt. 
3.  Anfl.  Berlin,  Georg  Reimer.  Kart.  60  Pf. 

Oegenbauer,  L.,  ab.  einige  arithmetische  Determinanten 
höheren  Ranges.  Leipzig,  Freytag.  1 Mk.  10  Pf. 

Gmeiner,  J.  A.,  das  allgemeine  bicubische  Reciprocitätsgesetz. 
Ebd.  50  Pf. 

Hirsch,  A.,  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichung  m. 
eindeutigem  Integral.  Königsberg,  Koch.  20  Pf. 

Krazer,  A.,  u.  F.  Prym,  neue  Grundlagen  e.  Theorie  der 
allgemeinen  Thetafunctionen.  Kurz  zusammengestellt  u.  hrsg.  v. 
A.  Krazer.  Leipzig,  Teubner.  7 Mk.  20  Pf. 

Krug,  A.,  zur  linearen  Differentialgleichung  3.  Ordnung.  Prag, 
Dominicas.  2 Mk. 

Mertens,  F.,  der  Fnndamentalsatz  der  Algebra.  Leipzig, 
Freytag.  30  Pf. 


Geometrie. 

Bensemann,  H.,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  f.  höhere 
Schulen.  Dessan,  Banmann’s  Verl.  1 Mk.  60  Pf. 

Eberle,  J,  F.,  üb.  rationale  Curven  5.  Ordnung,  insbesondere 
diejenigen  4.  n.  5.  Classe.  Manchen,  Lindauer’scbe  Buchb.  1 Mk. 

Hegele,  A.,  die  Fundamentalanfgaben  der  darstellenden  Geome- 
trie. Progr.  Straubing,  Hirmer.  2 Mk. 

Köstler,  H.,  Vorschule  der  Geometrie.  7.  Aufl.  Hallo,  Ne- 
bert’s  Verl.  Kart.  50  Pf. 

Op  der  hecke,  A.,  die  darstellende  Geometrie,  bcarb.  f.  den 
Unterricht  an  techn.  Fachschnien  u f.  den  Selbstunterricht.  Höxter, 
Buchboltz’scbe  Buebh.  In  Mappe  4 Mk. 

Pnehta,  A.,  ab.  die  allgemeinsten  abwickelbaren  Räume,  e. 
Beitrag  zur  mehrdimensionalen  Geometrie.  Leipzig,  Froytag.  70  Pf. 

Reiser,  N.,  die  grossen  Diagonalen.  (Deutsch  u.  französisch.) 
München,  Callwey,  Verl.  7 Mk.  50  Pf. 

Salberg,  J.  A.,  geometrische  Wandtafeln.  12  Taf.  (11  Tai. 
74,5  X 100,5  cm.;  10  Taf.  ä 4 Bl.  58  X 54  cm.)  Bamberg,  Büch- 
ner, Verl.  7 Mk.  50  Pf. 

Sei  pp,  H.,  Lehrbuch  der  räumlichen  Elementar-Gcometrie 
(Stereometrie).  1.  TI.:  Die  Lage  v.  geraden  Linien  u.  Ebenen  im 
Raum.  Bearb.  nach  System  Kloyer.  Stuttgart,  Jiil.  Maier.  6 Mk. 
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Zum  Gebrauche  f.  höhere  Lehranstalten.  Berlin,  Weidmann.  1 Mk. 

Spieker,  Th.,  kurze  Anleitung  zum  Lösen  der  Uebungsauf- 
gabon  d.  Lehrbuchs  der  ebenen  Geometrie  f.  höhere  Lehranstalten. 
Potsdam,  Stein.  1 Mk.  20  Pf. 

— Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  m.  Uebungsanfgaben  f. 
höhere  Lehranstalten.  20.  Anfl.  Ebd.  2 Mk.  50  Pf.;  geb.  2 Mk. 
90  Pf. 

— dasselbe.  Ausg.  B.  FUr  mittlere  Klassen.  3.  Anfl  Ebd. 
1 Mk.  60  Pf.;  geb.  1 Mk.  80  Pf. 

Sneharda,  A.,  Ub.  die  bei  e.  Gattung  centrischer  RUcknngs- 
flächen  der  4.  Ordnung  auftrotende  Reciprocitfit.  Leipzig,  Freyfag. 
.30  Pf. 

Sturm,  R.,  die  Gebilde  1.  n.  2.  Grades  der  Liniciigeometrie 
in  synthetischer  Behandlung.  1.  Thl.  Der  lineare  Complex  od.  das 
Strahlengewinde  u.  der  tetraodale  Complex.  Leipzig,  Toubner.  12  Mk. 

Zahler,  X.,  geometrisches  Linearzeiebneu  f.  Mittelschulen. 
München,  Oldeubourg.  Kart.  2 Mk.  50  Pf. 


Trigonometrie. 

Hribar,  E , Elementt  der  ebenen  Trigonometrie.  Zum  Schul- 
gebranch n.  zum  Selbststudium  dargcstcllt.  Freiburg,  Herder.  1 Mk. 
20  Pf;  Einbd.  30  Pf 


Praktische  Oeonietrle,  GeodUsie. 

Gauss,  F.  G.,  die  trigonometrischen  u.  polygonometrischen 
Rechnungen  in  der  Fcldinesskunst.  2.  Anfl.  (In  9 Heften.)  1.— 3.  Hft. 
Halle,  Strien,  h 3 Mk.  50  Pf. 

Gross,  H.,  die  einfacheren  Operationen  der  praktischen  Geome- 
trie. Leitfaden  f den  Unterricht  au  tcchu.  Lehranstalten  etc.  3.  Anfl. 
Stnttgart,  Wittwer’s  Verl.  2 Mk. 


Mechanik, 

Klimpert,  Lehrbuch  der  Bewegung  flüssiger  Körper  (Hydro- 
dynamik). I.  Bd.:  Die  Bewegungserscheingn.  flüss.  Körper,  welche 
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Litterarischer  Bericht 

XLVI. 


Lehrbücher. 

Lehrbuch  der  allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra.  Von  Prof. 
Dr.  Karl  Wilhelm  Neumanu,  Oberlehrer  an  dem  Gymnasium 
zu  Bremen.  Sechste,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Bremen 
1892.  M.  Hcinaius  Nachfolger.  215  S. 

Das  Lehrbuch  zeigt  mit  verhältnissmässig  wenigen  Ansnahmen 
grossen  Fleiss  iu  der  BearbcHuug.  Namentlich  ist  darauf  gesehen, 
dass  alles  notwendige  Wissen  nach  allen  Seiten  hin  darin  steht,  gleich 
von  Anfang  auf  niederer  Stufe  exact  ausgedrUckt  ist,  mithin  keiner 
Correction  auf  höherer  Stufe  bedarf,  und  begründet  wird.  Besonders 
hervorznheben  ist,  dass  die  7 algebraischen  Operationen  systematisch 
entwickelt,  die  4 inversen  als  inverse,  und  die  Erweiterungen  des 
Zahlbegriffs  erklärt  werden.  Weniger  ist  darauf  Bedacht  genommen, 
Ueberflüssiges  zu  meiden,  das  Wichtige  und  Grundlegende  von  wei- 
tern Folgerungen  zu  scheiden  und  auf  einfachstem  Wege  ohne  fremde 
Einmischung  herzulciten,  damit  der  Schüler  über  die  Menge  von 
Sätzen,  die  er  zu  behalten  hat,  eine  Ucbersicht  gewinnt.  In  dieser 
Beziehung  würde  für  künftige  Auflagen  mancherlei  zu  bessern  bleiben. 
Sachlich  unrichtig  ist,  was  über  den  Nenner  null  gesagt  wird.  Der 
wichtigste  Satz,  dass  nämlich  durch  Ü nicht  dividirt  werden  kann, 
dass  also  a:0  kein  Ausdruck  für  eine  Zahl  ist,  ist  gar  nicht  aus- 
gesprochen. Dieser  Satz  allein  enthält  alles,  was  an  jener  Stelle  zu 
sagen  war.  Was  dagegen  dasteht,  « : 0 sei  unendlich  gross,  ist  falsch, 
0;U  sei  unbestimmt,  ist  undeutlich,  das  Hinzugefügte  verwirreud  uud 

Ajrcb.  d.  Matli.  a.  Pbys.  2.  R«ib«,  T.  XII.  2 
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Fehlscblüsse  geradezu  herbeifübrend.  (Hier  stebt  nämlicb,  man 
xb 

könne  in  — , wenn  a = 0 ist,  vorher  * herausbeben !)  Die  Lehre 
xa'  ’ ' 

von  den  unendlichen  Grössen  ist  eins  der  Themata,  über  welche  der 
Verfasser  mit  ungenügenden  Angaben  und  Erkärungen  binweggebt, 
gerade  wo  sie  schwer  zu  verstehen  schienen.  Sie  in  das  Lehrbuch 
aufzunehmen,  war  an  dieser  Stelle  gar  kein  Grund,  wol  aber  ein  be- 
denteuder  beim  Begriffe  der  Irrationalzahlen,  und  letztem  übergeht 
er  mit  Stillschweigen  sowol  bei  den  Decimalbrüchen  als  auch  bei 
den  Potenzwnrzeln  und  Logarithmen.  Hier  ist  also  eine  Lücke  in 
den  Erweiterungen  des  Zahlbegriffs.  Die  imaginären  Zahlen  werden 
besprochen,  doch  ganz  ungenügend:  von  complexen  Zahlen  und  Viel- 

2«  

deutigkeit  der  Wurzeln  ist  nicht  die  Rede;  es  soll  sogar  V— a unter 
den  Begriff  von  V — a fallen!  Ein  Abschnitt  über  unendliche 

Reihen,  der  im  Buche  Aufnahme  gefunden  bat,  ist  völlig  unbrauch- 
bar: ihm  fehlt  geradezu  alles  um  einen  verständlichen  Sinn  zu  geben. 
Wenn  nun  auch  das  Gerügte,  sowie  mancherlei  logische  Schwächen, 
die  noch  zu  rügen  bleiben  würden,  nur  einen  geringen  Teil  des 
Bnebes  betreffen,  so  lässt  sich  dasselbe  doch,  bevor  die  ertorderliche 
Correction  stattgefunden  hat,  nur  als  ungeeignet  für  Schulunterricht 
bezeichnen,  weil  es  Irrtümer  verbreitet,  den  Schülern  in  unverstan- 
denen Lehren  ein  eingebildetes  Wissen  beibringt  und  sie  an  gedan- 
kenloses Rechnen  gewöhnt.  Hoppe. 


B.  V.  Moreira  de  Sä  professqr  da  Escola  Normal  do  Porto 
arithmetica  para  uso  dos  lyceas  o escolas  normaes  com  um  juizo 
critico  do  ex”",  sr.  Dr.  E.  Gomes  Teixeira  Doutor  na  facnldade 
de  Mathematica  da  Universidade  de  Coimbra,  antigo  lente  da  mesma 
faculdade,  director  e lento  da  Academica  Polytechnica  do  Porto, 
socio  correspondente  da  Academia  Real  des  Sciencias  do  Lisboa,  da 
Academia  Real  das  Sciencias  de  Madrid,  da  Sociedade  Real  das 
Sciencias  de  Liege,  da  Sociedade  Real  das  Sciencas  de  Praga,  da  So- 
ciedade das  Sciencias  Physicas  u Naturaes  do  Bordeus,  etc.  Lisboa 
1891.  A.  Ferreira  Machado  e Co.  603  S. 

Die  Capitel  des  Buchs,  das  wir  wol  als  das  Hauptwerk  für  den 
arithmetischen  Unterricht  in  den  portugiesischen  Schulen  betrachten 
dürfen,  sind  folgende.:  Numerirung  in  Worten  und  Zeichen;  Opera- 
tionen; Eigenschaften  der  ganzen  Zahlen;  Brüche,  gemeine,  Deci- 
malbrttcho;  Approximationen;  Begriffe  der  Irrationalzahlen  und 
Grenzwerte;  Verhältnisse  und  Proportionen;  Begriffe  der  negativen 
Zahlen;  Progressionen;  Logarithmen;  benannte.  Zahlen;  bürgerliche 


Digilized  by  Google 


Liiterarischer  Bericht  XLV2. 


14 


Rechnungen.  Jodes  dieser  Themata  wird  in  Definitionen,  Lehrsätzen, 
Aufgaben  und  Ansrechnnngsrcgeln  behandelt.  Charakteristisch  für 
das  Ganze  ist,  dass  jede  Definition  und  jeder  Lehrsatz  auf  alle  mög- 
lichen Weisen  nmgcstaltct  wird;  vielleicht  sollen  diese  verschiedenen 
Wendungen  des  gleichen  Gedankens  zur  Prüfung  des  Verständnisses 
dienen.  Gegen  diese  grosse  Sorglichkeit  contrastirt  nun  sehr,  dass 
der  Begriff  der  Null  als  selbstverständlich  ohne  Erklärung  bleibt, 
consequenterweise  in  der  erweiterten  Zahlenreihe  die  Lücke  zwischen 
1 und  — 1 keine  Beachtung  findet,  und  von  Operationen  mit  0 nir- 
gends die  Rede  ist.  Es  scheint  hiernach  wie  im  Mittelalter  noch 
null  als  reine  Negation  einer  Zahl  aufgefasst  zu  werden.  Eigentüm- 
lich ist  ferner,  dass  die  Logarithmirung  nicht  zu  den  Operationen 
gerechnet,  die  Radicirung  als  einzige  Inverse  der  Potenzirung  aufge- 
fubrt  wird.  Es  mag  dies  darin  seinen  Grund  haben,  dass  die  Be- 
rechnung der  Logarithmen  nicht  zu  deu  Lehrohjocten  gehört;  doch 
darf  man  diesem  Umstande,  der  es  nur  mit  dem  Erlernen  zu  tun 
hat,  keinen  Einfluss  auf  das  sachliche  Urteil  gestatten ; die  Beziehung 
des  Logarithmus  zur  Zahl  bleibt  dieselbe,  mag  man  ihn  berechnen 
oder  in  Tafeln  aufsnehen.  Bei  der  blossen  Anweisung  zur  logarith- 
mischen  Rechnung  lässt  es  indes  auch  das  Lehrbuch  nicht  bewenden, 
sondern  gibt  auch  die  Theorie  des  Logarithmus.  Zum  Gebrauche 
empfiehlt  der  Verfasser  die  siebenstelligen  Logarithmentafeln  von 
Callet,  Depnis  und  Schrön.  Die  Lehre  von  den  Gleichungen  ist  im 
Lehrhuche  nicht  enthalten,  wird  also  nicht  zur  Arithmetik  gerechnet; 
doch  kommt  auch  unter  den  angezeigten  sonstigen  Schriften  von 
Moreira  nichts  vor,  was  auf  dieselbe  Bezug  hätte. 

Hoppe. 


Leitfaden  der  Arithmetik  nebst  Uebungsbeispielen.  Von  Adolf 
Sickenborger,  K.  Gymnasialprofessor  und  Rektor  der  Luitpold- 
Kreisrealschule  in  München.  Fünfte  Auflage.  München  1891 
Theodor  Ackermann.  196  S. 

Leitfaden  der  elementaren  Mathematik.  Von  Adolf  Sicken- 
berger, K.  Gymnasialprofessor  und  Rektor  der  Luitpold-Kreisreal- 
schulo  in  München.  Erster  Teil.  Algebra.  Zweite  Auflage.  Mün- 
chen 1892  Theodor  Ackermann.  75  S. 

Beide  Werke  sind  in  allen  früheren  Auflagen  besprochen  (litt. 
Ber.  228.  S.  33,  1.  B.  247.  S.  24,  1.  B.  8.  S.  45,  1.  B.  25.  S.  3). 
Das  erstere  ist  in  3.  Auflage  umgearbeitet.  Im  letztem  ist  der  ge- 
rügte Fehler  nicht  berichtigt.  Dass  a:0  Unsinn  ist,  wird  erst 
ausgesprochen;  dennoch  wird  hinterher  « : 0 unendlich  gross  genannt ; 
wenn  das  einen  Zweck  haben  soll,  so  kann  es  nur  der  sein  den 
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Schüler  confns  zu  machen.  Statt  die  wichtige  Lehre,  dass  mau 
durch  null  nicht  dividiren  kann,  mithin  jede  formelle  Division  durch 
null  ein  Fehler  ist,  einfach  und  unumwunden,  wie  sie  sich  ergeben 
hatte,  hinzustellen,  wird  sie  durch  ein  Stückchen  von  Infinitesimal- 
betrachtnng  in  höchst  unklarer  Auffassung  verhüllt  und  bei  Seite  ge- 
schoben, als  wäre  es  höchster  Zweck  des  Unterrichts  die  Erkeunt- 
niss  der  Wahrheit  fern  zu  halten.  Dem  Verfasser  war  durch  aus- 
führliche Besprechung  des  Punktes  in  der  Reccnsion  der  vorigen 
Auflage  reichlich  Anlass  geboten  dieses  Vorgehen  zu  rechtfertigen; 
die  Vorrede  zur  neuen  Auflage  aber  schweigt  darüber. 

Hoppe. 


Ebene  Geometrie,  Lehrbuch  mit  systematisch  geordneter  Auf- 
gabensammlung für  Schulen  und  zum  Selbststudium.  Von  Dr.  Georg 
Kocknagel,  Professor  der  Mathematik  uud  Physik  am  k.  Real- 
gymnasium zu  Augsburg . korresp.  Mitglied  der  K.  B.  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Müuehen.  Vierte,  verhesserto  Auflage.  München 
1892.  Theodor  Ackermann.  214  S. 

In  Hinsicht  auf  genauen  und  concinnon  Ausdruck  und  auf  strenge 
Deduction  ist  das  Lehrbuch  musterhaft  Der  Lehrform  liegt  die 
gewöhnliche  zugrunde,  doch  wird  sie  nicht  derart  als  bindend  be- 
trachtet, dass  nicht  zugunsten  des  Lehrzweckes  im  einzelnen  davon 
abgegangen  wäre.  Weggelassen  wird  die  Ausführung  dessen , was 
im  Vorausgehenden  bereits  hinreichend  geübt  ist,  um  vom  Schüler 
sicher  vollzogen  zn  werden.  Hierhin  gehören  auch  eine  ziemliche 
Anzahl  Beweise,  deren  Weg  nur  angedeutet  ist.  Hinzugefflgt  sind 
vielerlei  Bemerkungen  geeignet  und  notwendig  um  den  Schüler  in 
die  geometrische  Praxis  einzufübren  und  mit  ihr  vertrant  zu  machen. 
Sichtlich  ist  das  Bestreben  den  Lehrstoff  systematisch  zu  ordnen, 
wenn  gleich  wegen  Verschiedenheit  der  Gesichtspunkte  das  Ziel  sich 
schwerlich  erreichen  lässt.  Es  folgen  auf  einander  (obwol  nicht 
ebenso  betitelt)  die  Abschnitte : allgemein  geometrische  Erklärungen; 
Winkel;  Congruenz;  Flächengloichheit;  Aehnlichkeit.  Die  Lehre 
vom  Kreise  wird  in  3 Abschnitten  gesondert  behandelt , von  denen 
der  erste  (Gleichheiten)  der  Congruenz,  der  zweite  (Proportionen) 
der  Aehnlichkeit,  der  dritte  (Kreismessnng)  dem  Ganzen  angehängt 
erscheint.  Im  einzelnen  ist  folgendes  zu  bemerken.  Auf  die  Er- 
klärung des  Vierecks  § 58.  folgen  3 Lehrsätze,  deren  zwei  nur  für 
convexe  Vierecke  richtig  sind;  die  beschränkte  Geltung  ist  nicht 
ausgesprochen  Das  Wort  „Kreis“  wird  im  Sinne  der  Kreisfläche 
eingefubrt,  wofür  keine  einzige  Erwägung,  weder  der  gemeine  Wort- 
gebrauch (ausgenommen  nur  der  Gebrauch  für  ,,Bezirk“,  der  es  mit 
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der  Gestalt  gar  nicht  zu  tun  hat),  noch  die  logische  Folge -der  Be- 
griffsbestimniung,  noch  dio  Analogie  mit  andern  Cnrvcn,  noch  ein 
praktischer  Vorzug,  sondern  allein  die  Autorität  Enklids  sich  anf- 
hringcu  lässt.  Das  gogenwärtigo  Lehrbuch  zeichnet  sich  dadurch 
aus,  dass  es  sich  die  Mühe  gibt  die  einmal  aufgestelltc  Erklärung 
consequent  aufrecht  zu  erhalten,  während  andere  Lehrbücher  die- 
selbe nach  Aufstellung  alsbald  ausser  Acht  lassen.  Dio  natürliche 
Folge  ist,  dass  gcwöhulich  die  Schüler  bald  zum  vulgären  und  rich- 
tigen Begriffe  zurückkehreu , dass  sie  dagegen  durch  Gegenwärtiges 
ermächtigt  werden  den  vulgären  Begriff,  zwar  in  unverständiger  doch 
scliulgorochter  Weise  zu  corrigiron.  Auch  der  in  jeder  Hinsicht 
verwerfliche  Gebrauch  des  Wortes  „Figur“  für  begrenztes  Flächen- 
stück hat  hier  Aufnahme  gefunden.  Figur,  ein  lateinisches  Wort  in 
einem  Sinne,  den  keine  romanische  Sprache  kennt,  uud  das  selbst 
durch  seinen  vulgären  Gebrauch  weit  entfernt  ist  den  Gedanken  an 
das  zu  erwecken,  den  es  ausdrücken  soll,  ist  von  deutschen  Schul- 
lehrern irgend  einmal  gewählt  worden,  bloss  weil  ihnen  kein  pas- 
sendes zur  Hand  war,  und  wird  seitdem,  trotzdem  cs  ausser  der 
Schule  in  jener  Bedeutung  gar  nicht  vorkommt,  den  Schülern  noch 
immer  als  schulgerechter  Ausdruck  dargeboten.  Setzt  es  vielleicht 
den  Lehrer  in  Verlegenheit,  dass  dem  lateinischen  „oreo“  kein  ent- 
sprechendes deutsches  Wort  vorhanden  ist,  so  liegt  die  correcte 
Aushüifo  in  mehrfacher  Weise  nabe  genug:  will  man  den  Begriff  in 
voller  Allgemeinheit  schon  von  Anfang  an  benennen,  so  wendet  man 
das  lateinische  Wort,  nur  nicht  wie  bisher  das  falsche  ,.figura'\ 
sondern  das  überall  gültige  etwa  in  der  Form  „Areal“,  an;  in  der 
Schulgcometrie  ist  jedoch  so  selten  BedUrfuiss  das  Umfassende  für 
„Vieleck“,  „Soetor“  etc.  zu  benenueii , dass  es  sich  überhaupt  nicht 
lohnt  neben  „FlächeustUck“  noch  einen  besondern  wissenschaftlichen 
Terminus  eiuzuführeu.  Hoppe. 


Katechismus  der  Ebenen  u.  Räumlicheu  Geometrie.  Von  Prof 
Dr.  Karl  Eduard  Zotzsche.  Dritte,  vermehrte  uud  verbesserte 
Auflage.  Mit  223  Figuren  uud  2 Tabellen  zur  Massvcrwaudluug. 
Leipzig  1892.  J.  J.  Weber.  321  S. 

Katechismus  wird  eine  grnppirtc  Zusammenstellung  des  gesamten 
Lehrstoffs  genannt.  Das  Band  einer  Gruppe  bildet  das  gemeinsame 
Thema,  von  dem  sie  handelt.  Das  Thema  ist  in  Frageform  überge- 
schrieben, daun  folgen  römisch  numerirt  die  dasselbe  betreffenden 
Bemerkungen,  welche  dem  Schüler  bekannt  sein  oder  werden  müssen. 
Die  Wahl  der  Themata  bindet  sich  an  kein  Priiicip;  bald  sind  es 
die  Bauingcbilde  selbst,  bald  Gegenstände  der  Doctrin.  Im  Anfang 
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waltot  das  Wissen,  weiterhin  gesteigert  das  Können  vor;  unter  den 
Aufgaben  sind  sowol  Rechnung  als  auch  Constructiou  berücksichtigt, 
Trigonometrie  aber  ist  ausgeschlossen.  H. 


Systematischer  Grundriss  der  Elementarmathematik.  Zweite 
Abteilung:  Die  Geometrie  (Raumlehre.)  Für  den  Gebrauch  an 
höheren  Lehranstalten  bearbeitet  von  Professor  l)r.  Eduard 
Fischer,  Oberlehrer  am  Friedrichs-Gymnasium  zu  Berlin.  Berlin 
1891.  Carl  Duncker.  226  S. 

In  der  Vorrede  wird  mehr  als  einmal  auf  logische  Strenge  Ge- 
wicht gelegt.  Wäre  dies  auch  nicht  ausdrücklich  gesagt,  so  würde 
man  ans  der  originellen  fundamentalen  Art  der  Bearbeitung  cs  er- 
kennen, dass  der  Verfasser  seinem  Werke  wissenschaftliche  Gründ- 
lichkeit als  unterscheidendes  Merkmal  vindiciren  will.  Doch  schon 
bald  tritt  cs  an  den  Tag,  dass  der  Anspruch  auf  leeren  Schein  ge- 
baut ist:  durch  sehr  bekannten  Trugschluss  bringt  der  Verfasser 
einen  Beweis  für  den  Farallclensatz  zustande.  Merkwürdigerweise 
ist  hier  der  Fehler  sehr  nachlässig  verhüllt;  denn  in  § 2.  steht,  die 
Richtung  sei  eine  Gerade,  dann  in  § 3.,  der  Winkel  sei  die  Diffe- 
renz zweier  Richtungen  (also  doch  nach  § 2.  die  Differenz  zweier 
Geraden?!)  — und  eben  der  Misbrauch  des  mangelhaft  erklärten 
Begriffs  der  Richtungen  ist  das  Versteck  des  Fehlers.  Neben  diesem 
einen  noch  andre  logische  Zauberkunststücke  im  .Buche  anfzuwoiseu 
ist  nicht  nötig;  der  eine  verrät  den  Geist,  in  welchem  es  abgefasst 
ist;  auch  der  Zauberkünstler  sorgt  dafür,  dass  das  meiste  genau 
richtig  ist.  Solche  Künste  erfüllen  nicht  den  Zweck  des  Schul- 
unterrichts; daher  ist  das  vorliegende  Buch  für  denselben  untaug- 
lich. Hoppe. 


Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Geometrie.  Von 
Heinrich  Seeger,  Direktor  des  Realgymnasiums  zu  Güstrow. 
Fünfte  Auflage.  Mit  einer  Figurontafel.  Wismar  1891.  Hinstorff. 
21  S. 

Der  vorliegende  Leitfaden  umfasst  diejenigen  Teile  der  ersten 
Elemente  der  Planimetrie,  welche  auf  Ausbildung  der  Anschauung 
gerichtet  sind,  jedoch  ohne  die  Entwickelung  des  logischen  Ver- 
mögens jo  aus  dem  Auge  zu  verlieren.  Es  gibt  Definitionen,  Lehr- 
sätze und  Aufgaben.  Die  Lehrsätze  sind  ohne  Beweise  aufgostellt, 
doch  ist  die  Möglichkeit  der  Beweisführung  überall  vorgesehen. 
Auch  in  der  Lehre  von  der  Congruenz  und  Symmetrie,  welche 
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allerdings  aaf  Gebiete  von  unbegrenzter  Ausdehnung  übergreift  und 
daher  leicht  zu  vager  Betrachtungsweise  verleitet,  ist  durch  die  sich 
anschliessende  Anwendung  auf  Dreiecke  der  Weg  zur  logischen  Con- 
trolo  offen  gehalten.  Fragen  und  üebungsanfgaben  folgen  auf  jeden 
Abschnitt.  H. 


Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  für  höhere  Schulen.  Von 
H.  Bonsomauu,  Gymnasiallehrer  in  Göthen.  Dessau  1892.  Paul 
Bauniann.  118  S. 

Der  Verfasser  rechtfertigt  in  der  Vorrede  die  Ausgabe  dieses 
neuen  Lehrbuchs  durch  die  selbständig  gewählten  didaktischen  Grund- 
sätze der  Bearbeitung  Ist  nun  gleich  die  ernstliche  Erwägung  der 
Methode  und  der  Versuch  ihrer  Besserung  an  sich  als  verdienst- 
volles Unternehmen  anzuerkennen,  so  kann  man  doch  schwerlich  der 
getroffenen  Auskunft  beistimmen.  Welche  Erfahrungen  etwa  der 
Verfasser  zugunsten  seiner  Wahl  aufweisen  kann,  müssen  wir  ihm 
überlassen;  nach  natürlichem  Urteil  erscheint  das  Abgehen  vom 
Gewöhnlichen  als  keine  Besserung.  Dies  betrifft  namentlich  2 Eigen- 
tümlichkeiten. Erstens  werden  die  Lehrsätze  nicht  vor  dem  Beweise  auf- 
gestellt, sondern  folgen  als  Besultate  auf  vorausgehende  Untersuchung. 
Hiermit  steht  zweitens  in  naher  Verbindung  die  Meidung  der  indirecten 
Beweise.  Die  erstere  Abweichung  vom  gewöhnlichen  Verfahren  er- 
schwert offenbar  das  Verständniss ; denn  sie  mutet  dem  Schüler  zu, 
einer  Untersuchung  zu  folgen,  deren  Zweck  er  nicht  kennt.  Aller- 
dings entspricht  die  Anordnung  dem  natürlichen  Gange  wissenschaft- 
licher Forschung,  aber  nicht  der  Aneignung  notwendiger  Kenntnisse 
und  Fähigkeiten.  Da  ein  erst  nachfolgender  Satz  nicht  wol  durch 
indirecten  Schluss  vorher  begründet  werden  kann,  so  ist  die  Ver- 
werfung der  indirecten  Beweise  nur  Consequonz  der  beliebten 
Begründungsform.  Motivirt  wird  sie  mit  keinem  Worte.  Auch  ist 
kein  Grund  zu  .ersehen , warum  der  indirocte  Beweis  weniger  in- 
structiv  sein  sollte  als  der  directe.  Im  Gegenteil  hat  er  einen  wich- 
tigen Vorzug:  er  zeigt  auf  die  leichteste  Weise  die  Bedeutung  des 
Beweises  als  eines  cxact  logischen  Actes,  während  der  directe  Be- 
weis stets  Schlüsse  vom  Lehrer  dictirt  vorbriugt,  die  der  Schüler 
acceptiren  muss,  sofern  er  im  Augenblicke  nichts  einzuwenden  weiss, 
so  dass  das  Beweisen  sich  nicht  wesentlich  unterscheidet  vom  Ueber- 
reden  und  Annehmlich-machen.  Könnten  wir  diese  zwei  Punkte,  die 
der  Verfasser  gar  nicht  in  den  Vordergrund  stellt,  von  seinem 
Hauptgesichtspunkt  trennen,  so  würde  das  Ganze  als  ein  gutdurch- 
daebtes  einheitliches  System  den  besten  Eindruck  machen.  Es  ist 
ihm  darum  zu  tun,  dass  der  Schüler  mit  keinen  räumlichen  Gegen- 


Digitized  by  Google 


19 


Litttraritcher  Bericht  XL  VI. 


Btänden  beschäftigt  werde,  ohne  sie  ver  sich  za  sehen,  ohne  sie 
zeichnen  zn  können;  diesen  Gedanken  sucht  er  nun  zn  verwirklichen 
ohne  die  Euklidischen  Errnngeuschaften  prciszngcbon.  Der  darauf 
verwandte  Fleiss  und  das  bewiesene  Geschick  sind  achtunggebietend. 

H. 


Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie.  Von  Dr.  E.  Glinzer, 
Lehrer  der  Allgemeinen  Gewerbeschule  und  der  Schule  fUr  Bau- 
handwerker in  Hamburg.  Erster  Teil : Planimetrie.  Mit  207  Figuren 
und  einer  Sammlung  von  300  Aufgaben.  Vierte,  verbesserte  und 
vermehrte  Auflage.  Dresden  1891.  Gerhard  EUhtmann.  123  S. 

Die  erste  Auflage  ist  im  258.  litt.  Bericht,  S.  19  besprochen. 
In  den  folgenden  Auflagen  ist  der  Lehrstoff  nach  manchen  Seiten 
hin  vermehrt  worden;  dagegen  ist  nichts  dafür  getan,  den  uiedern 
Standpunkt  des  Unterrichts  zu  heben:  in  der  Proportionslebre  wird 
noch  immer  der  Fall  der  Incommensurabilität  stillschweigend  Uher* 
gangen;  das  Stillschweigen  lässt  vermuten,  dass  der  Verfasser  nicht 
auf  Bewilligung  rechnen  zu  können  glaubt,  wenn  er  eine  so  un- 
wissenschaftliche Behandlung  verteidigen  wollte.  Hoppe. 


Leitfaden  der  Elementar-Mathematik.  Heraasgegeben  von  Prof. 
Dr.  H.  Lieber,  Oberlehrer  am  Friedrich-Wilhelm-Realgymnasium 
in  Stettin,  und  F.  von  LUhmann,  Oberlehrer  am  Gymnasium  in 
Königsberg  i.  d.  Neumark.  Erster  Teil:  Planimetrie.  Mit  7 Fi- 
gnrentafeln.  Achte  Auflage.  — Dritter  Teil:  Ebene  Trigonometrie, 
Stereometrie,  Sphärische  Trigonometrie,  Propädeutischer  Unterricht 
in  der  Körperlehre.  Mit  3 Figurentafeln.  Sechste  Auflage.  — Berlin 
1892.  Leonhard  Simion.  124  -{-  102  S. 

Das  Lehrbuch  gehört  zu  denjenigen,  welche  den  Lehrstoff  der 
Elementarmathematik  nicht  auf  die  notwendigen  Grundlagen  be- 
schränken, alle  weitern  Folgerungen  als  Uobungsstoff  behandeln 
wollen,  sondern  gleich  von  Anfang  in  ergibigster  Weise  zu  entfalten, 
und  dadurch  den  Schüler  mit  der  mathematischen  Praxis  vertraut 
zu  machen  streben.  Hierbei  geht  es  in  Systematik,  Deduction  und 
exactem,  concinnem  Ausdruck  selbständig  vor  und  stellt  inveterirto 
Misbräuche  ab.  Nur  in  Betreff  des  Parallolensatzes  hat  der  Ver- 
fasser sich  noch  nicht  entschlossen  die  wissenschaftliche  Wahrheit 
zu  bekennen;  er  zeigt  vielmehr  seine  Uoberlegenheit  in  der  logischen 
Zauberkunst,  welche  das  Axiom  iu  strenge  Folgerung  verwandelt, 
dadurch,  dass  er  alte  Künste  verschmäht  und  aufdeckt,  während  er 
seine  Fehler  um  so  weniger  durchschauen  lässt.  Der  Begriff  der 
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Richtang,  den  dio  gemeinen  Zauberer  im  dunkeln  lassen,  wird  cor- 
rcct  erklärt;  doch  dessen  Relativität  bei  der  Anwendung  nur  ein- 
seitig beachtet.  Das  (von  einem  andern  Autor  wirklich  proclamirte) 
Motiv  zur  Uebnng  solcher  Täusebungskunst  charakterisirt  sich  durch 
einen  Rückblick  auf  1820,  wo  noch  die  Meinung  existirte,  dass  zur 
Erweckung  des  Interesses  an  der  Naturgeschichte  in  den  Lehr- 
büchern die  fabelhaften  Tiere  nicht  fehlen  dürften;  der  analogen 
Meinung  in  Betreff  der  Beweise  des  Parallelensatzes  in  Lehrbüchern 
der  Elemcutargeometrie  begegnet  man  noch  gegen  Ende  des  19.  Jahr- 
hunderts. — In  den  ersten  Teil  sind  die  Lehren  von  der  harmoni- 
schen Teilung,  der  Potcntialität  und  den  Kegelschnitten  aufgeuom- 
men,  nnd  zwar  der  Coordinatenbegriff  erst  in  der  neuen  Auflage. 

Der  3.  Teil  unterscheidet  sich  dadurch  vom  ersten , dass  keine 
Ausdehnung  Uber  die  Hauptlehren  hinaus  mehr  vorkommt;  umso- 
mehr ist  durch  Uebersichtlichkeit  dafür  gesorgt,  dass  der  Schüler 
das  Erlernte  leicht  beherrschen  kaun.  Was  über  das  exacte  Zn- 
werkegehen  gesagt  ist,  gilt  auch  hier.  In  der  neuen  Auflage  musste 
namentlich  bei  der  Körperbereohung  gemäss  neuen  Vorschriften 
manches  geändert  und  hinzugefUgt  werden.  Was  in  dieser  Hinsicht 
geschehen  ist,  hat  durchaus  nur  Billigung  zu  erwarten. 

Hoppe. 


Elemente  der  ebenen  Trigonometrie.  Zum  Schulgebrauch  und 
zum  Selbststudium  dargestellt  von  Emil  Hribar,  Professor  in 
Tuschen.  Mit  44  Abbildungen.  Freiburg  i.  Br.  1892.  Herder. 
99  S. 

Um  bald  zur  Anwendung  der  Wiukolfuuctionon  zu  gelangen, 
ist  das  Buch  in  2 Teile  geteilt.  Der  erste  betrachtet  nur  spitze 
Winkel  ohne  Addition,  rechtwinklige  und  gleichschenklige  Dreiecke, 
dabei  regelmässige  Vielecke,  der  zweite  dehnt  die  Theorie  auf  grössere 
Winkel  und  beliebige  Dreiecke  aus  und  ergänzt  sie  im  übrigen- 
Die  Aufgaben  sind  teils  ausführlich  gelöst,  teils  mit  Resultaten 
aufgestellt.  Es  wird  besonders  auf  die  Fälle  sehr  kleiner  Winkel 
Rücksicht  genommen.  II. 


Elemente  der  Trigonometrie  zum  praktischen  Gebrauch  für 
Unterrichtszwecko  an  mittleren,  technischen  Lehranstalten.  Von 
Jentzen,  Direktor  der  Baugewerk-Tischler-Masehinen- und  MUhlen- 
bau-Schule.  Mit  36  Figuren.  Dresden  1891.  Gerhard  Kühtmann. 
62  S. 
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Ein  neues  Lehrbuch  der  Trigonometrie  hielt  der  Verfasser,  wie 
das  Vorwort  sagt,  für  notwendig,  weil  die  vorhandenen  Lehrbücher 
die  praktischen  Bedürfnisse  des  Technikers  nicht  genügend  berück- 
sichtigten. Worin  diese  bestehen,  wird  nicht  erklär!,  die  Erklärung 
kommt  über  das  Wort  „praktisch“  nicht  hinaus.  Die  Ausführung 
lässt  für  gründliche  theoretische  Ausrüstnng  nichts  vermissen  und 
enthält  auch  nichts,  was  für  Gymnasialuutorricht  weniger  branebbar 
wäre.  Unterscheidend  für  das  Gegenwärtige  ist  vielmehr,  dass  es 
sich  streng  an  die  Natnr  des  Gegenstandes,  an  seine  Bedeutung  und 
Stellung  unter  den  Zweigen  der  Mathematik  hält,  wozu  es  durch 
die  Bestimmung  für  Techniker  mehr  genötigt  gewesen  sein  mag,  als 
der  Gymnasialunterricht  es  erfordert.  Die  Trigonometrie  ist  für  die 
niedere  Mathematik  ein  praktisches  Fach,  für  die  höhere  eine  Spe- 
cialität.  Demgemäss  wird  sie  hier  mit  geringstem  Wortaufwand, 
jedoch  ohne  irgend  eine  Lehre,  seien  es  specielle  Angaben  oder 
allgemeine  Relationen,  zu  übergehen,  nahezu  tabellarisch  behandelt. 
Auf  diese  Weise  erscheint  das  Gebiet  der  Lehre  nicht  grösser  als 
cs  in  Wirklichkeit  ist,  und  kann  leicht  vollkommen  beherrscht  wer- 
den. Aufgaben  begleiten  stets  den  Vortrag.  Am  Schlüsse  steht  eine 
Tafel  (ß  stellig)  der  trigonometrischen  Zahlen;  die  logarithmische 
Rechnung  wird  gleichfalls  in  Anwendung  gebracht.  H. 


Lehrbuch  der  Stereometrie  zum  Gebrauche  bei  dom  Unterrichte 
in  Gymnasien  und  Realschulen.  Von  Oberstudienrath  Dr.  von 
Nagel,  Ritter  1.  CI.  des  kgl.  wUrttemb.  Krouenordens  und  des  kgl. 
Württemb.  Friodrichsordens.  Mit  vielen  dem  Text  beigedruckten 
Holzschnitten.  Fünfte,  vermehrte  Auflage,  heransgegeben  von  Th. 
Schröder,  Professor  der  Mathematik  und  Physik  am  kgl.  alten 
Gymnasium  zu  Nürnberg.  Nürnberg  1892.  Friedr.  Kom.  132  S. 

Die  4.  Auflage,  vom  Verfasser  selbst  herausgegeben,  ist  im 
236.  litt.  Bericht,  S.  41  besprochen.  Aenderungeu  und  Hiuznfügungen 
sind  in  der  Vorrede  dos  Herausgebers  der  neuen  Auflage  nicht  au- 
gezeigt, mithin  von  ihm  nicht  als  erheblich  erachtet.  H. 


Raumlehre  für  höhere  Schulen.  Von  Prof.  H.  C.  E.  Martus, 
Direktor  des  Sophiou-Roalgymnasiums  in  Berlin.  2.  Teil.  Drei- 
ecksrechnnng  und  Körperlehro.  Bielefeld  und  Leipzig  1892.  Velhagcn 
u.  Klasing.  259  S. 

Die  Art  des  Vortrags  ist  vergleichbar  einer  Excursion  einer 
Schnlclasse.  Freilich  ist  hier  der  Lehrer  nicht  gebunden  an  die 
Gegenstände,  welche  ihr  auf  der  Wanderung  und  am  besuchten  Orte 
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Katar  und  Technik  znr  Betrachtung  darbicton , sondern  er  fuhrt 
solche  nach  freiem  Ermessen  vor,  wie  sie  sich  eignen  die  ganze 
Doctrin  in  bester  Ordnung  daran  zu  entwickeln ; die  receptivo  Lage 
der  Schüler,  in  Verbindung  mit  den  daran  sich  knüpfenden  Aufgaben 
und  Fragen,  ist  in  beiden  Fällen  dieselbe.  Ueber  die  Anordnung 
der  Stereometrie',  welcher  die  ebene  Trigonometrie  vorausgeht,  ist 
zu  bemerken,  dass  die  Hauptabschnitte  bilden  1)  die  Lage  der  Ge- 
raden und  Ebenen,  2)  die  Körper,  3)  ihre  Oberflächen.  Der  erste 
wird  geteilt  nach  der  Anzahl  der  Ebenen.  Der  dritte  enthält  die 
sphärische  Geometrie,  einschliessend  die  Trigonometrie,  und  die 
Kegelschnitte  als  konische  Geometrie.  Zur  Verdeutschung  der  Ter- 
minologie, für  welche  der  2.  Teil  der  Raumlehre  neue  Beiträge 
liefert,  möchte  zu  bemerken  sein,  dass  auf  Adjectivbildung  keine 
Rücksicht  genommen  ist.  Dem  Vorgang  der  Holländer,  dem  gemäss  • 

er  Wörter  wie  „dreiecksrechnerisch“  =■  „trigonometrisch“  hätte  cin- 
führou  dürfen,  hat  der  Verfasser  nicht  folgen  wollen;  entbehren  kann 
mau  die  directe  Ableitung,  aber  mau  gibt  nicht  gern  eine  Handhabe 
weg,  die  man  früher  besessen  hat.  Hoppe. 


Synthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte  nebst  Uebungsaufgabou 
für  die  Prima  höherer  Lehranstalten.  Von  Dr.  J.  Lange;  Ober- 
lehrer an  der  Fr.  Word.  Obor-Rcalschulo  in  Berlin.  Mit  55  Figuren 
im  Text.  Berlin  1893.  H.  W.  Müller.  68  S. 

Voraus  geht  die  Lehre  von  der  harmonischen  Teilung,  daun 
folgen  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel  erst  einzeln  definirt  durch  ihre 
Focaleigenscliaft,  dann  hergeleitet  als  Schnitte  des  geraden  Kogels, 
ihre  Secanton,  Tangenten,  Leitlinien,  ihre  stetige  Variation  und 
Gronzformeu;  dann  die  Polarhätsbeziehungcn,  conjugirten  Durch- 
messer, Inhaltsbestimmungen,  projectiven  und  involutorischen  Be- 
ziehungen. Dann  folgen  Aufgaben.  H. 
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Kalender  f.  Messknnde  auf  d.  J.  1893.  Hrsg.  v.  M.  Cloutli. 
20.  Jahrg.  (2  Tlile.)  1.  Thl.  Trier,  Idiitz’sche  Bachh.  1 Mk. 
40  Pf.;  geh.  in  Leinw.  2 Mk.;  in  Ldr.  2 Mk.  60  Pf 


Mechanik. 

Finger,  J.,  üb.  die  gegenseitigen  Beziehungen  gewisser  in  der 
Mechanik  m.  Vortheil  anwendbaren  Flächen  2.  Ordnung,  nebst  An- 
wendgn.  auf  Probleme  der  Astatik.  Leipzig,  F'reytag.  80  Pf 

Mach,  E.,  Ergänzungen  zu  den  Mittheilungen  üb.  Projectile. 
Ebd.  30  Pf 

Marg  nies,  M.,  Luftbewegungen  in  e.  rotirenden  Sphäroidschale 
bei  zonaler  Druckvertheilnng.  Ebd.  60  Pf. 


Technik. 

Epstein,  J.,  Ueberblick  üb.  die  Elektrotechnik.  6 populäre 
Eiperimental-Vortr.  Frankfurt,  Alt.  1 Mk.  50  Pf 

Fischer-IIinnen,  J.,  die  Berechnung  u.  Wirkungsweise  elek- 
trischer Gleichstrom-Maschinen.  Praktisches  Handbuch  f Elektro- 
techniker u.  Maschinentechniker.  2.  Anfl.  Zürich,  Meyer  & Z. 
4 Mk.  60  Pf 

Grawinkel,  C.,  n.  K.  Strecker,  Hilfsbuch  f die  Elektrotech- 
nik. 3.  Aufl.  Berlin,  Springer.  Geb.  in  Leinw.  12  Mk. 

Hein,  C.,  die  Accumniatoren  f stationäre  elektrische  Beleuch- 
tungsanlagen. Leipzig,  Leiner.  2 Mk. ; geb.  in  Leinw.  2 Mk.  50  Pf 
Kalender  f Elektrotechnik  pro  1893.  Bearb.  v.  J.  Krämer.  7. 
Jabrg.  Wien,  Perles’  Verl.;  geb.  in  Leinw.  3 Mk.;  geb.  in  Ldr. 
4 Mk.  40  Pf 

Kalender  f Elektrotechniker.  Hrsg.  v.  F.  Uppenbom,  10.  Jahrg. 
1893.  München,  Oldenbourg.  Geb.  in  Leder.  4 Mk. 

Kittier,  E.,  Handbuch  der  Elektrotechnik.  (3  Bde.)  1.  Bd. 
2.  Anfl.  Stuttgart,  Enke.  40  Mk. 

Kral,  J.,  Elemente  d.  Staats-Telegraphendienstes.  18.  Anfl. 
Wien,  Gerold  & Comp.  4 Mk. 

Krieg,  M.,  Taschenbuch  der  Elektrizität.  Ein  Nachschagobnch 
u.  Ratgeber  f Techniker,  Praktiker,  Industrielle  u.  techn.  Lehran- 
stalten. Leipzig,  Leiner.  Geb.  in  Leinw.  4 Mk. 

Pawel,  J.,  die  physikalischen  n.  technischen  Doctrinen  d.  Tele- 
graphen-Dienstes.  Ein  Hülfsbuch  zur  Vorbereitg.  f die  Verkehrs- 
u.  Amtsleiter-Prüfg.  Physikalischer  Thl  1.  Hft.  Brünn,  Winkler’s 
Bnchh.  2 Mk.  80  Pf 
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Keule aux,  F.,  die  sogcnaunto  Thomas’scbo  Rculientnaschine. 
FUr  Mathematiker,  Astronomen,  Ingenieure,  Versicherungs-Gesell- 
schaften u.  Zahlonrechuer  überhanpt.  2.  Aufl.  Leipzig,  Felix.  2 Mk. 

Ritter,  A.,  Lehrbuch  der  technischen  Mechanik.  6.  Aufl. 
Leipzig,  Baumgärtuer.  18  Mk. ; Einbd.  in  Halbfrz.  2 Mk. 

Rundschau,  clektfotochnischo.  Chefrod. : G.  Krebs.  10  Jahrg. 
1892/93.  (24  Nru.)  Nr.  1.  Frankfurt  a/M.,  Daube  & Co.  Halb- 
jährlich 4 Mk. 

Thompson,  S.  P.,  die  dyuamoelektrischen  Maschinen  Ein 
Handbuch  f.  Studirendo  der  Elektrotechnik.  4.  Aufl.  Deutsche 
Uobersetzg.  v.  C Grawiukcl.  2. — 4.  Hft.  Halle,  Knapp,  ä 2 Mk. 

Vogler,  A.,  Jedermann  Elektrotechniker.  Anleitung  zur  Hor- 
stellg.  der  hauptsächlichsten  elektr.  Apparato  u.  elektr.  Lcitgn. 
2.  Bdchu.:  Die  Wechselströme.  Leipzig,  Moritz  Schäfer.  1 Mk.  20  Pf. 


Optik,  Akustik  und  Elastlcität. 

Kayser,  IL,  u.  C Runge,  üb.  die  Spoctreu  der  Elemente. 
6.  Abschn.  Berlin,  Georg  Reimer.  Kart.  2 Mk. 

Kriomler,  C.  J.,  aus  der  Festigkeitslehre.  Der  Spannungs- 
zustand in  den  Punkten  o.  geraden  Stabes  bei  den  4 einfachen  Fällen 
der  Beanspruchg.  Dargestellt  zur  EinfUbrg.  in  das  Studium  der 
Festigkeitslehre.  Vevey,  Roth’s  Verl.  4 Mk. 

Un deutsch,  H.,  Spannungen  aufgehängter  prismatischer  Kör- 
per, hervorgerufon  durch  statische  u.  dynamische  Beauspruebnugeu. 
Freiberg,  Craz  & G.  2 Mk. 


Erd*  und  Himmelskuude. 

Bauschingor,  J.,  Untersuchungen  üb.  den  periodischen  Ko- 
meten 1889  V.  (Brooks).  1.  Thl.  Pefinitive  Babnbestimmg.  d. 
Hauptkometen  aus  der  Erscheiug.  1889  bis  1891  Müueheu,  Franz- 
scher Verl.  5 Mk. 

Beobachtungsergebnisse  der  köuigl.  Sternwarte  zu  Berliu.  6.  Hft. 
Berlin,  Dümmler’s  Verl.-Buchh.  4 Mk. 

— dasselbe.  2 Serie.  I Bd.  Ebd.  12  Mk. 

Catalog  der  Asironomischen  Gesellschaft.  1.  Abth.  Catalog  der 
Sterne  bis  zur  9.  Grösse  zwischen  80“  u.  2“  südl.  Declination  f.  das 
Aequiuoctium  1875.  5.  Stück.  Leipzig,  Eugelmanu.  17  Mk. 

Elster,  J.,  u.  II.  Gei  toi,  Beobachtungen  d.  atmosphärischen 
Potcntialgefälls  u.  der  ultravioletten  Sonnenstrahlung.  Leipzig,  Frey- 
tag. 3 Mk.  2P  Pf. 

Falb’s  Kalender  der  kritischen  Tage  1893  m.  Bezug  auf 
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Witternngserschoinnngen , Erdbeben  n.  Schlagwetter  in  den  Berg- 
werken. Wien,  Harticben.  1 Mk.  50  Pf. 

Ganthor,  S.,  Grnndlebren  der  mathematischen  Geographie  u. 
elementaren  Astronomie,  f den  Unterricht  bearb.  3.  Aufl.  Mün- 
chen, Theod.  Ackermann,  Verl.  2 Mk. 

Haerdtl,  E.  Frhr.  v.,  üb.  zwei  langperiodische  Störnngsglieder 
d.  Mondes,  verursacht  dnrch  die  Anziehg.  d.  Planeten  Venns.  Leip- 
zig, Freytag.  1 Mk.  60  Pf 

Himmel  n.  Erde.  Illustr.  naturwissenschaftl.  Monatsschrift. 
Hrsg.  V.  der  Gesellschaft  Urania.  Red.:  M.  W.  Meyer.  V.  Jahrg. 
Octbr.  1892  bis  Septbr.  1893.  1.  Hft.  Berlin,  Herrn.  Paetel.  Vier- 
teljährlich 3 Mk.  60  Pf 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches,  Jahrg.  1891.  Meteorolo- 
gische Beobachtungen  in  Württemberg.  Mittheilungen  der  m.  dem 
könipl.  Statist.  Landesamt  verbundenen  meteorolog.  Ccntralstation. 
Bearb.  v.  L.  Meyer.  Stuttgart,  Metzler’sche  Buchb,  Verl.  3 Mk. 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches,  f 1892.  Beobachtnngs- 
systera  d.  Königr.  Preussen  u.  benachbarter  Staaten.  1.  Hft.  Er- 
gebnisse der  meteorolog.  Beobachtgn.  im  J.  1892.  Hrsg  v.  dem 
kSnigl.  prenss.  meteorol.  Institut  durch  W.  v.  Bezold.  Berlin, 
Asher  & Co , Verl.  3 Mk. 

Jahresbericht  d.  Centralbureans  f Meteorologie  u.  Hydrographie 
im  Grossherzogth.  Baden,  m.  den  'Ergebnissen  der  meteorolog. 
Beobachtgn.  u.  der  Wasserstandanfzeichngn  am  Rhein  u.  au  seinen 
grösseren  Nebenflüssen  f d.  J.  1891.  Karlsruhe,  Braun’sche  Hof- 
huchh.  6 Mk. 

Kalender  f Geometer  n.  Knlturtechniker,  hrsg.  v.  W.  Schle- 
bach. Jahrg.  1893.  2 Thle.  Stuttgart,  Wittwer’s  Verl.  Geb.  in 
Loinw.  u.  geh.  3 Mk.  50  Pf;  in  Ldr.  u.  geh.  4 Mk. 

Klein,  H.  J.,  Führer  am  Sternenhimmel  für  Freunde  astrono- 
mischer Beobachtungen.  Leipzig,  E.  II.  Mayer.  8 Mk.;  geh.  9Mk. 

Lehrmann,  W.  G.,  Mondkartc  in  25  Sectionen  u.  2 Erlän- 
terungstaf,  m.  Erläutcrgn.  u.  solenograph.  Ortsbestimmgn.  hrsg.  v- 
J.  F.  D.  Schmidt.  Neue  wohlf  (Titel-)  Ausg.  m.  e.  Vorworte  v. 
H.  Ehert.  Leipzig,  Barth.  In  Mappe  25  Mk. 

Nachrichten,  astronomische.  Hrsg.:  A.  Krueger.  131.  Bd. 
No.  1.  Hamburg,  Mauke  Söhne.  Für  den  Band  15  Mk. 

Nowcomb-Engelmanu’s  populäre  Astronomie.  2.  Aufl., 
hrsg.  V.  H.  C.  Vogel.  Leipzig,  Engelinann  13  Mk  ; Einbd.  2 Mk. 

Pfeil,  L.,  Graf  v.,  die  Lufthülle  der  Erde,  der  Plancteu  u.  der 
Sonne.  Berlin,  Dümmler’s  Verl.  1 Mk. 

Pick,  A.  J.,  die  clcmentareu  Grundlagen  der  astronomischen 
Geographie.  Gemeinverständlich  dargestellL  2.  Anfl.  Wien,  Manz, 
Verl.  2 Mk.  40  Pf 
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Fablikationen  der  v,  Knffncr’schen  Sternwarte  in  Wien  (Otta- 
kring). Hrsg.  V.  N.  Herz.  2.  Bd.  Wien,  Frick.  2 Mk. 

Reis,  P.,  Elemente  der  Physik,  Meteorologie  n.  mathematischen 
Geographie.  Hilfsbnch  f.  den  Unterricht  an  höheren  Lehranstalten. 
5.  Aufl.  Qnandt  & H.,  Leipzig.  4 Mk.  50  Pf. 

Repertorium  f.  Meteorologie,  hrsg.  v.  der  kaiserl.  Akademie  der 
Wissenschaften.  Red.  v.  H.  Wild.  15.  Bd.  Leipzig,  Voss’  Sort 
30  Mk.  90  Pf. 

Seboinor,  J.,  der  grosse  Sternhaufen  im  Hercules,  Messier  13, 
nach  Aufnahmen  am  Potsdamer  Refractor.  Berlin,  Georg  Reimer, 
3 Mk.  50  Pf. 

Stricker, S.,  üb.  strömende  Elektricität.  Eine  Studie.  1.  Hälfte. 
Wien,  Deuticke’s  Verl.  2 Mk.  50  Pf. 

Wo  iss,  E.,  Bilder- Atlas  der  Slcrnenwclt.  41  fein  lith.  Taf. 
nebst  crklilr.  Texte  u.  mehreren  Text-lllustr.  Eine  Astronomie  f. 
Jedermann.  Esslingen,  Schreiber.  Geb.  12  Mk. 


Physik. 

Annalen  d.  physikalischen  Central-Observatoriums,  hrsg.  v.  H. 
Wild.  Jahrg.  1891.  2 Thle.  Leipzig,  Voss’  Sort.  25  Mk.  60  Pf. 

Barckhansen,  H.,  einige  Betrachtungen  fib.  Maguetismus  u. 
Elektricität,  ihre  Wirkungen  u.  Wechselwirkungen  m.  c.  Anh.:  Bo- 
trachtgn.  zum  Ausbruch  d.  Krakatau.  Bremen,  v.  Halem.  2 Mk. 

Bar  US,  C.,  die  physikalische  Behandlung  u.  die  Messung  hoher 
Temperaturen.  Leipzig,  Barth.  3 Mk. 

Börner,  H.,  Lehrbuch  der  Physik  f.  höhere  Lehranstalten,  so- 
wie zur  Einführung  in  das  Studium  der  neueren  Physik.  Berlin, 
Weidmann’sche  Bnchb.  6 Mk. 

Ozermak,  P.,  Uh.  oscillatorische  Entladungen.  Leipzig,  Frey- 
tag. 40  Pf. 

Echo,  elcktro-tcchnisches.  Chefred.:  M.  Krieg.  5.  Jahrg.  1892. 
40.  Hft.  Leipzig,  Leiner.  Vierteljährlich.  3 Mk. 

Ex  1er,  K.,  üb.  elektrische  Eraftübertragung  in.  besond.  BerUck- 
sicht.  d.  Wechsel-  u.  Brehstromes.  Wien,  Uelf’s  Sort.-Buchh.  50  Pf. 

Görtz,  A.,  Ub.  spectrophotometrische  Afliuitätsbestimmungen. 
Biss.  Tübingen,  Moser’sche  Bnchb.  1 Mk. 

' Graetz,  L.,  die  Elektricität  u.  ihre  Anwendungen.  Ein  Lebr- 
n.  Lesebuch.  4.  Aufl.  Stuttgart,  Eugelborn.  7 Mk. 

Heer  wagen,  F.,  üb.  e.  neue  Methode  zur  Messung  der  Bi- 
electricitätsconstantenv.  Flüssigkeiten  Biss  Borpat,  Karow,  Verl. 
11  Mk. 

Hermes,  0.,  Elementarphysik,  unter  Zugrundelegg.  d.  Grund- 
risses der  Experimentalphysik  v.  E.  Jochmann  u.  0.  Heymes  f.  den 
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Anfangsnnterricbt  in  höheren  Lehranstalten  hearb.  Berlin,  Winckel- 
mann  & Söhne.  2 Mk. ; geh.  in  Leinw.  2 Mk.  50  Pf. 

Heussi,  J.,  Leitfaden  der  Physik.  13.  Aufi.  Bcarb.  v.  H. 
Weinert.  Braunschweig,  Salle.  1 Mk.  50  Pf 

— dass.  m.  Anh.:  die  Grundbegriffe  der  Chemie.  Von  II.  Wei- 
nert. Ebd.  1 Mk.  8)  Pf;  Anh.  allein  5i  Pf 

Heydweiller,  A.,  Htllfsbuch  f die  Ausführung  elektrischer 
Messungen.  Leipzig,  Barth.  6 Mk. ; geh.  7 Mk. 

Klemenrii',  J.,  n P.  Czerinak,  Versuche  üb.  die  luter 
fereuz  elektrischer  Wellen  in  der  Luft.  Leipzig,  Freytag.  1 Mk. 
10  Pf 

Kolbe,  II.  J.,  Einführung  in  die  Elektricitätslehro.  Vorträge. 
I.  Statische  Eloktricität.  Berlin,  Springer.  2 Mk.  40  Pf;  geh.  in 
Leinw.  3 Mk.  20  Pf 

Noack,  K.,  Leitfaden  f physikalische  Sebülorübungen.  Ebd. 
1 Mk.  20  Pf 

Becknagol,  G.,  Lehrbuch  der  Physik  zur  ersten  Einführung 
in  das  Studium  derselben.  1.  Bdchn.  Bamberg,  Büchner,  Verl. 
Geb.  in  Lcinm.  2 Mk.  40  Pf 

Revue,  physikalische.  Hrsg.  v.  L.  Gractz.  1.  Jahrg.  1892.  10. 
Hft.  Stuttgart,  Engelhorn.  Vierteljährlich  8 Mk. 

Riocke,  E.,  Molekulartheorie  der  piezoelektrischen  u.  phy.so- 
clektrischeu  Erscheinungen.  Göttingen,  Dieterich’sche  Verl.-Buebh. 
5 Mk. 

Violle,  J.,  Lehrbuch  der  Physik.  Deutsche  .4usg.  v.  E.  Gum- 
lich,  L.  Holborn,  W.  Jaeger,  D.  Krcichgauer,  S.  Liudcck.  1.  Thl. 
Mechanik.  2.  Bd.  Mechanik  der  flüss.  u.  gasförm.  Körper.  Berlin, 
Springer.  10  Mk.;  geh.  11  Mk.  20  Pf 

Wae  her,  R.,  Lehrbuch  f den  Unterricht  in  der  Physik  m. 
besond.  Berücksiebt,  der  physikal.  Technologie  u.  der  Meteorologie. 
7.  Aufl.  Leipzig,  Hirt  & Sohn.  Geb.  3 Mk.  75  Pf 

Wcber’s,  W.,  Werke.  Hrsg.  v.  der  königl.  Gesellschaft  der 
Wissenschaft  zu  Göttingen.  (In  G Bdn.)  1.  u.  2.  Bd.  Berlin,  Sprin- 
ger. 34  Mk.;  Einbde.  iu  Halbfrz.  ä 2 Mk.  50  Pf 

Wilko,  A.,  die  Elektricität,  ihre  Erzeugung  u,  ihre  Anwendung 
in  Industrie  u.  Gewerbe.  Allgemein  verständlich  dargestollt.  Leip- 
zig, Spanier.  8 Mk. ; geh.  9 Mk.  50  Pf 

Windisch,  K.,  die  Bcstimmungd.  Molekulargewichts  in  theore- 
tischer u.  praktischer  Beziehung.  Berlin,  Springer.  12  Mk. 

Wittwer,  H.  G.,  Grundzüge  d.  Molocular-Pliysik  u.  der  mathe- 
matischen Chemie.  2.  Aull.  Stuttgart,  Wittwer’s  Verl  6 Mk. 

Zeitschrift  f den  physikalischen  u.  chemischen  Unterricht,  Unter 
der  besond.  Mitwirkg.  v.  E.  Mach  u.  R.  Schwalbe  hrsg.  v.  F.  Poske. 
6.  Jahrg.  1892/93.  1.  Hft.  Berlin,  Springer.  Jährlich  10  Mk. 
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Vermischte  Schriften. 


Abhandlnngen  der  mathematisch-physikalischen  Classe  der  königl. 
hayerischen  Akademie  d.  Wissenschaften.  17.  Bd.  3 Ahth.  In  der 
Reihe  d.  Denkschriften  der  63.  Bd.  Mttnehen,  Franz'scher  Verl. 
11  Mk. 

Annalen,  mathematische.  Begründet  durch  R.  F.  A.  Clebsch. 

• Hrsg.  V.  F.  Klein,  W.  Dyck,  A.  Meyer.  41.  Bd.  (4  Hefte.)  1.  Hft. 
Leipzig,  Tenbner.  Für  den  Band  20  Mk. 

Jahrbuch  der  deutschen  Mathematiker -Vereinigung.  1.  Bd. 
1890—91.  Hrsg,  im  Aufträge  d.  Vorstandes  v.  G.  Cantor,  W.  Dyck, 
E.  Lampe.  Berlin,  Georg  Reimer.  7 Mk.  60  Pf. 

Katalog  mathematischer  n.  mathematisch' physikatischer  Modell- 
Apparate  u.  Instrumente.  Unter  Mitwirkg.  zahlreicher  Fachgenossen 
hrsg.  im  Aufträge  d.  Vorstandes  der  deutschen  Mathematiker-Ver- 
einigg.  v.  W.  Dyck.  München,  Theod.  Aekermann,  Verl.  14  Mk. 

Mdmoires  de  l’acad^mie  impdriale  des  Sciences  de  St.  Peters- 
bourg  VII.  S6rie.  Tome  XXXVIII,  Nr.  14  et  dernier.  Sur  l’inte- 
Bx 

Par  N.  Sonin.  Leipzig,  Voss’  Sort.  1 Mk. 

' 65  Pf. 

Mittheilnngen  der  deutschen  Mathematischen  Gesellschaft  in 
Prag.  Hrsg.  m.  Unterstützg.  der  Gesellschaft  zur  Förderg.  deutscher 
Wissenschaft,  Kunst  u.  Literatur  in  Böhmen.  Leipzig,  Freytag. 
7 Mk. 

Ohm,  G.  S.,  gesammelte  Abhandlungen.  Hrsg.  n.  eingelcitet.  v. 
E.  Lommel.  Leipzig,  Barth.  Geb.  in  Leinw.  20  Mk. 

Ostwald’s  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften.  Nr.  31— 33. 
6 Mk.  10  Pf.  Nr.  36.  1 Mk.  50  Pf.  Nr.  40.  1 Mk.  20  Pf.  Leip- 
zig, Engelmann. 

Sammlung  gemeinverständlicher  wissenschaftlicher  Vorträge, 
hrsg.  V.  R.  Virchow  ,u.  W.  Wattenbach.  Neue  Folge  159.  Hft. 
Hamburg,  Verlagsanstalt  u.  Druckerei.  1 Mk. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 

Ahth.  II  a Abhandlungen  ans  dem  Gebiete  der  Mathematik.  Astro- 
nomie, Physik,  Meteorologie  und  der  Mechanik.  101.  Bd.  4—7. 
Leipzig,  Freytag.  13  Mk.  50  Pf. 

Sitznngsberiebte  der  kaiserl.  Akademie  d.  Wissenschaften. 

Mathematisch-naturwissenschaftliche  Classe.  Register  zu  den  Bdu. 
97 — 100.  XIH.  Leipzig,  Freytag.  1 Mk.  70  Pf. 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik,  hrsg.  unter  der  Red.  v. 

0.  Schlömilch,  E.  Kahl  u.  M.  Cantor.  38.  Bd.  Jahrg.  1893.  (6  Hfe.) 

1.  Hft.  Leipzig,  Tenbner.  Jährlich  18  Mk. 
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Litterarischer  Bericht 

XLVII. 

Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Zur  Transformation  und  Beduction  von  Doppelintcgralen  mit- 
telst elliptischer  Coordinaten.  Von  Prof.  Ferdinand  Jos.  Oben- 
raucb.  iNeutitschein  (1893).  Im  Selbstverläge  des  Verfassers. 
55  S. 

Die  Schrift  ist  enthalten  im  Jahresberichte  der  Landes-Ober- 
realschule  in  Nentitschein  für  das  Schuljahr  1891 — 2 und  besonders 
herausgegeben.  Sie  beginnt  mit  Erklärung  der  elliptischen  Coor- 
dinaten, welche  einen  Punkt  als  Schnitt  dreier  confocaion  Flächen 
2.  Grades  bestimmen,  stellt  die  Formeln  des  üebergangs  zwischen 
jenen  und  den  cartesiscbeu  Coordinaten  auf,  gebt  auf  die  Speciali- 
täten  der  ebenen  und  Kugelcoordinaten  ein  und  macht  die  bezüg- 
lichen historischen  Angaben  über  die  Ausbildung  der  Theorie  durch 
Lame,  Chasles,  Terquem,  Liouville,  Bertrand,  Cauchy,  Serret,  Michael 
Roberts,  William  Roberte,  Cayley  u.  A.  Im  2.  Abschnitt  wird  die 
Complanation  des  ganzen  Ellipsoids  behandelt  und  einige  daraus 
hervorgehende  Formeln  angegeben,  im  3ten  eine  sehr  reichhaltige 
Zusammenstellung  der  Anwendungen  der  Complanationsformeln  zur 
Auswertung  und  Beduction  von  Doppeiintegralen  geliefert.  Die 
ganze  Schrift  müssen  wir  als  einen  wertvollen  Beitrag  zur  Geschichte 
der  analytischen  Theorien  und  Probleme  willkommen  heissen. 

H. 

A.tc1i.  d.  Uatb.  u.  Phyp.  2.  Reihe,  T.  III.  3 
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Zur  linearen  Differentialgleiclinng  dritter  Ordnung.  Von  Dr. 
Anton  Krug.  Prag  1892.  H.  Dominicus.  81  8. 

Ueber  die  in  dieser  Schrift  enthaltenen  Entwickelungen  hat  der 
Verfasser  folgende  Uobersicht  gegeben.  „Zunächst  werden  aus  den 
Coefficieuten  p,  g,  r der  Differentialgleichung 

y"  + 3py"  -f-  3qg’  -f-  ry  = 0 (A) 

in  der  x die  Unabhängige  ist,  die  zwei  Invarianten  G^dx*  und 
G^dx^  gebildet,  d.  h.  die  beiden  Ausdrücke,  die  bei  beliebigen  Sub- 
stitutionen y sy  und  X = tp{x)  in  (A)  ungeändert  bleiben.  Aus 
diesen  beiden  Invarianten  werden  zwei  absolute  Invarianten  @ und  $ 
abgeleitet,  d.  b.  solche  die  den  Factor  dx  nicht  enthalten.  Ebenso 
wie  öj  und  G^  sind  auch  @ und  $ im  allgemeinen  Functionen  von 
X.  Es  ist  also  etwa 

ö — ?>,(*) ; tij  = gp,(x) 


woraus  durch  Elimination  von  x eine  Gleichung 
F{&,  §)  = 0 


(B) 


entsteht.  Durch  diese  Gleichung  ist  die  Differentialgleichung  (A) 
so  wie  alle  durch  jene  Substitutionen  abgeleiteten  charakterisirt. 
Hat  insbesondere  einer  derselben  rationale  Coefficieuten,  so  sind  ® 
und  ^ rational  in  * und  die  Gl.  (H)  ist  vom  Gcschlcchto  0.  Und 
umgekehrt:  ist  eine  Gl.  (D)  vom  Geschlcchte  0 gegeben,  so  lassen 
sich  jederzeit  Differentialgleichungen  3.  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten  aufstollen,  welche  gerade  die  absoluten  Invariauten  ® 
und  $ besitzen.  Ist  & identisch  einer  Constauten,  so  ist  tp  = 0, 
und  Gl.  (A)  lässt  sich  in  eine  solche  mit  constanteu  Coefficienten 
transformireu.  Dieser  Fall  wird  vorweg  behandelt,  um  im  Spätem 


> 

< 


0 setzen  zu  können.“ 


II. 


Vorlesungen  Uber  die  Bernoullischen  Zahlen,  ihren  Zusammen- 
hang mit  den  Secauten-Cocfficieutcn  und  ihre  wichtigeren  Anwen- 
dungen. Von  Dr.  A.  Louis  Saalschütz,  a.  o.  Professor  der 
Mathematik  a.  d.  Universität  Königsberg.  Berlin  1893.  Julius 
Springer.  208  S. 

Da  die  Lehre  von  den  bernoullischen  Zahlen  ein  vielverzweigtes 
Gebiet  von  Entdeckungen  und  Untersuchungen  darbietet,  welches 
in  mannichfaltiger  Beziehung  zu  andern  Gebieten  steht,  so  ist  eine 
zusammcnstellende  Behandlung  ein  dankenswertes  Unternehmen. 
Vollständigkeit  mag  nicht  erreichbar  sein:  wir  haben  noch  zu  wenig 
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Einblick  in  die  vielgestaltige  Natur  der  bernoullischen  Zahlen,  um 
die  fruchtbaren  Elemente  im  voraus  zu  erkennen  und  das  Unter- 
suchungsgebiet umgrenzen  zu  können.  Doch  muss  jedenfalls  Voll- 
ständigkeit angestrebt  sein,  und  darf  vor  allem  kein  be,reits  als 
fruchtbar  documeutirtor  Zweig  fohlen.  Wir  werden  daher  dem 
Wunsche  des  Verfassers  ontgegonkommen,  wenn  wir  einige  Deside- 
rata aussprcchen.  Das  Huch  ist  in  4 Hauptabschnitte  geteilt:  Re- 
cursionsformeln,  unabhängige  Darstellungen,  zahlentheoretische  Un- 
tersuchungen, Mac-Laurin’sche  Summenfonnel.  Die  Methode  schlicsst 
sich  verwaltend  dem  geschichtlichen  Entwickeluugsgaiig  an.  Der 
2.  Abschnitt  behandelt  mannigfaltige  Themata.  Wir  hoben  hervor: 
§ 12.  Independente  Darstellungen  mittels  der  liernonllischen  B'uue- 
tionen.  Der  Paragraph  beginnt  mit  den  Worten;  „Es  wird  in  der 
neueren  Mathematik  mit  Recht  nicht  nur  auf  die  Ergebnisse  einer 
Untersuchung  Gewicht  gelegt,  sondern  auch  auf  die  Methode,  durch 
welche  sie  gewonnen  worden  sind,  und  dabei  diejenige  bevorzugt, 
welche  sich  durch  Einheitlichkeit  der  Gesichtspunkte,  durch  Ablei- 
tung aller  Resultate  aus  derselben  Quelle  auszeichnet.  In  diesem 
Sinne  ist  eine  Abhandlung  des  Herrn  Worpitzky  (1Ö83)  beachtens- 
wert, in  welcher  alle  Ergebnisse  aus  dem  einen  Priiicip  der  Um- 
formung der  Bernoulli’scben  B'unctiouen  hervorgehen“.  Und  trotz 
der  oben  ausgesprochenen  Zustimmung  hat  der  Verfasser  so  wenig 
Gewicht  auf  die  Einführung  der  Beruoulli’schen  Functionen  und  ihre 
gesamten  Ergebnisse  gelegt,  dass  er  sie  wio  eine  zur  Seite  liegende 
Specnlation  mit  Verweisung  auf  die  Origiualschrifteu  abtut  und  mit 
Ableitung  eines  Resultats  sich  begnügt.  Motivirt  wird  dies  Verfahren 
in  einer  Note  mit  den  Worten:  „Wir  beabsichtigen  nicht  eine  nähere 
Discussion  über  die  Boruoulli’schcn  Functionen  zu  geben,  sondern 
wir  werden,  ohne  dadurch  Lücken  entstehen  zu  lassen  oder  beson- 
ders umständlich  zu  sein,  das  Erforderliche  darüber  an  betreffender 
Stelle  ans  nnsern  Formeln  ableiten“.  Daraus  ersieht  man,  dass  die 
Ableitung  aus  einer  Quelle  nicht  zu  dem  Erforderlichen  gerechnet 
wird.  Nun  ist  aber  Worpitzky  gar  nicht  der  Erste,  welcher  die  an- 
gegebene Bedeutung  der  Beruoulli’sohen  B'unctionen  erkannt  hat. 
Zunächst  sind  in  des  Rcf.  „Lebrbncb  der  Differentialrechnung  und 
Reihentheorie“  (1Ö65)  dem  gesamten  Abschnitt  über  ßernoulli’sche 
Theoreme  die  Bernoulli’schen  Functionen,  definirt  als  Coefficienten 
einer  Reihe,  zugrunde  gelegt.  Die  Methode  bot  sich  so  natürlich 
als  die  angemessene  dar,  dass  für  ihre  Wahl  nach  einer  Autorität 
kaum  gefragt  zu  werden  Grnud  schien.  Bald  fand  auch  der  Ver- 
fasser, dass  Bertrand  in  seiuem  grösseren  Werke  über  Differential- 
rechnung ebenso  zuwerke  gegangen  war,  und  hält  es  daher  für  nicht 
unwahrscheinlich,  dass  jene  Auffassung  der  bernoullischen  Zahlen 
als  Specialwerte  von  Functionen  überhaupt  aus  älteren  Zeiten  stammt. 
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Beide  Schriften  fehlen  im  Litteraturverzeichniss  des  vorliegenden 
Bnchs.  Ferner  vermisst  man  in  dem  Buche  die  längst  bekannten 
Ausdrücke  der  bernoullischcn  Zahlen  durch  unendliche  Reiben  und 
und  damit  im  Zusammenhänge  die  Summation  der  nach  Cosinus  und 
Sinus  der  Vielfachen  eines  Bogens  fortschreitenden  Reihen,  deren 
Coefficienten  Potenzen  mit  negativem  ganzem  Exponenten  vom  Index 
sind.  Auch  die  independenten  Ausdrücke  in  geschlossener  endlicher 
Form,  welcher  die  Differentiation  der  Tangenten  und  Secanten  und 
deren  Potenzen  liefert,  sind  nicht  erwähnt  und  das  betreffende  Werk 
des  Ref.  im  Litteraturverzeichniss  nicht  angegeben.  Die  halb  con- 
vergente  bernonllische  Reihe  ist  einmal  erwähnt,  ohne  jedoch  etwas 
darüber  mitznteilen.  Hoppe. 

Die  Logarithmen  complcxer  Zahlen  in  geometrischer  Darstel- 
lung. Ein  Beitrag  zur  algebraischen  Analysis. 

Die  goniometrischen  Functionen  complezer  Winkel.  Eine  Er- 
gänzung zur  algebraischen  Analysis. 

Von  Adalbert  Breuer,  k.  k.  Professor  an  der  Staatsreal- 
schulo  im  III.  Bezirk  Wiens.  Mit  einer  Figurentafel.  Erfurt  1892. 
Bodo  Baemeister.  6 -J-  14  S. 

Die  beiden  Schriften  sind  von  einander  unabhängig.  Die  erstere 
stellt  die  Logarithmen  complexer  Winkel,  mit  Znhttlfenahme  der 
dritten  Dimension  als  laterale,  dar,  so  dass  die  2 ersten  Dimen- 
sionen für  reelle  Variation  Vorbehalten  bleiben.  In  der  reellen  Ebene 
werden  die  Polarcoordinaten  r,  ß eines  Punktes  als  von  einander 
abhängige  Variable,  nnd  zwar  die  Amplitnde  ß als  Function  des 
Radinsvectors  r betrachtet.  Dann  bezeichnet  wieder  r den  Modul 
des  complexen  Arguments  und  wird  längs  der  Meridianebeno  um  den 
Winkel  q>  = der  Amplitude  des  Arguments  nach  der  lateralen  Axo 
hin  gedreht.  Ist  nnn  die  Function  der  Logarithmus,  so  ist  der  End- 
punkt von  r in  der  neuen  Lage  gleichzeitig  die  Construction  der 
Function  und  ihres  Arguments.  Erstere  wird  durch  die  doppelte 
Drehung  das  Radiusvectors  von  der  x Aze  nach  der  y Axe  hin,  dann 
von  der  Endlage  nach  der  < Axe  hin  als  Ausdrücke  ihrer  reellen 
Elemente  dargestellt,  und  zwar  kann  letztere  Drehung  ip  um  will- 
kürlich Vielfache  von  4 Rechten  vermehrt  werden.  Die  Darstellung 
des  Arguments  aber  ist  in  rechtwinkligen  Coordinaten  desselben 
Punktes  auf  der  Meridianebene  gegeben.  Der  Lanf  der  Function 
bei  variirendem  Argumente  wird  durch  die  Bahn  des  darstellenden 
Punktes  im  Ranmo  dargestellt,  wenn  der  Endpunkt  von  r in  seiner 
anfäuglichsn  Lage,  d.  b.  in  der  reellen  Ebene,  eine  logarithmischo 
Spirale  erzeugt. 
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Der  Anlass  znr  zweiten  Schrift  wird  vom  Verfasser  in  folgenden 
Worten  dargcicgt.  „Bei  meinen  Studien  Uber  das  Imaginäre  in  der 
Geometrie  bin  ich  auf  Widersprüche  zwischen  meinen  wolgeprüften 
Besultaten  mit  jenen  der  algebraischen  Analysis  gestossen,  deren 
Beseitigung  mir  dringend  geboten  erscheint“.  Die  Schrift  ist  so  voll 
von  dunkeln  Stollen,  dass  wir  ein  sachliches  Urteil  darüber  nicht 
geben  können.  Licenzen  sind  bei  einem  solchen  Dispüte  nicht  am 
Orte,  exacte  Sprache  ist  hier  unerlässlich.  Es  genüge  einige  Funkte 
zu  nennen,  in  denen  gegen  diese  Vorschrift  gefehlt  ist.  Nicht  selten 
wird  imaginären  Grössen  das  Prädicat  grösser  oder  kleiner  gegeben 
oder  ven  ihrem  Wachsen  gesprochen.  Auf  Seite  5 steht.  „Die  . . . 
Sätze  gelten  bloss  innerhalb  der  Grenzen  — oo  < y <-{-<»)  oder 

n 71 

cyklometriscb  gesprochen,  — + “•  heisst 

das?  — Die  Gleichungen  (1)  bis  (8)  gelten  offenbar  für  beliebig 
reelle  und  imaginäre  tp,  in  Gl.  (9)  (10)  hat  überdies  (p  complexon 
Wort,  in  Gl.  (12)  dagegen  ausschliesslich  reellen;  aber  nirgends  ist 
dies  ausgesproeben.  — Auf  Seite  4 fängt  ein  Satz  an : Abgesehen  von 
1-2jt  zeigt  der  Winkel  up  ein  ganz  befremdendes  Verhalten,  ..  .“ 
— Wie  kann  man  von  dem  absehen,  was  wesentlich  dazu  gehört? 
Bald  nachher  folgt:  „Daher  (d.  h.  wegen  jenes  befremdenden  Ver- 
haltens) muss  dem  Winkel  (nämlich  in  sintqp,  cosigo,  etc.)  ein 
anderes  Hass  zu  Grunde  liegen“.  Von  da  an  misst  der  Verfasser 
den  Winkel  iq>,  statt  nach  Kreisbogen,  nach  einem  gleichseitig  hyper- 
bolischen Sector  als  Einheit  und  sucht  (leider  in  unverständlicher 
Sprache)  zu  zeigen,  dass  dann  die  Kesultate  besser  stimmten.  Hätte 
er  wirklich  ein  abweichendes  ßesnltat  aus  verschiedener  Betrach- 
tungsweise nachgewiesen,  so  würde  damit  nicht  irgend  eine  solche 
gerechtfertigt,  sondern  die  Untauglichkeit  complexer  Argumente 
goniomotrischer  Functionen  überhaupt  gezeigt  sein.  In  der  Tat  sind 
08  aber  nur  unerwartete,  bedenkliche  Folgerungen,  auf  die  er  sich 
beruft,  nnd  die  er  gar  nicht  zu  erklären  versucht  hat.  Hoppe. 


Die  quadratische  Zerfällung  der  Primzahlen.  Von  Dr.  Her- 
mann Scheffler.  Leipzig  1892.  Friedrich  Foerstor.  169  S. 

Die  vorliegende  Schrift  entwickelt  das  directo  Verfahren  der 
allgemeinen  Zerfällung  der  einer  gegebenen  linearen  Form  ent- 
sprechenden Primzahlen  q =•  pn-\-m  oder  einer  bestimmten  Potenz 
davon  oder  eines  bestimmten  Vielfachen  einer  solchen  Potenz  in  die 
quadratische  Form  unter  der  Voraussetzung,  dass  p eine 

Primzahl  sei.  Dem  allgemeinen  Verfahren  voraus  gebt  die  Behand- 
lung besonderer  Fälle.  Das  allgemeine  Problem  der  Zerfällung  kann 
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nach  Aussage  dos  Verfassers  für  gelöst  gelten.  Wenn,  in  jJ  — 21-f-l, 
r unpar  ist,  so  kann  die  (r  — 2)te  Potenz  der  Primzahl  q=‘pn-\-m 
in  die  Form  zcrfilllt  werden.  Ist  r par,  so  ist  eine  niedere 

Potenz  oder  deren  Vielfaches  in  A*  — pß*,  unter  Umständen  auch  in 
A*+pß*  zerfällbar.  Für  pares  r ist  die  Zerfällbarkeit  in  A^—pB* 
allgemein.  Ferner  werden  Sätze  über  quadratische  Cougruenzen 
gegeben,  schliesslich  das  praktisch  beste  Kriterium  der  Primzahlen- 
eigcnschaft  nebst  Auffindung  der  Primfactoren  einer  gegebenen  Zahl 
gesucht.  Ein  von  Eisenstein  vorbchaltcncr  Spccialfall  ist  ergänzt. 

n. 


Studien  über  die  Reduction  der  Potcntialgleichung  auf  gewöhn- 
licbe  Differentialgleichungen.  Ein  Anhang  zu  Heine’s  Handbuch 
der  Kngelfunctionon.  Von  Dr.  Emil  Ilaon tzsch el , Oberlehrer  an 
der  III.  Realschule  zu  Berlin.  Berlin  1893.  Georg  Reimer.  180  S. 

Der  erste  der  6 Aufsätze  schliesst  sich  an  die  Dissertation  des 
Verfassers:  „Ueber  die  Reduction  der  Gleichung 

0SV  ^ _ 

auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen.  Ein  Beitrag  zur  Theorie 
der  Lam^’schen  Functionen  zweiter  Ordnung.  Berlin;  Mayer  u. 
Müller  1893“  (s.  Ohrtmann,  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Math.  XV. 
311.)  — an  und  behandelt  die  nämliche  Reduction  und  Lösung  auf 
Grundlage  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  von  Weierstrass. 
Der  zweite  hat  zum  Gegenstände  die  Gleichungen  für  die  Meridian- 
curven  der  Rotationskörper;  der  dritte  die  Lami’schen  Functionen 
2.  Ordnung  und  ihre  functionen-theoretischen  Grenzfälle;  der  vierte 
die  Lam^’schen  Functionen  höherer  Ordnung;  der  fünfte  die  Func- 
tionen dos  elliptischen  und  des  Kreiscylinders;  der  sechste  die  Hoino- 
scho  Function  nnd  die  aus  ihr  abgeleitete  hyper-Bcssel’scho  Trans- 
cendente.  H. 


£l4meuts  de  la  th^orie  des  fonctions  elliptiqnes.  Par  Jules 
Tannory,  Sons-Directeur  des  ätndes  scientifiques  ä l’Fcole  Nor- 
male supÄrieure,  et  Jules  Molk,  Profcsscur  ä la  Facultä  des  Sci- 
ences de  Nancy.  Tome  I.  Introduction.  Calcul  diffdrentiel  (P* 
partie).  Paris  1893.  Ganthier-Villars  et  fils.  246  S. 

Die  Schrift  ist  eine  Einführung  in  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  von  Weierstrass.  Der  allein  vorliegende  1.  Band  davon 
hat  folgenden  Inhalt:  Einleitung,  Cap.  I.  Unendliche  Reihensummen 
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nnd  Producte  bei  constanten  Ternieii.  Solche  bei  einfachem  Entree. 
Reihen  mit  doppeltem  Entree.  Producte  mit  doppeltem  Entree. 
Cap.  II.  Unendliche  Reihensummen  nnd  Producte,  deren  Terme 
von  einer  Variabein  abhangen.  Definitionen  nnd  erste  Lehrsätze. 
Reihen  von  ganzen  Functionen  (ganze  Reihen).  Reihen  von  ganzen 
Reiben.  Functionen  (Fortsetzung).  Anwendung  auf  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen. Cap.  III.  Ganze  transcendente  Functionen. 
Ezponentiale  und  circulare  Functionen.  Sätze  von  Weierstrass  und 
Mittag-Leffler.  — Differentialrechnung  (1.  Teil).  Cap.  I.  Allgemeine 
Betrachtungen  über  die  periodischen  Functionen.  Cap.  II.  Die 
Function  o(»)  nnd  die  davon  abgeleiteten  Functionen  f(«),  p(«). 
Das  Argument  wachsend  um  2cua.  Erste  Relationen  zwischen  deu 
Functionen  c(u),  f(«),  p(u),  p'(«)-  Darstellung  von  a(u)  durch  ein 
unendliches  Product  mit  einfachem  Entree.  Die  Cofunctionen  Oi(m)i 
Oj(o),  ffjftt).  Lineare  Transformation  des  a.  Substitution  äquiva- 
lenter Perioden  für  die  primitiven.  Transformation  beliebiger  Ord- 
nung der  Functionen  a.  Substitution  neuer,  mit  den  alten  linear 
verbundener  Perioden  für  die  primitiven.  — Der  2.  Band  (unter 
der  Presse)  ist  die  Fortsetzung  des  ersten.  Der  3te  wird  die  Inte- 
gralrechnung, der  4te  Anwendungen  enthalten.  II. 


Traitd  d’analyso.  Par  Fmilc  Picard,  Membro  de  ITnstitut, 
Professeur  ä la  Facultd  des  Sciences.  Tome  II.  Fonctious  harmo- 
uiqnes  et  fonctious  analytiques.  lutroduction  ä la  theorie  des  dqua- 
tions  diffdrenticlles  et  fonctious  algdbriques.  Paris  1893.  Gautbier- 
Villars  et  fils.  512  S. 

Der  1.  Band  ist  besprochen  im  43.  litt.  Bericht  S.  31.  Der 
2.  Band  enthält  zunächst  die  Lehre  vou  den  Functionen  einer  com- 
plexen  Variabein,  und  zwar  nach  Erkläruug  und  Grundlegung  die 
Reihenentwickelung,  die  alteruirto  Methode,  die  Lösung  des  Pro- 
blems von  Dirichlet,  directo  Untersuchung  der  Functionen  einer 
complcxen  Variabein,  Anwouduugeu  der  Sätze  von  Caueby,  gemeiu- 
samo  Wurzeln  zweier  simultanen  Gleichungen,  Integrale  von  nicht- 
einförmigen Functionen,  Functionen  mehrerer  unabhängigen  Variabein, 
die  conformo  Abbiidung,  Sätze  über  die  Differentialgleichungen,  An- 
wendungen derselben,  etc.  Ahersche  Integrale,  einförmige  Func- 
tionen auf  einer  Rieraann’schcn  Fläche,  allgemeine  Sätze  über  die 
Existenz  solcher  Functionen,  Curvcu  vom  Geschlecht  null  und  eins. 

H. 
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Geometrie. 

Dio  einfachste  Lösung  des  Apolloniscben  Problems.  Eine  An- 
wendung der  neuen  Theorie  des  Imaginären.  Von  Adalbert 
Breuer,  k.  k.  Professor  an  der  Staatsrealschnle  im  III.  Bezirk 
Wiens.  (Mit  zwei  Fignrentafein.)  Erfurt  1892.  Bodo  Bacmoister. 
16  S. 

Das  Problem  einen  Kreis  zu  construiren,  der  3 gegebene  Kreise 
berührt,  wird  anf  folgendem  Wege  gelöst.  Die  6 Aebnlichkeitscentra 
der  gegebenen  Kreise  liegen  zu  3 in  gerader  Linie.  Durch  sie  be- 
stimmen sich  4 Aehnlicbkeilsaxen.  Die  äussere  Aehulicbkeitsaxe 
ist  Chordale  der  2 gesuchten  Kreise-,  dio  3 übrigen  Cbordalen  treffen 
sich  im  Potenzcentrnm  der  gegebenen  Kreise,  weiches  zugleich 
Aehnlicbkeitscentrum  der  gcsucliten  Kreise  ist.  Die  Mittelpunkte 
derselben  liegen  dann  anf  der  Normale  vom  Aehnlicbkeitscentrum 
auf  die  äussere  Aebniicbkcitsaxö.  Der  Verfasser  verbindet  diese 
Lösung  mit  seiner  „Theorie  des  Imaginären“,  welche  er  in  der  fol- 
genden Schrift  entwickelt.  H. 


Imaginäre  Kogeiscbnitto.  Eine  geometrische  Studie  über  das 
Wesen  und  die  katoptriscbe  Deutung  des  Imaginären.  Von  Adal- 
bert Breuer dito  (Mit  einer  Figureutafel.) 

Ausgehend  von  einer  reellen  Ellipse  und  2 conjngirten  Dnrch- 
messern  führt  eine  Constructiou  zu  einem  imaginären  Punkte,  dessen 
Ort  eine  Eilipse  ist.  Hierauf  gründet  der  Verfasser  seine  neue  Dar- 
stellung des  Imaginären.  Ueber  alles  Nähere  verweisen  wir  anf  die 
Schrift  selbst  H. 


Ueber  Conographie.  Ein  Beitrag  zur  constructiven  Geometrie 

der  Kegelschnitte.  Von  Adalbert  Breuer dito  (Mit  zwei 

Figurentafeln ) 10  S. 

Es  handelt  sich  um  Erfindung  von  Instrumenten  zur  Beschrei- 
bung von  Kegelschnitten.  Zunächst  werden  alle  diejenigen  verworfen, 
welche  den  Schreibstift  längs  eines  Fadens  führen.  Unter  denjeni- 
gen, welche  bereits  eine  sicherere  Führung  bewirkt  haben,  werden 
die  von  Arbter,  Bebicek  und  Drzewiecki  genannt,  an  den  2 letzten 
beschränkte  Einstellnngsfäbigkeit,  Complicirtheit  des  Apparates  und 
Kostspieligkeit  ausgesetzt.  Dann  werden  die,  unter  vielseitiger  Be- 


Digiiized  by  Google 


LiUerarischtr  Bericht  XLVJJ, 


31 


rücksichtignng  der  Erfordernisse  vom  Verfasser  erfundenen  Instru- 
mente beschrieben,  zuerst  ein  Instrument  zur  Zeichnung  aller  Arten 
von  Kegelschnitten,  das  er  jedoch  nicht  als  praktisch  zur  technischen 
Anwendung  empfiehlt,  dann  9 eiufachere  für  gewisse  Gruppen  von 
Kegelschnitten.  Die  Instrumente  bestehen  aus  Linealen,  längs  deren 
Mittellinie  der  in  eine  Hülse  gefasste  Schreibstift  im  Kreuzungspunkt 
zwischen  zwei  Schienen  gleitet.  H. 


. Sur  la  d^termination  gdomdtrique  du  point  Ic  plus  probable 
donnd  par  nn  systime  de  droites  non  convergentes.  Par  M.  Mau- 
rice d’Oeiagne,  Ingdniour  des  ponts  et  chauss^es.  £xtr.  du  J.  de 
l’ficole  Polyteebn.  LXIU,  cah.  1893.  4*.  25  S. 

Es  wird  folgende  Aufgabe  gelöst.  Ein  Punkt  ist  als  Durch- 
schnitt von  n Geraden  ideell  bestimmt.  Die  Geraden  sind  aber 
wegen  Beobacbttings-  und  Zeichnnngsfchler  ungenau  gegeben.  Einer 
jeden  wird  ein  gewisses  Gewicht  als  Grad  der  Sicherheit  beigelcgt. 
Es  soll  die  wahrscheinlichste  Lage  des  ideellen  Punkts  gefunden 
werden.  Von  oiiem  beliebigen  Funkte  O werden  Lote  auf  alle  Ge- 
raden gefällt  und  um  ihre  Länge  verlängert;  der  Schwerpunkt  der 
mit  den  Gewichten  der  Geraden  belasteten  Endpunkte  (symmetri- 
scher Schwerpunkt  von  O)  sei  O',  der  symmetrische  Schwerpunkt 
von  O'  sei  O".  Dann  ist  der  Schnittpunkt  von  OO"  und  der  Tan- 
gente an  den  durch  OO'O"  beschriebenen  Kreis  in  0'  in  erster 
Näherung  das  Centrum  der  kleinsten  Quadrate  der  Abstände  jenes 
Punktes  O von  allen  Geraden.  H. 


Die  Grnndformoln  der  allgemeinen  Flächentbeorie.  Von  Dr. 
Hermann  Stahl,  ord.  Prof,  der  Mathematik  in  Tübingen  und  Dr 
V.  Kommereil,  Repetent  am  Seminar  in  Uracb.  Mit  einer  litbo- 
graphirten  Tafel.  Leipzig  1893.  6.  G.  Teubner.  114  S. 

Durch  die  Bearbeitung  und  Herausgabe  der  allgemeinen  Fläcben- 
tbeorie  haben  sich  die  Verfasser  ein  grosses  Verdienst  erworben. 
Da  dieser  Wissenschaftszweig  in  der  mathematischen  Litteratur 
(ganz  besonders  der  deutschen),  namentlich  gegenüber  der,  ins  un- 
begrenzte Neues  schaffenden  mathematischen  Tätigkeit  in  viel  ge- 
ringerem Masse  vertretou  ist,  als  cs  seiner  Bedeutung  entspricht,  in 
so  geringem  Masse,  dass  er  von  Stndirendcn  leicht  ganz  übersehen 
wird,  so  ist  Grund  es  bervorzuhebon,  dass  das  vorliegende  Work  die 
Existenz  einer  Doctrin  ans  Licht  zieht,  welche  auf  Lösung  von  Natur 
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gegebener,  nicht  erst  durch  Einführung  geschaffener,  also  unum- 
gänglicher Probleme  gerichtet  ist  und  bereits  Errungenschaften  in 
grösserem  Umfange  aufweist.  Die  Bearbeitung  ist  für  Studirende 
bestimmt.  Die  Anforderungen  an  Vorkenntnisse  sind  etwas  höher 
als  es  vielleicht  nötig  war;  doch  hat  dadurch  die  Kürze  der  Her- 
leitung  und  die  Uebersichtlichkeit  sehr  gewonnen.  Das  Zuwerke- 
gehen charaktcrisirt  sich  durch  folgendes.  Die  Auffassung  und 
Bezeichnung  ist  durchgängig  die  nämliche.  Die  cartesischen  Coor- 
dinaten  sind  stets  Functionen  zweier  Parameter  «,  o;  nie  wird  zur 
inversen  Darstellung  ühergegangen.  Dieselben  6 Fundamcntalgrössen 
«,  f,  g (nach  Gauss  E,  F,  G),  d,  d',  d"  (durch  einen  Factor  von 
den  Gauss’schen  abweichend),  welche  zur  Bestimmung  der  Fläche 
unabhängig  von  der  Lage  hinreichen,  werden  auch  hier  als  Elemente 
der  Ausdrücke,  deren  eine  grössere  Anzahl  gleich  von  Anfang  cin- 
geführt  sind , angewandt.  Die  für  die  Theorie  bedeutungsvollen 
Linien  auf  der  Fläche,  die  isometrischen  (conformen  Abbildungs- 
linien), die  geodätischen,  conjugirten,  Krümmungs-  und  asymtotischeu 
Linien,  für  sich  und  als  Parameterlinien,  schliesslich  die  Mittel- 
punktsflächen werden  nach  den  Fundamentalformeln  im  1.  Abschnitt 
behandelt.  Eigentümlich  ist,  dass  die  Theorie  der  isometrischen 
Linien  hier  von  den  sogen.  Minimallinieu,  d.  h.  den  imaginären 
Linien  Ss  — • 0 ausgeht,  üeberhaupt  ist  es  willkommen,  dass  man 
für  die  in  der  Theorie  bedeutungsvollen  Begriffe  hier  kurze  Namen 
findet.  Möchte  doch  auch  für  die  Function,  deren  Doppclintegral 
nach  dudv  die  Fläche  gibt,  ein  kurzer  Name  in  Gebrauch  kommen! 
Der  2.  Abschnitt  hat  zum  Gegenstände  die  Herloitung  einer  Fläche 
ans  gegebenen  Eigenschaften.  Als  eigentliches  Endziel  der  Unter- 
suchung wird  die  Darstellung  der  Fundamcntalgrössen  betrachtet, 
der  primitive  Ausdruck  der  Fläche  in  Coordiuaten,  wo  er  erreichbar 
ist,  als  beiläufiges  Resultat  behandelt.  Meistens  sind  es  nur  die 
Differentialgleichungen,  mit  denen  die  allgemeine  Untersuchung  ab- 
schliessen  muss.  Von  besondern  Flächen,  welche  deren  Integration 
gestatten,  sind  es  die  Minimalflächeu,  die  ausführlich  behandelt  wor- 
den. Dieser  Abschnitt  enthält  die  grösste  Anzahl  von  Theoremen, 
die  der  Mitteilung  vorzüglich  für  wert  befunden  worden  sind.  Dazu 
gehören  nicht  gerade  die  bekanntesten.  Der  3.  Abschnitt  untersucht 
die  allgemeine  Flächeucurvo.  Als  Vorbereitung  sind  einige  Teile 
der  allgemeinen  Curventheorie  entwickelt.  Das  Ganze  ist  aus  sach- 
lich gegebenen  scientiveu  Stoffe  selbständig  nach  einheitlicher  Me- 
thode gestaltet.  Die  Originalarheiteu  sind,  soweit  cs  möglich  war, 
angegeben.  ^ H. 

Ueber  imaginäre  Punkte  ebener  Cnrvou.  Von  Prof.  Dr.  H. 
Suhle,  Director  des  Herzoglichen  Friedrichs-Realgymnasiums  und 
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der  VorBcbule  des  Fridericianum.  Dessau  1893.  (Programmarbeit). 
4».  28  S 

Die  Absebnitte  der  Schrift  sind  überscbrieben : Von  den  imagi- 
nären Durcbscbnittspunkten  der  Curven  2.  — dann:  3.  Grades. 
Ueber  imaginäre  Maxima  und  Minima  der  Curven  3.  Grades.  All- 
gemeine Eigcnscbaftcn  der  ganzen  rationalen  Functionen  complexer 
Variabein.  Von  den  singulären  Punkten  der  durch  die  Functionen 
U(x,  y)  und  V(x,  y)  dargestellten  Flächen.  Von  den  reellen  — 
dann:  imaginären  Punkten  der  Flächen  U{x,  y)  und  F(»,  y)  Von 
den  imaginären  Durchscbnittspnukten  der,  ganzen  rationalen  Func- 
tionen nten  Grades  entsprechenden  Curven.  — Die  Abfassung  ist 
von  Anfang  au  dunkel  ausgedrückt.  Von  gegebenen  Curven  ist  über- 
haupt nirgends  die  Rede,  auch  nicht  von  den  gegenseitigen  Durch- 
schnitten solcher.  Es  wird  vielmehr  der  Gleichung  « = f(z)  in  un- 
ausgesprochenem Gedanken  die  Beziehung  untcrgelegt,  dass  « und  s 
Coordinaten  seien.  Hier  ist  u reell,  f eine  reelle  ganze  Function, 
und  es  handelt  sich  um  geometrische  Darstellung  der  Schnittpunkte 
einer  einzigen  so  bestimmten  Curvo  mit  der  Geraden  u = const, 
d.  h.,  wenn  man  die  müssige  und  durch  Concurronz  den  Leser  vexi- 
rende  Einkleidung  der  Frage  weglässt,  um  Darstellung  der  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichung.  Hierzu  wird  die  Complexe  z=:r-\-iy 
als  Punkt  auf  einer  Gruudebeue  und  die  reellen  Elemente  von  f{z) 
als  entsprechende  Ordinaten  zweier  Punkto  in  dritter  Dimension, 
deren  Orte  zwei  Flächen  sind,  dargestellt.  Ueber  Ziel  und  Erfolg 
muss  Ref.  auf  die  Schrift  selbst  verweisen,  da  er  schon  im  Vor- 
stehenden Misverstäudnisse  als  möglich  gern  eiuränmen  wird. 

Hoppe. 


Abriss  des  geometrischen  Calcüls,  Nach  den  Werken  des  Pro- 
fessors Dr.  Hermann  Günther  Grassmann  bearbeitet  von 
Ferdinand  Kraft,  Privatdocent  an  der  Universität  Zürich.  Mit 
in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Leipzig  1893.  B.  G.  Teubner. 
255  S. 

Das  Vorwort  macht  8 deutsche  Mathematiker  namhaft,  welche 
bestrebt  gewesen  sind  Grassmann’s  Ausdehuuugslehre  verständlich 
und  nutzbar  zu  machen.  Von  sich  selbst  sagt  der  Verfasser  aus, 
dass  sich  ihm  durch  mehrjährige  Studien  herausgestellt  hat,  dass 
dieselbe  von  theoretischem  und  grossem  praktischem  Nutzen  ist. 
Daraus  scbliesst  er  sofort,  es  handle  sich  nun  darum  die  erzielten 
Resultate  weitern  Kreisen  bekannt  zu  geben.  Da  nun  aber  gerade 
jener  Nutzen  es  ist,  den  Andre  bestreiten  oder  bezweifeln,  so  war 
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es  doch  zam  Zwecke  der  Terbreitung  der  Lehre  in  weitere  Kreise 
vor  allem  geboten,  von  dem  theoretischen  und  praktischen  Nutzen, 
den  der  Verfasser  daraus  gezogen  bat,  einmal  Rechenschaft  zu  geben. 
Nene  theoretische  Resultate  findet  man  im  Buche  nicht,  der  prak- 
tische (doch  jedenfalls  intellcctucllc,  nicht  materielle)  Gewinn  könnte 
nur  im  leichtern  Erlernen  und  Untersuchen  bestehen  — leichter  im 
Vergleich  mit  andern  Methoden,  dnrcb  die  man  dasselbe  erreicht; 
diesen  Iftsst  der  grosse  Umfang  der  gegenwärtigen,  zwar  in  deut- 
scher, doch  sehr  fremder  Sprache  geschriebenen  Einfilhmug  schwer- 
lich erhoffen.  Worin  dann  trotzdem,  dass  aller  Anschein  entgegen 
ist,  ein  Preis  fär  die  Mttbe  des  schwierigen  Studiums  noch  liegen 
kann,  darflber  hätte  der  Verfasser  nicht  schweigen  sollen.  Qui  tacit, 
consentit.  Hoppe. 


Die  Geometrie  der  Lage.  Vorträge  von  Dr.  Theodor  Reye, 
0.  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Strassburg  i.  E. 
Zweite  Abteilung.  Mit  36  Teztfiguren.  Dritte,  vermehrte  Auflage. 
— Dritte  Abteilung  der  dritten,  vermehrten  Auflage.  Leipzig  1892. 
Baumgärtner.  330  -}-  224  S. 

Die  1.  Abteilung  ist  im  30.  litt.  Bericht  S.  17  besprochen.  Die 
2.  Abteilung  bandelt  hauptsächlich  von  der  Collineation  und  der 
Correlation  der  Grnndgebildc  2.  und  3.  Stufe,  von  den  Flächen 
2.  Ordnung,  welche  durch  reciproke,  und  von  den  Strahlencongrn- 
cnzen  und  kubischen  Raumenrven,  welche  durch  collineare  Bändel 
oder  Felder  erzeugt  werden;  sie  umfasst  ausserdem  die  Polar-  und 
die  Nnllsysteme  wegen  ihrer  innigen  Verbindung  mit  den  Flächen 
2.  nnd  den  Raumenrven  3.  Ordnung.  Die  3.  Abteilung  enthält 
namentlich  die  Theorie  der  tetraedralen  Strahlencomplexe , welche 
durch  je  2 collineare  Räume,  und  die  der  kubischen  Flächen,  welche 
dnrcb  je  3 collineare  Bändel  erzeugt  werden,  und  im  Anschlüsse 
hieran  die  Theorie  der  Bäschei,  Bändel  und  Gebäsche  von  Flächen 
2.  Ordnung.  Die  Anhänge  zur  2.  nnd  3.  Abteilung  enthalten  bzhw. 
10  nnd  8 Aufgaben.  H. 


Over  het  ontstaan  van  oppervlakken  van  den  vierden  graad 
med  dnbbelrechte  door  middel  van  projectievo  bundeis  aan  kwadra- 
tischo  oppervlakken.  Door  J.  Cardiuaal,  Lecraar  aan  de  H.  B. 
S.  te  Tilburg.  Amsterdam  1892.  Johannes  Mällor.  63  S. 

ln  Verslagen  cn  Mededeelingcn  Vlll.  88  hat  der  Verfasser  eine 
Constrnction  der  f'lächen  4 Grades  mit  Doppelkegelscbnitt  mitge- 
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teilt  AU  Grundlage  diente  die  Constrnction  der  Fläche  als  Durch- 
schnitt der  homologen  Elemente  zweier  Bündel  quadratischer  Flächen. 
Jede  der  Basiscurven  der  beiden  Bündel  bestand  ans  2 Kegelschnit- 
ten, während  ein  Kegelschnitt  der  einen  Basiscnrve  mit  einem  Kegel- 
schnitt der  andern  zusammenfiel.  Auf  derselben  Grundlage  werden 
gegenwärtig  die  Flächen  4.  Grades  mit  Doppelgcraden  construirt 
und  in  Gruppen  geteilt.  In  Salmon  Fiedler’s  Geometrie  des  Raumes 
II  § 335  n.  f.  findet  man  einige  Eigenschaften  dieser  Flächen  an- 
gegeben. Am  Schlüsse  der  gegenwärtigen  Abhandlung  wird  gezeigt, 
welche  Verbindung  zwischen  den  hier  erhaltenen  Resultaten  und  den 
Salmon'schen  Formen  besteht  H. 
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d.  f.  Lateinschulen  vorgeschriebenen  Lehrpensums.  2.  Aufl.  Mün- 
chen, Kellerer’s  Hofbuchb.  1 Mk.  60  Pf.;  Einbd.  25  Pf. 

Martus,  II.  C.  E.,  50  Aufgaben  aus  der  Körporlehro  zur 
Eiuübg.  u.  zum  Gebrauche  bei  der  Abschlussprüfung  in  Unter- 
secunda.  Ergänzung  d.  2.  Thls.  der  Raumlehre  f.  höhere  Schulen. 
Bielefeld,  Velhagen  & Kl.  20  Pf. 

Neumann,  C.  E.  0.,  Formelbuch,  euth.  die  hauptsächlichsten 
Formeln,  Sätze  u.  Regeln  der  Elemeutar-Mathematik,  zum  Gebrauche 
an  Gymnasien  u.  Realschulen  übersichtlich  zusammengestellt.  5.  Aufl. 
Dresden,  Axt.  Kart.  1 Mk.  50  Pf. 

Petzold,  W.,  Fragen  u.  Aufgaben  (m.  Lösungen)  ans  dem  Ge- 
biete der  astronomischen  Geographie.  (Zn:  P.,  Leitfaden  der  astronom. 
Geographie.)  Bielefeld,  Velhagen  & Kl.  50  Pf. 

Schellen,  II.,  methodisch  geordnete  Materialien  f.  den  Unter- 
richt im  theoretischen  u.  praktischen  Rechnen,  nebst  e.  Anh.  üb. 
die  Flächen-  u.  Körper-Berechugn.  1.  TI.  Ein  Handbuch  nach 
geistbiid.  Grundsätzen  u.  m.  besond.  BerUcksicht.  d.  Kopfrechnens 
f.  Lehrer,  zum  Gebrauche  beim  Rechnennnterrichte  an  Gymnasien, 
Realgymnasien,  Oberrealschulen,  Realschulen,  Seminarien  u.  anderen 
höheren  Lehranstalten  ähnl.  Richtg.  12.  Aufl.,  bearb.  v.  II.  Lemkes. 
Münster,  Coppenrath’sche  Buchh.,  Verl.  4 Mk.;  Einbd.  30  Pf. 

Wallentin,  F.,  Auflösungen  zu  den  Maturitätsfragen  aas  der 
Mathematik.  Zum  Gebrauche  f.  die  obersten  Classon  der  Gymnasien 
und  Realschulen  zusaramengcstellt.  2.  Aufl.  Wien,  C.  Gerold’s  S., 
Verl.  Geb.  in  Leinw.  4 Mk. 
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Tabellen, 


August,  E.  F.,  Tollstäudigo  logarithmische  u.  trigonometrische 
Tafeln.  18.  Aufl.,  besorgt  v.  F.  August.  Leipzig,  Veit  & Co.  Geb. 
1 Mk.  GO  Pf. 

Gau  SS,  F.  G.,  fünfstellige  vollständige  logarithmische  und  tri- 
gonometrische Tafeln.  38.  Aufl.  Halle,  Strien,  Verl.  Geb.  2 Mk. 
50  Pf. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Belikow,  A.,  u.  A.  Nathing,  Lehrbuch  der  Algebra,  nebst 
e.  Sammlung  v.  Uebnngsanfgaben.  Für  Gymnasien  n.  Realschulen 
bearb.  St.  Petersburg,  Eggers  <6  Co.  6 Mk. 

Bohl,  P.,  üb.  die  Darstellung  v.  Functionen  e.  Variabein  durch 
trigonometrische  Reihen  m.  mehreren  e.  Variabein  proportionalen 
Argumenten.  Diss.  Dorpat,  Karow.  1 Mk. 

Brenner,  A.,  ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik.  Metho- 
disches Handbuch  zum  Gebrauche  in  den  unteren  Klassen  der  Mit- 
telschulen n.  beim  Privatstudium.  II.  Thl.  In  2.  Aufl.  neu  bearb. 
Freising,  Dr.  Datterer.  1 Mk.  60  Pf. 

Cznber,  E.,  üb.  die  Differcntialqnotienten  v.  Fnnctionen 
mehrerer  Variablen.  Leipzig,  Frey  tag.  50  Pf. 

Esche  rieh,  G.  v.,  üb.  die  Mnltiplicatoren  e.  Systems  linearer, 
homogener  Differentialgleichungen.  (I.  Mittheilg.)  Ebd.  50  Pf. 

Forsyth,  A.  R.,  Theorie  der  Differentialgleichungen.  1.  Thl.: 
Exacte  Gleichgn.  n.  das  PfafTsche  Problem.  Antoris.  deutsche  Ansg. 
v.  H.  Maser.  Leipzig,  Teubner.  12  Mk. 

Geigonmüller,  R.,  Elemente  der  höheren  Mathematik,  zu- 
gleich als  Sammlg.  v.  Beispielen  n.  Aufgaben  ans  d.  analytischen 
Geometrie,  algebraischen  Analysis,  Differential-  u.  Integralrechng. 
Für  techn.  Lehranstalten  u.  zum  Selbstunterricht.  II.  Bd.  Die  nie- 
(^ere  n.  die  höhere  Analysis  m.  Rücksicht  auf  Functionen  e.  reellen 
Variablen.  2.  Aufl.  Mittweida,  Polytechn.  Buebh.  7 Mk. 

Haentzschel,  E.,  Studien  üb.  die  Rednetion  der  Potential- 
gleichnng  auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen.  Ein  Anhang  zu 
Heine’s  Handbuch  der  Kugelfunctionen.  Berlin,  Georg  Reimer.  6 Mk. 

Michelsen,  P.,  die  bestimmten  algebraischen  Gleichungen  d. 
1.  bis  4.  Grades.  Nebst  e.Anh.:  Unbestimmte  Gieicbgn.  Für  höhere 
Unterrichtsanstalten,  sowie  f.  den  Selbstunterricht  bearb.  Hannover, 
Meyer.  4 Mk. 

Geometrie. 

Borgmeyer,  J.,  geometrische  Untorsnehnng  üb.  den  Ort  der 
Fusspunkto  der  Lote,  welche  von  e.  Punkto  auf  die  Strahlen  e. 
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linearen  Congruenz  gefallt  werden.  Dies.  Hildesheim,  Borgmcyor’s 
Buchh.  1 Mk.  20  Pf. 

Bouffier,  H.,  Lohre  der  geometrischen  u.  perspektivischen 
Schatlenkonstrnktion.  Wiesbaden,  Bossong.  1 Mk.  50  Pf. 

Bücking,  F.,  die  Winkolgegenpuukte  d.  Dreiecks.  Ein  Spo- 
cialfall  der  involutor.  Verwandtschaft.  Diss.  Leipzig,  Fock.  1 Mk. 

Fialkowski,  N.,  die  vollständige  Trisection  d.  Winkels  Die 
Lösg.  d.  2000  jährigen  Problems  auf  elementar-geomctr.  Wege  im 
Sinne  der  Alten,  d.  h.  hios  m.  Lineal  n.  Zirkel.  Wien,  Halm  & G. 
3 Mk. 

Handel,  elementar-synthetische  Kegelschnittslehre.  Zum  Ge- 
brauch an  höheren  Lehranstalten  bearb.  Berlin,  Weidmann’scho 
Buchh.  1 Mk.  40  Pf. 

Kraft,  F.,  Abriss  d.  geometrischen  Kalküls.  Nach  den  Werken 
H.  G.  Grassmann’s  bearb.  Leipzig,  Teubnor.  6 Mk. 

Küpper,  C.,  Bestimmung  der  Minimalgruppeu  f.  C",  das  heisst 
der  Groppen  v.  kleinster  Punctzahl,  welche  in  Bezicbg.  zu  Curven 
m*®'  Ordng.  normale  Lagen  haben.  Prag,  Rivnäi',  Verl.  90  Pf. 

Lange,  J.,  synthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte  nebst 
Uebnngsaufgaben,  f.  die  Prima  höherer  Lehranstalten.  Berlin,  H. 
W.  Müller.  1 Mk.  20  Pf. 

Leonhardt,  G.,  Grnndzüge  der  Trigonometrie  u.  Stereometrie 
f.  den  16.  Jabreskursus  höherer  Lehranstalten.  Halle,  Strien,  Verl., 

1 Mk.  20  Pf. 

Mornik,  F.,  Ritter  v.,  die  geometrische  Formenlehre  in  der 
Volksschule.  Eine  Anleitg.  f.  Lehrer  zur  Ertheilg.  d.  geometr. 
Unterrichtes.  4.  Aufl.  Leipzig,  Freytag.  Geb.  1 Mk.  10  Pf. 

Rüefli,  J.,  Lehrbuch  der  Stereometrie,  nebst  e.  Sammlg.  v. 
Uebnngsanfgabcu.  Zum  Gebrauche  an  Sckundaschulen,  Realschulen 
u.  Gymnasial-Anstalten  bearb.  2.  Aufl.  Bern,  Schmid,  Frauoke  & Co., 
Verl.  Kart.  1 Mk.  60  Pf. 

Stahl,  H.,  n.  V.  Ko  mm  ereil,  die  Grundformen  der  allgemei- 
nen Flächentheorie.  Leipzig,  Teubner.  4 Mk. 

Sturm,  R.,  die  Gebilde  1.  u.  2.  Grades  der  Liniengeometrie 
in  synthetischer  Behandlung.  II.  Thl.  Die  Strahleocongruenzen. 
Ebd.  12  Mk. 

Wagner,  H,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  n.  Anfgaben- 
sammlung  f.  Realschulen.  2.  Aufl.  Hamburg,  Gräfe  & S.  Kart 

2 Mk.  20  Pf. 

Weyr,  E.,  üb.  abgeleitete  J“  — 1 auf  Trägern  vom  Geschlechte 
Eins.  Leipzig,  Freytag.  40  Pf. 

— Uber  Vervollständigung  v.  Involutionen  auf  Trägern  vom 
Geschlechte  Eins  u.  üb.  SteiueFsche  Integrale.  Ebd.  50  Pf. 

— üb.  Vervollständigung  v.  Involutionen  auf  Trägern  vom  Ge- 
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schlechte  Eins  n.  üb.  Steincr’schc  Polygone.  (II.  Mittbeilg.)  Ebd. 
90  Pf. 

Zetzsche,  K.  E.,  Katechismus  der  ebenen  u.  räamlichen 
Geometrie.  3.  Anfl.  Leipzig,  J.  J.  Weber.  Geb.  in  Leinw.  3 Mk. 

Zwicky,  M.,  Grandriss  der  Planimetrie  o.  Stereometrie  nebst 
Uebungsanfgabeu.  1.  Ti.:  Planimetrie.  Bern,  Schmid,  Francke  & 
Co.,  Verl.  Kart.  1 Mk.  60  Pf 


Trigonometrie. 

Genau,  A.,  die  Logarithmen  u.  die  ebene  Trigonometrie.  Büren, 
Hagen.  Geb.  1 Mk.  10  Pf 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Ganss,  F.  G.,  die  trigonometrischen  u.  polygonometrischon 
Rechnnngen  in  der  Feldmesskunst.  2.  Anfl.  8.  u.  9.  (Schluss-)  Hft. 
Halle,  Strien,  Verl,  ü 3 Mk.  50  Pf 

— dasselbe.  2.  Anfl.  Kplt.  Ebd.  36  Mk. ; geb.  37  Mk. 
50  Pf 

Ko  11,  0.,  die  Theorie  der  Beobachtnngsfehler  n.  die  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  m.  ihrer  Anwendung  auf  die  Geodäsie  u.  die 
Wassermessungen.  Berlin,  Springer.  10  Mk. ; geb.  11  Mk.  20  Pf 
Liznar,  J.,  eine  neue  magnetische  Aufnahme  Oesterreichs.  (4. 
vorläuf  Bericht.)  Leipzig,  Freytag.  30  Pf 

Zeitschrift  f Vermessungswesen.  Hrsg.  v.  W.  Jordan  u.  C. 
Steppes.  22.  Bd.  Jahrg.  1893.  (24  Hfto.)  1.  Hft.  Stuttgart, 

Wittwer’s  Verl.  Jährlich  9 Mk. 


Mechanik. 

Finger,  J.,  üh.  jenes  Massenmoment  e.  materiellen  Punkt- 
systems, welches  aus  dem  Trägheitsmomente  n.  dem  Deviations- 
momente in  Bezug  auf  irgend  eine  Axe  resultirt.  Leipzig,  Freytag, 
50  Pf 

Huber,  Fh.,  Katechismus  der  Mechanik.  5.  Anfl.  Leipzig, 
J.  J.  Weber.  Geh.  in  Leinw.  3 Mk. 

Ranssenberger,  0.,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik. 
In  2 Bdn.  2.,  woblf  (Titel-)  Ausg.  in  1 Bde.  Leipzig,  Teubner. 
8 Mk. 
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Technik, 


Echo,  elektrotechnisches.  Hrsg.  u.  Red.:  M.  Krieg.  6.  Jabrg. 
1823.  (52  Hfte.)  1.  Hft.  Leipzig,  Leiuer.  Vierteljährlich  3 Mk. 

Einer,  F.,  Elektrotechnische  Untersuchungen.  (IIL  Mittheilg.) 
Leipzig,  Freytag.  60  Pf. 

Krämer,  J.,  Construction  u.  Berechnung  f 12  verschiedene 
Typen  v.  Dynamo-GIeichstrem-Maschinen.  Für  Maschinon-Ingenicure 
u.  Elektretechniker  bearb.  Mit  16  Taf,  woven  8 in  Farbendr.,  als 
Zeichnungs- Vorlagen  bei  Constrnctions-Arbeiten,  m.  erläut.  Text  u. 
18  Fig.  Leipzig,  Leiner.  Kart.  10  Mk. 

Kröhncke,  G.  A.  H.,  Handbuch  zum  Abstecken  v.  Curven  auf 
Eisenbahn-  u.  Wegelinien.  Für  alle  vorkomm.  Wiukel  n.  Radien 
aufs  sorgfältigste  berechnet  n.  hrsg.  12.  Aufl.  Leipzig,  Teuhner. 
Geb.  1 Mk.  80  Pf 

Schuhr’s,  G.,  elektrotechnisches  Adressbuch  f 1893.  Eine 
Sammlg.  v.  Adressen  d.  Elektrotechniker  u.  elektrotechn.  Firmen  d. 
In-  u.  Auslandes,  geordnet  in  3 Thle.  nach  Namen,  Orten  n.  e.  Be- 
zugsquellen-Verzeichniss.  Berlin,  Schnhr.  Kart.  5 Mk. 

Thompson,  S.  P.,  die  dynaraoelcktrischen  Maschinen.  Ein 
Handbuch  für  Studirende  der  Elektrutechnik.  4.  Auä.  Deutsche 
Ucbersetzg.  v.  C.  Grawinkel.  5.  u.  6.  Hft.  Halle,  Knapp,  ä 2 Mk. 

Zeitschrift,  elektrotechnische.  (Centralblatt  f Elektrotechnik.) 
Red.  V.  F.  Upponborn.  14.  Jahrg.  1893.  (52  Hfte.)  1.  Hft. 

Berlin,  Springer.  Jährlich  20  Mk. 


Optik,  Akustik  and  Elastlcltät. 

Centralzoitnng  f Optik  u.  Mechanik.  Red.:  0.  Schneider. 
14.  Jahrg.  1883.  (24  Nrn.)  Nr.  1.  Leipzig,  Gressner  & Sehr. 

Vierteljährlich  2 Mk. 


Erd-  und  Himmelskunde. 

Beobachtungen,  deutsche  überseeisch-meteorologische.  Gesammelt 
u.  hrs.  V.  der  deutschen  Seewarte.  5.  Hft.  Hamburg,  Friederiebsen 
& Co.  10  Mk. 

Berfried,  E.,  Tafeln  zur  Veranschaulichung  der  Ausgestaltung 
der  christlichen  Osferrcchnnng.  Mittelwaldc,  Hoffmann.  8 Mk. 

Elster,  J.,  u.  H.  Gelte  1,  Elmsfeuerbeobachtungen  auf  dem 
Sonnblick.  Leipzig,  Freytag.  2 Mk. 

Hartl,  H.,  Bestimmung  v.  Polhühe  u.  Azimut  auf  der  Stern- 
warte in  Athen.  Ebd.  1 Mk.  60  Pf 
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Himmel  n.  Erde.  Illustr.  rafnrwissenschaftl.  Monataschrift. 
Hrsg.  V.  der  Gesellschaft  Urania.  Ked.:  M.  W.  Meyer.  V.  Jahrg. 
Octbr.  1892  bis  Septbr.  1893.  A.  Hft.  Berlin,  Herrn.  Paetcl.  Vier- 
toljäbrlich  3 Mk.  fiü  Pf. 

Hoernes,  R.,  Erdbebcnkunde.  Die  Erscbeingn.  n.  Ursachen 
der  Erdbeben,  die  Methoden  ihrer  Beobacbtg.  Leipzig,  Veit  4 Co. 
lü  Mk. 

Jahrbuch,  Berliner  astronomisches,  f.  1895,  m.  Angaben  f.  die 
Oppositionen  d.  Planeten  (1)  — (310)  f.  1893.  Hrsg.  v.  dem  Rechen- 
Institute  der  königl.  Sternwarte  zu  Berlin  unter  Leitg.  v.  F.  Tiet- 
jen.  Berlin,  Dümraler’s  Verl.  12  Mk. 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches,  1892.  Bayern.  Beobach- 
tungen der  meteorolog.  Stationen  im  Königr.  Bayern,  hrsg.  von  der 
königl.  meteorolog.  Ceutral-Station  durch  C.  Lan g u.  F.  Erk.  14. 
Jahrg.  1892.  L Hft.  München,  Theod.  Ackermann,  Verl.  Jähr- 
lich 18  Mk. 

Jahrbuch  der  meteorologischen  Beobachtungen  d.  Wetterwarte 
der  Magdeburgischen  Zeitung.  Hrsg.  v.  A.  W.  Grtttzmacber. 
X.  Bd.  XI.  Jahrg.  1891.  Magdeburg,  Faber’scbe  Buchdr.  Kart. 
6 Mk. 

Kalender,  astronomischer,  f.  1893.  Nach  dem  Master  d.  K. 
V.  Littrow’schen  Kalenders  hrsg.  v.  der  k.  k.  Sternwarte.  Neue  Folge. 
12.  Jahrg.  Wien,  C.  Gorold’s  S.,  Verl.  Kart.  2 Mk. 

Kölbenheyer,  H^  Untersuchungen  üb.  die  Veränderlichkeit 
der  Tagestemperatur.  Leipzig,  Freytag.  5Ü  Pf. 

Mittbeilnugen  der  Vereinigung  v.  Freunden  der  Astronomie  n. 
kosmischen  Physik.  Red.  v.  W.  Foerster.  3,  Jahrg.  1893.  lü 
bis  12  Hfte.  Berlin,  Dümmler’s  Verl,  ß Mk. 

Nachrichten,  astronomische.  Hrsg.:  A.  Krneger.  1.32.  Bd. 
Nr.  L Hamburg,  Mauke  Söhne.  Für  den  Band  13  Mk. 

Pfeil,  L.  Graf  v.,  Protuberanzen,  Meteoriten,  Weltennebel  n. 
Kometen.  Berlin,  DUmmler’s  Verl.  6Ü  Pf. 

Schack,  A.,  magnetische  Beobachtnngen  anf  der  Nordsee,  an- 
gestellt in  den  J.  1884  bis  1886, 1890  u.  1891.  Hamburg,  A.  Scbück’s 
Selbstvorl.  6 Mk. 

See,  Th.  J.  J.,  die  Entwickelnng  der  Doppelstern-Systeme. 
Dias.  Berlin,  Friedländer  4 S.  ß Mk. 

Sirius.  Zeitschrift  f.  populäre  Astronomie.  Red. : H.  J.  Klein. 
26.  Bd.  od.  Nene  Folge  2L  Bd.  (12  Hfte.)  L Hft.  Leipzig,  Scholtze. 
Für  den  Band  12  Mk. 

Stern,  P.,  Ergebnisse  zwanzigjähriger  meteorologischer  Be- 
obachtungen der  Station  Nordhausen  a.  Harz.  Leipzig,  Fock,  Verl. 
1 Mk. 

Sternkarte,  drehbare.  Eer  Sternhimmel  zu  jeder  Stunde  d. 
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Jahres.  Ansg.  f.  Mitteleuropa.  11.  Anfl.  Fraukfart  a./M-,  Deutsche 
Lehrmittel-Anstalt.  1 Mk.  25  Pf. ; tranapareut  1 Mk.  60  Pf. ; m.  Be- 
lenebtungsapparat  1 Mk.  80  Pf;  als  Liehtschirm  zum  Aufhangen 
1 Mk.  75  Pf;  m.  Lichtschirmstander  5 Mk. 

Tuma,  J.,  Lnftelektricitatsmessungen  im  Luftballon.  Leipzig, 
Freytag.  20  Pf 

Veröffentlichungen  d.  Rechen-Instituts  der  königl.  Sternwarte  zu 
Berlin.  Nr.  2.  Berlin,  Dttmmler’s  Verl.  1 Mk.  60  Pf 

Veröffentlichungen  der  grossberzl.  Sternwarte  zu  Karlsruhe. 
Hrsg.  V.  W.  Valentiuer.  4.  Hft.  Karlsruhe,  Braun’scbe  Hof- 
buchb.,  Verl.  20  Mk. 

VierteljahrsBchrift  der  astronomischen  Gesellschaft.  Hrsg.  v. 
R.  Lehmanu-Filhös  n.  H.  Seeliger.  27.  Jabrg.  1892.  3.  Hft. 
Leipzig,  Engelmann.  2 Mk. 

Weiss,  £.,  Untersuchung  der  systematischen  Differenzen  einiger 
südlichen  Sternkataloge.  Leipzig,  Freytag.  2 Mk.  40  Pf 

Wetter,  das.  Meteorologische  Monatsschrift  f Gebildete  aller 
Stände.  Hrsg.  v.  R.  Assmann.  10.  Jahrg.  1893.  1.  Hft.  Braun- 
schweig, Salle.  Jährlich  6 Mk. 

Wisiieenns,  W.  F.,  Tafeln  zur  Bestimmung  der  jährlichen 
Auf-  u.  Untergänge  der  Gestirne.  Publication  der  astronom.  Gesell- 
schaft. XX.  Leipzig,  Engelmann.  6 Mk. 

Zeitschrift,  meteorologische.  Hrsg,  im  Anftrage  der  Österreich. 
Gesellschaft  f Meteorologie  n.  der  deutschen  mcteorolog.  Gesell- 
schaft, red.  V.  J.  Hann  u.  G.  Hellmann.  10.  Bd.  1893.  12  Hfte. 
Wien,  Hölzel’s  Verl.  20  Mk. 


Nautik. 

Albrecht,  M.  F.  n.  C.  S.  Vierow,  Lehrbuch  der  Navigation 
n.  ihrer  mathematischen  Hülfswissenschaften.  Für  die  königl.  prenss. 
Navigations-Schulen  bearb.  7.  Anfl.  Berlin,  v.  Decker’s  Verl. 
12  Mk.;  geh.  in  Leinw.  13  Mk.  50  Pf 

Lndolph,  W.,  Leuchtfeuer  n.  Scballsignale  der  Erde.  22. 
Jabrg.  6.  Anfl.  Ergänznngsheft  1893.  Bremen,  Heinsius  Nachf 
50  Pf 

dasselbe  in  Ostsee , Nordsee  u.  Kanal.  22.  Jabrg.  6.  Aufl. 
Ergänznngsheft  1893.  Ebd.  50  Pf 

Mittheilungen  aus  dem  Gebiete  d.  Seewesens.  Hrsg,  vom  k.  k. 
bydrograph.  Amte,  Marine-Bibliothek.  21.  Bd.  Jahrg.  1893.  12 

Hfte.  Wien,  Gerold’s  S.  12  Mk. 

Nachrichten  f Seefahrer.  Hrsg.  v.  dem  bydrograph.  Amt  d. 
Beichs-Marine-Amts.  XXIV.  Jabrg.  1883.  (52  Nrn.)  Nr.  1.  Berlin, 
Mittler  & S.  Vierteljährlich  1 Mk. 
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Verzeicbniss  der  Leucbtfcner  u.  NebcIsignalstationoD  aller  Meere. 
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Lehrbücher. 

Die  bestimmten  algebraischen  Gleichungen  des  ersten  bis  vierten 
Grades  nebst  einem  Anhang:  Unbestimmte  Gleichungen.  Fhr  höhere 
Unterrichtsaostalten  sowie  für  den  Selbstunterricht  bearbeitet  von 
P.  Michelsen.  Hannover  1893.  Carl  Meyer.  306  S. 

Als  Zweck  des  Vorliegenden  wird  angegeben,  dem  Lernenden 
Schwierigkeiten  Oherwinden  zu  helfen  und  ihn  in  der  sichern  Hand- 
habung der  Anflösungsmethoden  zu  üben.  Da  durchweg  die  Lehre 
von  den  algebraischen  Operationen  und  Transformationen,  soweit  sie 
bei  der  Lösung  von  Gleichungen  in  Anwendung  kommen,  als  be- 
kannt vorausgesetzt  wird,  so  würden  beim  Uebergange  znr  Lehre 
von  den  Gleichungen  wol  Schwierigkeiten  vor  allem  .in  der  Verschie- 
denheit beider  Disciplinen  zu  suchen  sein.  In  jener  vollzieht  der 
Schüler  nur  eine  Forderung  der  Schule  ohne  Anlass  sich  um  Zweck 
und  Bedeutung  zu  kümmern,  deren  Bewusstsein  um  so  leichter 
schwinden  kann,  weit  die  nnbenannte  und  allgemeine  Zahl,  mit  der 
er  operirt,  den  Gedanken  von  der  Wirklichkeit  abzieht  In  der  letz- 
tem soll  er  lernen  die  Antwort  auf  eigene  quantitative  Fragen 
selbst  zu  suchen ; hier  muss  er  Zweck  und  Bedeutung  stets  im  Auge 
haben.  Diese  neue  Forderung  mag  Manchen  gering  erscheinen. 
Welche  Verirrungen  und  Unklarheiten  aber  gerade  in  diesem  Punkte 
noch  möglich  sind,  verraten  diejenigen  Pädagogen,  welche  die  so- 

arck.  a.  lUtb.  o.  Fhjr».  2.  Beike,  T.  ZU.  4 
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gcnauDte  henristiscbe  Methode  der  Lösung  von  Aufgaben  empfehlen 
mit  der  Behauptung,  dass  durch  sie  der  Grund  des  Verfahrens  deut- 
lich werde,  dahingegen  die  algebraische  Methode  zum  Resultate  führe, 
man  wisse  nicht  warum,  wahrend  doch  umgekehrt  bei  ersterer  die 
Kunst  so  zu  fragen,  dass  sich  das  Gesuchte  ergibt,  Geheimniss  des 
Lehrers  bleibt,  bei  ietzterer  hingegen  der  ganz  einfache  Grund  nicht 
nur  gelehrt  wird,  sondern  ohne  seine  Kenutniss  gar  nicht  gerechnet 
werden  kann.  Die  genannte  fundamentale  Schwierigkeit  ist  es  indes 
weniger,  die  der  Verfasser  betont;  cs  soll  vielmehr,  weil  die  Glei- 
chungen sehr  mannigfaltig  complicirt  gegeben  sein  können,  auch 
der  kürzeste  Weg  der  Lösung  und  mancher  Kechnnngsvorteil  gezeigt 
werden.  Hiergegen  ist  zu  erinnern,  dass  man  Schwierigkeiten,  welche 
die  Ausführung  von  Operationen  bietet,  nicht  als  solche  der  Glei- 
chungslchre  zu  betrachten  hat.  Sind  die  Aufgaben  complicirter  als 
in  den  vorausgehenden  Uebungen  der  Operationen  vorgesehen  ist,  so 
wird  nur  aus  diesem  Grunde  die  Arbeit  grösser.  Reebnnngsvorteile 
kann  man  eher  zu  viele  als  zu  wenige  mitteilon:  die  selbst  gefunde- 
nen sind  jedem  Rechner  nützlicher  als  die  mitgeteilten;  jedenfalls 
sollte  mau  den  Schülern  einen  Reebnungsvorteil  erat  dann  angeben, 
wenn  die  Erfahrung  vorliegt,  dass  sie  einen  zu  langen  Weg  gewählt 
haben.  Zu  diesen  Rechnungsvorteiien  ist  aber  die  wolgeordnete 
Reihenfolge  der  Rednetionen  der  Gleichungen,  die  der  Verfasser  be- 
sonders damit  gemeint  zu  haben  scheint,  nicht  zu  zählen,  denn  diese 
ist  zum  Beweise  der  Erreichbarkeit  bestimmter  Grundformen  not- 
wendig. In  beiden  Beziehungen  findet  man  in  der  Ausfübrnng  keinen 
Grund  Erhebliches  auszusetzen:  die  für  den  Anfänger  wichtige  Be- 
merkung, dass  eine  Gleichung  (resp.  Ungleichung)  der  natürliche, 
nicht  erst  doctrinär  umgestaltete,  Ausdruck  jedes  quantitativen  Ur- 
teils ist,  findet  sich  gleich  im  Anfang  ausgesprochen,  und  an  Rech- 
nungsvortcilen  zeigt  sich  kein  Uehermass;  auch  die  hervortretende 
Ausführlichkeit  ist  als  nützlich  anznerkennen.  Allein  jene  natür- 
lichen Schwierigkeiten  können  noch  sehr  vermehrt  werden  durch  die- 
jeuigen,  welche  der  Lehrer  durch  unzweckmässigen  Lehrgang,  man- 
gelhaften Ausdruck,  Ausserachtlassen  des  zum  Verständuiss  Notwen- 
digen u.  s.  w.  selbst  schafft,  und  dies  ist  nach  gegenwärtiger  Ab- 
fassung der  Fall.  Es  ist  eine  bekannte  Regel,  dass  man  die  Schwie- 
rigkeiten einer  Aufgabe,  wo  möglich,  isoliren  muss.  Dies  geschieht 
bei  Gleichungen  für  1 Unbekannte,  indem  man  sie  zuerst  auf  eine 
Grundform  bringt.  Von  Grundform  ist  hier  gar  nicht  die  Rede, 
sondern  nur  vom  Ordnen  der  Gleichung,  bei  dem  indes  noch  beliebig 
viele  Terme  gleichen  Grades  stehen  bleiben,  und  nicht  danach  ge- 
fragt wird,  ob  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  null  ist.  In  der 
Tat  entspricht  also  die  so  geordnete  Gleichung  der  Grundform  nicht 
und  entscheidet  nicht  Uber  ihren  Grad.  Ohne  Rücksicht  darauf  wird 
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dennoch  der  Qleichnng  ein  Grad  zugcschricben,  nämlich  gleich  dem 
„inhaltlich“  höchsten  Exponenten  der  Unbekannten;  statt  aber  das 
dankte  Wort,  welches  aushelfcn  mnss,  zu  erklären,  wird  nur  gesagt, 
um  den  wirklichen  Grad  zu  finden,  müsse  man  die  Gleichung  erst 
ordnen.  Bass  man  ihn  dann  findet,  wird  nicht  behauptet.  Mit  der 
bald  folgenden  Aeusserung,  der  Grad  der  Gleichung  scheine  bis- 
weilen höher  oder  niedriger  zu  sein,  als  er  wirklich  wäre,  bekennt 
der  Verfasser  im  Grunde  selbst,  dass  er  den  Leser  in  der  Irre  her- 
nmführt.  Im  übrigen  scheint  der  Verfasser  sehr  auf  das  gefällige 
Entgegenkommen  der  Schüler  zu  rechnen,  dass  sie  stets  das  denken, 
was  der  Lehrer  gemeint,  aber  nicht  gesagt  hat:  das  einemal  meint 
er  mit  einem  Buchstaben  a eine  exclusiv  positive  Zahl  ohne  cs  zu 
sagen,  eine  Bedeutung  die  doch  jedenfalls  bei  der  Unbekannten  nicht 
festgehalten  wird,  ein  andresmal  meint  er  mit  dem  Zeichen  V a die 
Wurzel  mit  Doppelvorzeichen,  sogar  wenn  in  demselben  Ausdruck 
dasselbe  Zeichen  im  Sinne  des  absoluten  Wertes  gebraucht  ist,  beides 
ohne  Erklärung.  Von  Unachtsamkeiten  dieser  und  mancher  Art  ist 
das  Buch  voll.  Das  Ganze  macht  den  Eindruck  von  ungenügender 
Beherrschung  des  Lehrstoffs:  wäre  der  Verfasser  besser  damit  ver- 
traut, so  würde  er  z.  B.  zur  Discussion  der  quadratischen  Gleichung 
gewiss  einen  kürzeren  Weg  gewählt  haben;  er  lässt  aber  sogar  ganz 
unerwähnt,  dass  Summe  und  Product  der  Wurzeln  von  Anfang  be- 
kannt, und  ans  ihnen  deren  Vorzeichen  unmittelbar  ersichtlich  sind. 
Neben  allerhand  logisch  pädagogischen  Mängeln  zeichnet  sich  das 
Buch  durch  Bcichhaltigkeit  an  Lehren  und  Uebungen  aus. 

Hoppe. 


Die  wichtigsten  ßechenregcln  nebst  Musterbeispielen  insbesondere 
Lösung  aller  Aufgaben  der  Regeldetri  und  der  darauf  beruhenden 
Keebnungsarten  vermittelst  einheitlicher  Behandlung  des  Ansatzes. 
Zur  Wiederholung  für  die  Schüler  aller  Anstalten  bearbeitet  von 
Dr.  pbil.  R.  Olbricht,  Oberlehrer  am  Königlichen  Realgymnasium 
zu  Döbeln.  Leisnig  1893.  Herrm.  Ulrich.  48  S. 

Der  erste  Teil  des  Baches  ist  eine  kurzgefasste  Zusammenstellnng 
des  Inhalts  der  numerischen  Recbenlehro  mit  unbenanuten  und  be- 
nannten Zahlen.  Der  zweite  Teil  ist  darauf  gerichtet,  die  Regeldetri 
zu  einem  gleichmässig  geordneten  Algorithmus  zu  gestalten.  Er 
setzt  voraus,  dass  der  Schüler  nur  Aufgaben  bekommt,  bei  denen 
die  4 Glieder  wirklich  in  geometrischer  Proportion  stehen,  und  sagt 
nichts  davon,  woran  er  dies  erkennen  soll.  Es  bandelt  sich  also 
hier  nur  um  Ausführung  von  Vorschriften  ohne  Urteil.  H. 
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Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  fltr  höhere 
Schulen.  Von  Dr.  Bernhard  Horcher,  ordentlichem  Lehrer  am 
Grossh.  Gymnasium  zu  Jena  Erweiterter  Sonder-Abdrnck  ans  dem 
Lehrbuch  der  Geometrie  von  demselben  Verfasser.  Leipzig  1893. 
Carl  Jacobsen.  37  S. 

Das  Buch  bat  nicht  im  entferntesten  etwas  mit  analytischer 
Geometrie  zu  tun;  es  gibt  weder  eine  Grundlage  geometrischer 
Untersuchung,  noch  eine  Deduction  auf  allgemeiner  Grundlage,  son- 
dern teilt  nur  einige  Eigenschaften  gewisser  Ranmgebilde  mehr  re- 
snltatweiso  als  begründet  mit,  denen  dann  und  wann  das  Allgemei- 
nere gleichsam  als  nebensächlich  beigefUgt  wird.  Der  Hauptgegenstand 
sind  die  Kegelschnitte.  Voraus  geht  einiges  über  ebene  Coordinaten 
in  Aufgaben  und  deren  Resultaten  mit  bloss  nominellen  Erklärun- 
gen, znmteil  so  ausgesprochen,  dass  man  nicht  erkennen  kann,  was 
der  Verfasser  mit  den  Namen  bezeichnen  will,  z.  B.;  „Die  Axen 
bilden  das  Coordinatensystem“.  — „Die  Function  . . . heisst  die 
Gleichung  der  Linie“.  — Die  Parabel,  Ellipse,  Hyperbel  mit  den- 
jenigen Focaleigenschaften,  welche  hernach  zugrunde  gelegt  werden, 
werden  einzeln  aus  Schnitten  des  geraden  Kegels  mit  der  Ebene 
stereometrisch  hcrgcleitet,  die  Construction , Tangente,  Polarglei- 
chnng,  Quadratur,  Kubatur  der  Rotationsfigur  und  die  Trisection 
des  Winkels  mit  Coordinaten  behandelt.  Bei  der  Winkoltrisection 
bat  der  Verfasser  nicht  beachtet,  dass  man  mit  einem  einzigen 
Kegelschnitt  alle  Winkel  dreiteilcn  kann;  er  verlangt  vielmehr  fär 
jeden  gegebenen  Winkel  eine  besondere  Curvenconstrnction. 

Hoppe. 


GrnndzUge  der  Trigonometrie  nnd  Stereometrie  für  den  sechsten 
Jahrescursns  höherer  Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr.  Georg 
Lconhardt,  Oberlehrer  am  Horzogl.  Friedrichs-Realgymnasium  in 
Dessau.  Halle  a.  S.  1893.  Eugen  Strien.  71  S. 

Das  erstere  der  zwei  gesonderten  Lehrbücher  behandelt  die 
Theorie  und  Praxis  der  Dreiecksaufgaben  vollständig  nnd  fügt  noch 
einige  Vermessnngsaufgaben  hinzu,  gibt  dagegen  von  der  Goniometrie 
nur  soviel,  als  für  Begriffserklärnng  und  Gebrauch  der  Tafeln  not- 
wendig ist,  übergeht  also  alle  algebraischen  Relationen  der  Func- 
tionen sowie  die  Formeln  für  die  Functionen  der  Summe  zweier 
Winkel.  Die  Deductionsmethode  ist  für  jedes  Einzelne  selbständig 
gewählt,  einfach  und  vernünftig  nnd  recht  ausführlich  entwickelt, 
leider  auch,  wozu  die  Ausführlichkeit  leicht  verleitet,  mit  der  logisch 
fehlerhaften  Wiederholung  schon  gelieferter  Beweise.  War  z.  B. 
die  Sinusproportion  an  einem  beliebigen  Seitenpare  bereits  be- 
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wieson,  so  durfte  sie  nicht  an  einem  andern  Pare  besonders  be- 
wiesen werden.  Man  kann  schwer  begreifenden  Schülern  zu  Hülfe 
kommen,  darf  aber  nicht  die  Unachtsamkeit  noch  begünstigen.  In 
der  Stereometrie  hat  der  Verfasser  einer  „Vorschrift“  gemäss  die 
Körperberecbnnng  zum  Anfang  gemacht  und  die  Lehre  von  der  re- 
lativen Lage  der  Geraden  und  Ebenen  nachfolgen  lassen.  Er  hat 
damit  handgreiflich  ans  Licht  gestellt,  dass  die  „Vorschrift“  ganz 
nnerfüllbar  ist.  Sätze  vorläniig  anwenden  und  nachträglich  beweisen 
kann  man  doch  nur,  wenn  die  darin  vorkommenden  Worte  einen 
verständlichen  Sinn  haben.  Wie  kann  man  aber  einen  mathemati- 
schen Körper  bestimmen  ohne  von  gegenseitiger  Lage  von  Gebilden 
im  Raume  zu  reden?  Die  Beschreibung  dos  Prismas  fängt  im  Buche 
mit  den  Worten  an;  „Errichtet  man  in  den  Endpunkten  eines  Recht- 
ecks ABCD  Lote  in  den  Raum  hinein  — “.  Woranf  die  Lote 
senkrecht  stehen  sollen,  konnte  der  Verfasser  nicht  sagen;  denn  von 
Loten  auf  eine  Ebene  durfte  nicht  die  Rede  sein.  Er  war  also,  um 
die  Vorschrift  zu  befolgen,  gezwungen  sinnlos  zu  schreiben.  Das 
Buch  schliesst  mit  einem  Abschnitt  Uber  Eigenschaften  der  Geraden 
und  Ebenen,  worin  alle  principiellen  Lehren  knrz  und  gut  geordnet 
znsammengestellt  sind,  zuerst  betreffend  die  relative  Lage,  dann  den 
Ausdruck  der  Neigungen  durch  Winkel,  dann  die  Abhängigkeit  und 
Bedingungen  der  Lage.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Geometrie  zum  Gebrauch  an  Gymnasien.  Nach 
den  neuen  preussiseben  Lehrplänen  bearbeitet  von  Dr.  Bernhard 
Horcher,  ordentlichem  Lehrer  am  Grossh.  Gymnasium  zu  Jena 
Erstes  Heft.  Enthaltend  Planimetrie  erster  Teil  einschliesslich  der 
trigonometrischen  Berechnung  des  rechtwinkligen  Dreiecks.  Anhang: 
AnfaugsgrUndo  der  Körperlchre.  (Lchraufgabe  von  Quarta  bis  Unter- 
secunda).  — Zweites  Heft.  Enthaltend  Planimetrie  und  Ebene  Tri- 
gonometrie. (Lebranfgabe  der  Oberseenuda  und  Unterprima.)  — 
Drittes  Heft.  Enthaltend  Stereometrie  und  Grundlchren  von  den 
Kegelschnitten.  (Lebranfgabe  der  Prima.)  Leipzig  1893.  Carl  Ja- 
cobsen.  78  + 40  -j-  64  S. 

Das  1.  Heft  beginnt  in  Erklärungen  und  Grundsätzen  mit  der 
eiacton  Gestaltung  der  gemeinen  Raumanschaunng , woran  sich  nur 
2 Winkelsätze  mit  leichtem  Beweise  anschliesscu.  Die  Ab- 
fassung zeichnet  sich  durch  Einfachheit  und  correcten  Ausdruck 
ans;  2 Aussagen  sind  unzutreffend;  die  Geometrie  beschäftigt 
sich  nicht  bloss  mit  Raumgrossen , sondern  mit  Raumgcbilden 
in  quantitativer  und  qualitativer  Hinsicht.  A**ch  in  letzterer  Be- 
ziehung gehört  sie  der  Mathematik,  d.  h.  Grössenlehrc  an,  weil  es 
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ihr  and  keiner  anderu  Wissenschaft  obliegt  die  räumlichen  Quali- 
täten (Gestalt  und  Lage)  durch  Grössen  exact  zu  bestimmen.  — Die 
Bebanptnog,  für  Kreislinie  und  Kreisfläche  würde  auch  Kreis  gesagt, 
ist  irrig.  Kreislinie  sagt  man  in  der  Doctrin  im  Gegensatz  zur  Fläche 
oder  ans  Rücksicht  gegen  Unkundige,  sonst  heisst  sie  gewöhnlich 
und  mit  gutem  Grunde  Kreis.  Im  Sinne  von  Kreisfläche  ist  das 
Wort  Kreis  weder  in  vulgärer  noch  in  doctrinärer  Sprache  in  Ge- 
brauch , nicht  einmal  in  denjenigen  Lehrbüchern , welche  den  Kreis 
als  Fläche  definiren.  Fuklid’s  Definition  kann  für  uns  nicht  mass- 
gebend sein.  — Nach  dieser  grundlegenden  Einführung  beginnt  die 
in  Lehrsätzen  und  Beweisen  fortschreitende  Entwickelung  mit  der 
Parallclenthcorio  gestutzt  auf  den  Grundsatz:  Durch  einen  Punkt 
ausserhalb  einer  Geraden  lässt  sich  zu  ihr  nur  eine  Parallele  ziehen. 
Dann  folgen  nach  Einschaltung  der  Lehre  von  der  Symmetrie,  die 
Lehren  vom  Dreieck,  ven  der  Congruenz,  vom  Viereck,  vom  Kreise, 
vom  Flächeninhalte,  von  Proportionalität  und  Aehnlichkeit.  Der  Fall 
der  Irrationalität  wird  erwähnt,  aber  die  Ergäiiznng  der  Lehre  für 
Prima  Vorbehalten.  So  lange  sollen  die  Schüler  das  Unbewiesene 
für  bewiesen  hinnehmen?!  Nun  wird  durch  Berechnung  des  recht- 
winkligen Dreiecks  (einschl.  d.  pythagoräischen  Lehrsatz)  auf  die 
Elemente  der  Trigonometrie  und  auf  die  Kreisberechnung  hinge- 
leitet. Die  Körpcrberechnnng  ist  in  den  Anhang  des  1.  Hefts  ge- 
bracht worden;  cs  war  dies  eine  leidliche  Auskunft,  um  zugleich 
der  Schulvorschrift  und  auch  Platou’s  Vorschrift  „MrjSclg  äyeajil- 
rgrjtog  elg  Irto“  nachzukommen,  indem  der  numatbcmatischeu  Behand- 
lung ein  Platz  ausserhalb  der  eigentlichen  Doctrin  angewiesen  ward. 
Im  2.  Hefte  werden  einige  Lehren  der  neuern  synthetischen  Geome- 
trie für  den  Gymnasialunterricht  nutzbar  gemacht;  daun  folgt  die 
ebene  Trigonometrie  in  vollem  Umfange.  Im  3.  Hefte  beginnt  die 
Stereometrie  correcterweise  mit  der  Lage  der  Geraden  und  Ebenen. 
Dann  folgt  die  Lehre  von  den  Körpern  und  ihrer  Inbaltsberecbnung 
im  elementaren  Umfange,  daun  die  Coordinatenlehrc  nebst  Anwen- 
dung auf  die  Kegelschnitte  und  im  Anhang  Quadratur  der  Parabel 
und  Ellipse,  Kubatur  des  Rotationsellipsoids.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Stereometrie.  Auf  Grund  von  Dr.  Ford.  Kom- 
merell’s  Lehrbuch  neu  bearbeitet  und  erweitert  von  Dr.  Guido 
Hauck,  Geh.  Regierungsrat  und  Professor  an  der  Königl.  Techni- 
schen Hochschule  zu  Berlin.  Siebente  Auflage.  (Sechste  der  Neu- 
bearbeitung.) Mit  67  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten. 
Tübingen  1893.  H.  Laupp.  223  S. 

Dies  Buch  ist  in  4.  Auflage  im  251.  litterarischeu  Bericht 
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Seite  22  besprochen  In  den  folgenden  Auflagen  haben  mancherlei, 
jedoch  nur  unerhebliche  Aenderungen  stattgefnnden.  H. 


Grundriss  der  Geometrie  für  höhere  Lehranstalten  mit  zahl- 
reichen Uebungsaufgabeu  und  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Von 
l)r.  Richard  Sellentin,  Professor  an  der  Oberrcalschule  zu 
Elberfeld  Erster  Teil.  Planimetrie.  Köln  1893.  M.  Du  Mont- 
Schauberg.  163  S. 

Das  Lehrbuch  ist  sehr  reichhaltig;  es  beschränkt  sich  nicht  auf 
das  Notweudige  zur  Vollständigkeit  der  Principien,  doch  ist  jede 
Zugabe,  sei  es  dass  der  Schule  die  erforderliche  Zeit  zu  Gebote 
steht  oder  dass  der  Privatfleiss  sich  ihr  widmet,  ganz  geeignet  eine 
rechte  Vertrautheit  mit  der  geometrischen  Praxis  zu  erzeugen.  Die 
Themata,  sowie  ihre  Reihenfolge,  sind  bis  auf  zwei,  aus  der  neuern 
synthetischen  Geometrie  aufgenommene,  die  gcwobnlichen , jedes  für 
sich  recht  weit  ausgeführt  und  fortgefübrt.  Exacte  Logik  mag  in 
den  meisten  Deductionen  vorhanden  sein;  in  der  Entwickelung  der 
Paralleltheorie  jedenfalls  herrscht  die  grösste  Confusion.  An  der 
Grundlage  einer  correcten  Behandlung  der  Wiukolsätze  lässt  es  der 
Verfasser  in  keinem  Stücke  fehlen:  der  notwendige  Grundsatz  ist 
ausgesprochen,  die  Grössonvergleicbung  der  Winkel  ausdrücklich 
gezeigt,  der  Begriff  der  gleichen  und  ungleichen  Richtung  definirt; 
es  war  daher  leicht  die  Winkelsätze  an  Parallelen  zugleich  exact 
und  anschaulich  zu  beweisen.  Aber  dies  geschieht  nicht;  als  ob  der 
Verfasser  nicht  verstanden  hätte,  wozu  die  selbst  gegebene  Be- 
lehrung dienen  soll,  lässt  er  auf  die  Lehrsätze  einen  angeblichen 
Beweis  folgen,  in  welchem  der  Grundsatz  gar  nicht  in  Anwendung 
kommt,  und  der  in  versteckter  Form  das  Zubeweisendo  zur  Voraus- 
setzung macht.  Mangel  an  Orientiruug  zeigt  sich  schon  dadurch, 
dass  er  dem  Leser  überlässt,  die  Definition  der  Richtung  aus  zwei 
weit  getrennten  Stellen  des  Buches  zusammenzusetzen.  Die  erste 
lautet:  „Parallele  Linien  sind  Linien,  weiche  dieselbe  Richtung  haben 
d.  h.  Linien,  welche  beliebig  verlängert  sich  nicht  schneiden“.  Das 
sind  offenbar  2 Definitionen,  die  der  gleichen  Richtung  und  der 
Parallelität,  zwei  Wörter  für  denselben  Begritt',  beide  bedeuten, 
dass  die  Linien  sich  nicht  schneiden.  Die  Definition  der  gleichen 
Richtung  wird  nun  später  ergänzt  zur  vollen  Bestimmung  des  rela- 
tiven Begriffs  der  Richtung  überhaupt  durch  die  Angabe : „Der  Rich- 
tungsuntersebied  zweier  geraden  Linien  wird  durch  den  Winkel  der- 
selben gemessen“.  Beide  Angaben  erschöpfen  die  möglichen  Fälle. 
Zwei  ungleich  gerichtete  Gerade  schneiden  sich,  und  der  Winkel, 
den  sic  dann  stets  bilden,  ist  zu  verstehen  unter  dem  Riebtungsuuter- 
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schiede.  An  diese  Erklärnng  haben  wir  nns  zn  halten , nm  den  an- 
geblichen Beweis  für  die  Gleichheit  der  Gegenwinkel  an  Parallelen 
zu  verstehen.  Er  beginnt:  „Da  jene  Linien  parallel  sind,  so  haben 
sie  auch  gleiche  Richtung  (d.  b.  sie  schneiden  sich  nicht),  also 
haben  sie  auch  gegen  die  schneidende  Gerade  dieselbe  Neigung  oder 
denselben  ,Richtnngsnnterscbied“  (d.  h.  sie  bilden  mit  ihr  gleiche 
Winkel).  Als  selbstverständlich  vorausgesetzt  ist  demnach,  dass  aus 
dem  Sich-nicbt-schneiden  zweier  Geraden;  die  Gleichheit  der  Gegen- 
winkel folgt,  und  das  eben  sollte  bewiesen  werden. 

Hoppe. 


Aufangsgrttudo  der  Arithmetik  und  Algebra  für  höhere  Lehr- 
anstalten. 

Trigonometrie  für  höhere  Lehranstalten. 

Nach  den  neuen  Lehrplänen  bearbeitet  von  Karl  Scbworiiig, 
Director  des  stiftischen  Gymnasiums  in  Düren.  (Lstitares  o Mit  16 
Figuren.  Freiburg  im  Breisgau  1893.  Herder.  79  + 52  S. 

Der  Vortrag  besteht  in  einer  ganz  ungebundenen  Besprechung, 
welche  nach  freiem  Ermessen  in  jedem  einzelnen  Falle  mit  der  all- 
gemein gefassten  Lehre  oder  mit  Vorführung  von  Beispielen  beginnt. 
Den  verbindenden  Faden  in  theoretischer  wie  in  pädagogischer  Hin- 
sicht kann  nur  der  Kundige  durchschauen,  der  Lernende  wird  nicht 
zum  Mitwisser  gemacht  and  kann  daher  nicht  das  Bewusstsein  haben 
eine  höhere  Stufe  des  Wissens  erreicht,  sondern  nur  mehr  Lehren 
binzuerhalten  zn  haben.  Die  Reihenfolge  der  Themata  erscheint 
ziemlich  unmotivirt.  Die  Teile  der  Gleicbungslehre  sind  zwischen 
Abschnitte  von  Operationen  eingeschobeu,  mit  denen  sie  in  keiner 
naben  Beziehung  stehen.  Das  Ganze  ist  in  3 Lehrgänge  geteilt, 
deren  zweiter  mit  der  Einführnng  der  Negativen  beginnt,  nachdem 
bereits  im  ersten  die  Reduction  der  algebraischen  Gleichungen  auf 
die  Normalform,  nach  Graden  geordnet,  resnltatweise  aufgestellt 
war.  Diese  würde,  um  eiact  zu  verfahren,  offenbar  dahin  zu  berich- 
tigen sein,  dass  statt  aller  Zeichen  + gesetzt  würde.  Es  ist 
nämlich  wiederholt  darauf  aufmerksam  gemacht  worden,  dass  anf 
dem  Standpunkte  des  1.  Lehrgangs , wo  alle  Zahlen  absolute  sind, 
gewisse  Aufgaben  in  gewissen  Fällen  als  unlösbar  anftreten.  Hier 
bei  den  Normalformen  hingegen  geschieht  dies  nicht : obgleich  keine 
Unmöglichkeit  der  verlangten  Ausrechnungen  vorliegt,  und  doch  ein 
anderes  Resultat  gefunden  wird  als  das  angegebene,  ist  kein  Wort 
davon  gesagt,  dass  die  anfgcstellten  Formen  auf  dem  Standpunkte 
des  1.  Lehrgangs  nicht  immer  erreichbar  sind.  Dem  Vorstehenden 
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liegt  es  fern,  Nachlässigkeiten  der  Bearbeitung  zu  rügen;  aber  auch 
der  folgende  Gesichtspunkt,  welcher  dem  Vorgehen  eine  gewisse  Becht- 
fertigung  zu  verleihen  scheinen  könnte,  soll  dem  Verfasser  nicht 
zudictirt  werden;  vielmehr  handelt  es  sich  nnr  darum  einen  Punkt 
der  Didaktik,  dem  trotz  aller  Wirkung  im  grossen  die  Beachtung 
gefehlt  hat,  hier  ohne  Abschweif  von  der  Sache  zu  besprechen.  Es 
kann  nämlich  in  Frage  kommen,  ob  es  zu  empfehlen  sei,  dass  der 
Schüler,  der  nach  gewöhnlicher  Unterrichtsweiso  im  Genüsse  der 
Vorteile  der  heutigen  Arithmetik  nie  Anlass  bekommt  den  Wert  der 
Fortschritte,  die  der  historische  Entwickolungsgang  erst  in  mehr  als 
1000  Jahren  gemacht  hat,  durch  eigene  Erfahrung  kennen  und 
empfinden  lerne,  indem  er  zuerst  beim  Rechnen  mit  allgemeinen 
Zahlen  sich  in  Gefahr  befindet  unberechtigte  Schlüsse  zu  machen, 
dann  auf  Grenzen  der  Gültigkeit  aufmerksam  werden  muss  , endlich 
von  dieser  mühevollen  Arbeit  erlöst  wird  durch  den  Begriff  der  alge- 
braischen Zahl.  Einer  solchen  Führung  entspricht  in  der  Tat  das 
Verfahren  im  vorliegende  Buche.  Es  soll  nicht  bestritten  werden, 
dass  eine  derartige  Beteiligung  am  Entdcckungsprocess  mauebom 
Schüler  nützlich  sein  kann,  dass  er  vielleicht  sogar  aus  anfänglichom 
Irren  und  Fehlen  Gewinn  ziehen  mag.  Aber  eine  viel  wichtigere 
Erwägung  von  andrer  Seite  steht  doch  einer  wissentlichen  pädago- 
gischen Verwendung  des  fraglichen  Förderungsmittels  warnend  ent- 
gegen. In  der  Wissenschaft  wie  im  praktischen  Leben  herrscht  be- 
kanntlich bei  der  Menge  die  Neigung  am  Unbewiesenen  solange 
festzubalten  bis  das  Gegenteil  bewiesen  ist.  Im  praktischen  Leben 
ist  die  Verderblichkeit  dieser  Regel  besonders  häufig  durch  erfolg- 
reiche Speculationen,  denen  die  Menge  zuströmto,  bis  der  Krach  ein 
Ende  machte,  ans  Licht  gestellt.  In  Betreff  der  Wisscusebaft  ist 
wol  ein  recht  nahe  liegender  Beleg  dafür,  wie  stark  jene  Neigung 
waltet,  folgender.  Kant  hatte  die  Existenz  der  Mathematik  als  hin- 
reichenden Beweis  der  Möglichkeit  synthetischer  Erkenntniss  apriori 
aufgestellt.  Ganss  und  Riemann  bewiesen  dagegen,  dass  die  Geo- 
metrie auf  Erfahrungen  beruht  Weil  nun  in  Betreff  der  Arithmetik 
Kant’s  unbegründete  Meinung  noch  nicht  widerlegt  ist,  so  wird  noch 
heute  von  Vielen  die  Arithmetik  als  reine  Wissenschaft  apriori  der 
Geometrie  entgegengesetzt  Es  würde  von  der  Sache  abführeu, 
wollten  wir  hier  darauf  eingehen,  wie  jene  Verkehrtheit  der  einzige 
Grund  ist,  warum  manche  priucipiello  Fragen  jahrhundertelang  nicht 
gelöst  werden  konnten.  Die  Mathematik  ist  in  der  glücklichen  Lage, 
jener  verderblichen  Neigung  mit  strenger  Controlo  entgegentreten 
zu  können,  indem  sic  stets  vom  Evidenten  zum  Evidenten  fort- 
schreitet. Daher  ist  es  auch  Pflicht  des  mathematischen  Unterrichts 
diese  Errnugenscheft  Euklid’s  aufrecht  zu  halten,  uud  das  ist  nur 
möglich,  wenn  jeder  Satz  auf  derselben  Stufe,  wo  er  gelehrt  wird. 
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auch  in  vollem  Umfang  apodiktisch  oiugcsehcn  werden  kann.  Es 
heisst  die  falsche  Neigung  begünstigen,  wenn  man  Beweise  oder  Er- 
gänzung von  Erklämugen  einer  böbern  Stufe  vorbehält.  In  Anwen- 
dung auf  das  vorliegende  Buch  folgt  daraus,  dass  es  unbedingt  not- 
wendig gewesen  wäre,  nach  der  Snbtraction  auch  die  Erweiterung 
des  Zahlbegriffs  zu  lehren,  ehe  von  algebraischen  Transformationen 
die  Rede  war,  welche  auf  den  neuen  Begriff  fusseu. 

Das  Vorwort  des  Verfassers  zur  „Trigonometrie“  macht  sich 
auffällig  durch  Schmähungen,  die  er  ohne  deutliche  Angabe,  wem 
und  welcher  Sache  sie  gelten  sollen,  in  allgemeinen  Phrasen  in  die 
Welt  hinein  schlendert,  mit  denen  er  aber  nach  allem  weder  jeman- 
dem hat  kränken  noch  irgend  eine  Leistung  hat  herabsetzen,  son- 
dern nur  sein  eigenes  Werk  als  etwas  ganz  neues  bat  anpreisen 
wollen.  Er  sagt,  es  unterschiede  sich  in  nicht  wenigen  Pnnkteu  von 
bisherigen  Bearbeitungen  des  gleichen  Gegenstandes,  nennt  aber  keinen 
einzigen,  sondern  deutet  zur  Cliarakterisirung  der  bisherigen  Me- 
thode nur  auf  einen  „hoffentlich  für  immer  beseitigten  Gedanken“ 
hin,  ein  wissenschaftliches  Lehrgebäude  dem  Anfänger  von  vorn- 
herein, und  zwar  in  fertigem  Aufbau,  zu  Überliefern.“  Und  was  ver- 
heisst  nun  der  Verfasser  au  die  Stelle  des  Beseitigten  zu  setzen? 
Soll  das  gedruckte,  den  Schülern  (oder  Lehrern)  gegebene  Lehrbuch 
kein  Lehrgebäude  enthalten?  soll  das  Lehrgebäude  unwissenschaft- 
lich oder  unfertig  sein  oder  nach  jedem  Semester  abgeäudert  wer- 
den? Das  läuft  doch  auf  den  reinen  Nihilismus  hinaus?  nur  Besei- 
tigung ist’s,  was  er  verlangt;  an  ein  Besseres  das  folgen  soll,  scheint 
noch  jeder  Gedanke  zu  fehlen.  Nach  fernerer  Aeusserung  des  Ver- 
fassers schriebe  sich  die  alte  Methode  von  „blinder  Nachahmung“ 
des  Werkes  von  Eukleides  her.  Bekanntlich  hat  Enklcides  gar  kein 
Werk  über  Trigonometrie  geschrieben;  das  Wort  „blinde  Nach- 
ahmung“ erweist  sich  als  sinnlose  Phrase.  Weiterhin  behauptet  er, 
die  Lehrbücher  hätten  „mit  dem  Uerkommeu  nicht  zu  brechen  ge- 
wagt“. Jeder,  der  einige  der  nach  einander  erschienenen  Lehrbücher 
näher  angesehen  hat,  wird  gefunden  haben,  dass  sic  ohne  sich  an 
ein  Herkommen  zu  binden  mit  mehr  oder  minder  Geschick  und 
Befähigung  nur  dahin  arbeiten  das  Erlernen  leichter  und  das  Be- 
herrschen vollkommener  zu  machen  als  ihre  Vorgänger;  sie  mussten 
also,  damit  ihre  Herausgabe  nicht  überflüssig  schiene,  vom  Herkom- 
men abweichen  um  eine  Besserung  anfzuweisen.  Weiterhin  spricht 
der  Verfasser  von  „systematischen  Klügeleien“,  als  ob  solche  zur 
Cbaraktorisiruug  der  alten  Methode  gehörten.  Die  systematische 
Gestalt  ist  der  Trigonometrie,  gemäss  der  Einheitlichkeit  ihrer  Auf- 
gabe, offenbar  von  Natur  eigen,  wird  also  nicht  von  den  Bearbeitern 
künstlich  bineingetragen.  Der  lästernde,  aller  Wahrheit  entbehrende 
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Ausdruck  „KIttgcIcioii“  scheint  uur  gewählt  zu  sein,  um  dem  zuvor- 
zukommen, dass  mau  ihn  gegen  deu  gebraucht,  dem  diese  natürliche 
Gestalt  nicht  gefällt. 

Von  allem  dem  Abschreckenden  des  Vorworts  findet  man  indes 
im  Buche  keine  Spur.  Es  ist  nicht  weniger  wissenschaftlich,  nicht 
weniger  fertig  bearbeitet  als  irgend  ein  andres  Lehrbuch.  Eher 
könnte  darin  die  Eleganz  des  Abhandlungsstyls  vor  pädagogischen 
Gesichtspunkten  bevorzugt  erscheinen.  Vielleicht  war  das  Vorwort 
für  audere  Leser  als  diejenigen,  die  das  Buch  gebrauchen  wollen, 
und  zwar  in  diesem  Falle  für  unkundige  und  urtcilsunfähige  be- 
stimmt. Unterscheidend  für  die  gewählte  Methode  ist,  dass  die 
Herleituug  der  Formeln  mit  der  Berechnung  des  Dreiecksiuhalts 
aus  den  Seiten  beginnt.  Wenn  Manche  behaupten,  die  Trigonumetric 
böte  den  Anfängern  Schwierigkeiten  — cs  ist  freilich  kaum  zu  be- 
greifen, worin  diese  liegen  sollen,  da  die  Schüler  schon  vorher  mit 
Linieuverhältnissen  und  etwas  rechnender  Geometrie  bekannt  wer- 
den — so  könnten  dieselben  an  der  Methode  tadeln,  dass  sie  gerade 
mit  einer  vergleichsweise  schwierigeren  Aufgabe  deu  Anfang  macht, 
und  erst  nachher  zur  einfachen  Betrachtung  des  rechtwinkligen  Drei- 
ecks übergeht.  Die  Methode  hat  offenbar  erstens  den  Vorzug  der 
Eleganz,  sofern  aus  der  Lösung  eine  Reihe  notwendiger  Formeln 
sofort  hervorgehen ; sie  wird  daher  dem  Analytiker  wol  mehr  be- 
hagen; einen  Schritt  zur  angekUndigten  Reform  des  Unterrichts 
vermag  man  darin  nicht  zu  erkennen.  Zweitens  dient  sie  dazu,  die 
Einführung  der  formell  neuen  Elemente  etwas  weiter  hinaus  zu- 
schieben. In  der  Tat  werden  hernach  die  Wiukcifouctioueu  Jude 
für  sich  gesondert  behandelt,  als  wäre  es  Absicht  dem  Schüler  so 
wenig  als  möglich  vom  specifiseben  Charakter  der  Trigonometrie 
merken  zu  lassen,  das  hiesse  danu,  der  Verfasser  wollte  verhüten, 
dass  der  Schüler  mit  dem,  was  er  lernen  soll,  bekannt  würde! 

Im  ganzen  zeigt  das  Lehrbuch  kein  wesentliches  Abgeben  von 
der  bisherigen  Lehrweise,  das  Wenige,  was  ihm  eigentümlich  ist, 
streitet  sicher  gegen  kein  Herkommen;  ob  es  förderlich  ist,  muss 
die  Elrfabruug  au  den  Tag  bringen ; darauf  passt  das  Wort  Uhland’s : 
„Vom  Guten  hab’  ich  sichre  Spur,  vom  Bessern  leider  nicht“. 

Hoppe. 
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Die  Geometrie  der  Lage. 

Vorträge 

von 

Proressor  Dr.  Th.  lleje, 

ortl.  Professor  an  der  Universität  Stnisslmrg. 
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Aus  einer  Besprechung  von  Guido  Hanck: 

Unserem  Verfasser  gebührt  das  Verdienst,  das  System  jenes  grossen 
Geometers  (Staadt)  von  seinen  Einseitigkeiten  befreit  und  dadurch  nicht  nur 
schmackhaft,  sondern  vor  Allem  für  die  Weiterförderung  der  Wissenscliaft 
nutzbar  gemacht  zu  haben.  Diese  hat  denn  auch  in  den  letzten  Dccennicn  eine  über- 
aus fruchtharc  Weitcrentwickclung  erfahren,  an  welcher  der  Verfasser  durch  seine 
liahnbrcclicnden  Arbeiten  in  hervorragender  Weise  betheiligt  war.  Es  sei  dabei 
namentlich  auf  den  Au.sbnu  der  Liniengeometric  hingewiesen  ....  Das  auch 
bereits  ins  Französische  und  Italienische  übersetzte  Werk  stellt  In  dieser 
seiner  neuen  Auflage  das  vollstjlndigste  Lehrbuch  der  neueren  Geo- 
metrie dar. 
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